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PRÓLOGO 


Esta  obra  que  presento  en  su  segunda  edición  está  orientada  básicamente  para  todo 
estudiante  de  ciencias  matemáticas,  tísicas.  Ingeniería,  Economía  y para  toda  persona  interesada 
en  fundamentar  sólidamente  sus  conocimientos  matemáticos.  Teniendo  en  cuenta  que  el  estudio  de 
las  Ecuaciones  Diferenciales  Ordinarias  así  como  la  Transformada  de  Eaplace  y la  Serie  de 
fo.it ier  c*  muy  importante  en  la  formación  de  los  estudiantes  de  ciencias  e ingeniería,  debido  a 
que  con  frecuencia  aparecen  en  el  estudio  de  los  fenómenos  naturales. 

Por  este  motivo  en  ésta  obra  titulada  "Análisis  Matemático  IV,  para  Estudiante  de 
Ciencias  e Ingeniería'’  he  usado  la  experiencia  adquirida  en  la  docencia  universitaria,  dictando  en 
las  facultades  de  Ingeniería  de  las  diversas  universidades  donde  presto  mis  servicios.  La  obra  esta 
cuidadosamente  corregida  y comentada  tanto  en  sus  ejercicios  y problemas  resueltos  y propuestos 
con  sus  respectivas  respuestas.  La  teoría  expuesta  es  precisa  y necesaria  para  la  solución  de  los 
diversos  problemas  abordados. 

La  lectura  del  presente  libro  requiere  de  un  conocimiento  del  Cálculo  Diferencial  e 
integral  así  como  las  Series  de  Potencia. 

El  libro  empieza  en  su  Capítulo  I con  los  Conceptos  Básicos  de  Ecuaciones  Diferenciales, 
en  el  Capítulo  II  se  estudia  las  Ecuaciones  Diferenciales  Ordinarias  de  Primer  Orden  y Primer 
Grado,  dando  métodos  analíticos  para  su  solución,  en  el  Capítulo  III  se  presenta  algunas 
aplicaciones  importantes,  en  el  Capítulo  IV  está  relacionado  con  las  Ecuaciones  Diferenciales  de 
Orden  Superior,  en  el  Capítulo  V se  realiza  la  Teoría  de  las  Ecuaciones  Diferenciales  Lineales  de 
orden  n,  en  el  Capítulo  VI  se  aborda  los  Operadores  Diferenciales  usando  los  métodos  abreviados, 
en  el  Capítulo  Vil  se  estudia  las  Ecuaciones  Diferenciales  de  Coeficientes  Variables,  tratando  el 
estudio  de  las  aplicaciones  de  las  Ecuaciones  Diferenciales  de  Segundo  Orden,  en  el  Capítulo  VIH 
se  estudia  los  Sistemas  de  Ecuaciones  Diferenciales  de  Coeficientes  Constantes,  en  el  Capítulo  IX 


estudiaremos  las  Ecuaciones  Diferenciales  mediante  Series  de  Potencias  aplicando  el  \ku  * 
FROBENIUS.  así  como  las  Ecuaciones  de  Bessel  y Legcndre,  en  el  Capítulo  \ se  d . !o> 
conceptos  básico*  de  la  Transformada  de  Laplace,  en  el  Capítulo  XI  se  estudian  las  \ un»  i i 
Especiales:  Periódicas,  Escalón  Unidad,  Impulso  Unitario,  Gama,  Beta,  Bessel  \ su  Irán 
de  Laplace  en  el  Capítulo  XII  se  estudia  la  Transformada  Inversa  de  Laplace.  asi  co  x 
Teorema  de  Convolución,  en  el  Capítulo  XIII  se  trata  de  las  Aplicaciones  de  la  Transform.  .1.1  de 
Laplace  en  la  solución  de  Ecuaciones  Diferenciales,  en  el  Capítulo  XIV  se  estudia  Sos  Cmio  nos 
Básicos  de  la  Serie  de  Fourier,  en  el  Capítulo  XV  se  estudia  la  Serie  de  Fourier,  de  lum  : ncs 
pares,  impares,  simetría  de  media  onda,  cuarto  de  onda  par  y cuarto  de  onda  impar,  en  el  * ap¡tU:o 
XVI  se  estudia  la  forma  compleja  de  la  Serie  de  Fourier  y la  Transformada  de  Fourier. 

En  esta  2da.  edición  se  ha  mejorado  los  conceptos  y algunas  correcciones  sugeridas  no: 
los  señores  catedráticos  así  mismo  se  ha  incluido  ejercicios  y problemas  tomados  en  los  ex.  11  -u  * 
en  las  diversas  facultades  de  ingeniería. 
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Conceptos  Básicos 


1 


CAPITULO  I 


1.  CONCEPTOS  BÁSICOS  Y TERMINOLOGÍA.- 


1.1.  INTRODUCCIÓN.- 


En  los  cursos  básicos  el  lector  aprendió  que,  dada  una  función  y = f(x)  su  derivada 


apropiada.  El  problema  que  enfrentamos  en  este  curso,  no  es,  dada  una  función  y = f(x) 
encontrar  su  derivada,  más  bien  el  problema  es,  si  se  da  una  ecuación  como 
dy 

— = / '(.v)  , encontrar  de  alguna  manera  una  función  y = f(x)  que  satisfaga  a la 
dx 

ecuación,  en  una  palabra  se  desea  resolver  ecuaciones  diferenciales. 


1.2.  DEFINICIÓN.- 


Una  ecuación  diferencial  es  la  que  contiene  derivadas  o diferenciales  de  una  función 
incógnita. 

Ejemplos  de  Ecuaciones  diferenciales: 


dx 


r = 0 % donde  co  = f(x,y,z) 

dx*  cyr  dz* 
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^2  a 2 -2 

2 O (O  2 ^ (0  2<o:> 

jc  — — + y — — + z — — = 0 , donde  co  = f(x,y,z) 
ex 2 dy2  5z 


1 .3.  CLASIFICACIÓN  DE  LAS  ECUACIONES  DIFERENCIALES.- 


Las  ecuaciones  diferenciales  se  clasifican  en  dos  tipos: 

ler.  Si  la  función  incógnita  depende  de  una  sola  variable  independiente,  en  la  cual 
sólo  aparecen  derivadas  ordinarias,  la  ecuación  diferencial  se  llama  “Ecuación 
diferencial  ordinaria". 


Ejemplos:  Son  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  las  siguientes  ecuaciones: 

,2 

a x 2 

a)  m - = -kx  , donde  k - wco  es  una  magnitud  positiva,  m la  masa  (Ecuación 

dr 

diferencial  del  movimiento  armónico  simple) 

2 d~y  dy 

b)  (1  -x  ) — ¡j-  — 2jc — + p(p  + \)y  = 0 (Ecuación  diferencial  de  Legendre) 

dx~  dx 

2 d y dy  2 2 

c)  jc  — r + jc—  + (jc  -p  )y  - 0 (Ecuación  diferencial  de  Bessel) 

dx  dx 

2 d y p i dy 

d)  (jc-jT) — - + [y-(a  + p + l)xj apy  = 0 (Ecuación  diferencial  de  Gauss) 

dx  dx 

d“q  da  1 

e)  L — - + R -J-  + — q - o (Ecuación  diferencial  de  la  corriente  eléctrica  , donde  q es 

dt2  di  C 

la  carga  eléctrica,  R la  resistencia,  L la  inductancia,  C la  capacitancia). 

NOTACIÓN.- 

A las  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  se  representa  mediante  el  símbolo: 


dy  d~ y dny 

F(x,y,  — f)  = 0 

dx  dx * dx" 
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Donde  F indica  la  relación  que  existe  entre  las  variables  x,  y , así  como  también  sus 
derivadas 

dy  d2y  dn y 
dx  dx2  dx11 


2do.  Si  la  función  incógnita  depende  de  varias  variables  independientes  y las  derivadas 
son  derivadas  parciales,  la  ecuación  diferencial  se  llama  “Ecuación  Diferencial 
Parcial”. 


Ejemplos:  Las  siguientes  ecuaciones  son  ecuaciones  diferenciales  parciales. 


c~  10  r'co  c‘co 

a)  — — + — — + — — = O , donde  co  = f(x,y,z)  (Ecuación  diferencial  de  Laplace) 

dx'  dy “ dz" 


cT y 2 °‘y 

b)  — — = a — — (Ecuación  diferencial  de  la  onda  unidimensional) 

dt'  dx * 


cu  2 & 11 

c)  - h — — (Ecuación  diferencial  térmica  unidimensional) 

dt  dx 

. 1 

o d ü)  d co  d (ú  d(ú 

d)  cC  { — i-  + 1 — ) = (Ecuación  diferencial  del  calor) 

ex  dy * dz  di 

2 2 2 o 

2 d co  d co  8 co  d~ co 

e)  a ( — y-  H y-  + — , ) — — — (Ecuación  diferencial  de  la  onda) 

dx  dy"  dz“  dt 


o u c u 

f)  — r + — — = / (.v,^)  (Ecuación  diferencial  bidimensional  de  Poissón) 

dx~  dy 


1.4.  ORDEN  DE  UNA  ECUACIÓN  DIFERENCIAL  ORDINARIA.- 


E1  orden  de  una  ecuación  diferencial  ordinaria,  está  dado  por  el  orden  mayor  de  su 
derivada. 
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1.5.  GRADO  DE  UNA  ECUACION  DIFERENCIAL  ORDINARIA.- 


© 

© 

© 


El  grado  de  una  ecuación  diferencial  ordinaria,  está  dado  por  el  exponente  del  mayor 
orden  de  su  derivada. 

Ejemplos: 

Determinar  el  orden  y grado  de  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales  ordinarias: 


x d~y  dx 

e — — + sen  x.  — = x , 
dx'  dx 


d} v d2 y 3 dx 

— + 2( — -)  +—  = tgx, 
dx  dx “ 


¿V 

— + p{*)y  = Q(x) , 

dx 


d 3 v ? ¿/y  4 

(— V)  -2(— ) + .*y  = 0. 


es  de  2do.  orden  y de  1er.  grado. 

es  de  3er.  orden  y de  1 er.  grado. 

es  de  1er.  orden  y de  1er.  grado. 

es  de  3er.  orden  y de  2do.  grado. 


EJERCICIOS  PROPIJESTOS.- 

Determinar  el  orden  y grado  de  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales  ordinarias. 

y v s A 

r-)  + V = 0 


© 

d‘Q 

-4+r 

di 2 

dQ  0 

— +—  = 0 

di  C 

© 

,3 

dx3 

© 

d~y  dv 

dx"  dx 

dv  2 

+(—)+>•  = o 

dx 

© 

yj  V V V - 

© 

II 

-.  -8 

dv  2 
y + i-  ) 

dx 

© 

<ovr)'  = 

VZ/ 

Ady 

x ; 

dx 

2 dly  4 d*y 

dx2  dx 3 

© 

dx 

© 

n.v")3  4 

■(/)4  ->,=o 

@ 

cosx.(  y" 

dx" 


, ^ .4  7 

.( ) - X Y = COS  X 


dx  dx 


• \4 
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1.6.  SOLUCIÓN  DE  UNA  ECUACIÓN  DIFERENCIAL  ORDINARIA  - 


Si  y = F(x)  es  una  función  y f es  la  derivada  de  F.  es  decir: 
donde: 


dy 

dx 


F'{x)  = f(xl  de 


...  (a) 


La  ecuación  (a)  es  una  ecuación  diferencial  ordinaria. 


La  solución  de  la  ecuación  (a)  consiste  en  buscar  una  función  y = G(x)  de  tal  manera  que 
verifique  a la  ecuación  (a). 


Como  F es  la  antiderivada  de  f,  entonces  G(x)  = F(x)  + C.  donde  C es  una  constante,  es 
decir:  d(G(x))  = d(F(x)  + c)  = F\x)  dx  = f(x)dx 


Luego: 


y = G(x)  = F(x)  + C 


...  (p) 


Se  llama  solución  completa  o solución  general  de  la  ecuación  diferencial  (a). 


La  solución  general  (p)  nos  representa  una  familia  de  curvas  que  dependen  de  una 
constante  arbitraria  que  se  llama  familia  de  un  parámetro. 


En  los  problemas  que  incluyen  ecuaciones  diferenciales,  se  trata  de  obtener  soluciones 
particulares,  luego  de  la  solución  general  V la  ecuación  diferencial,  mediante  ciertas 
restricciones,  llamadas  condiciones  inic  es  o de  la  frontera,  se  obtiene  la  solución 
particular. 

Nota.-  En  la  Solución  General  de  la  ecuación  diferencial  que  llamamos  no  se 
considera  las  soluciones  escondidas  es  decir  que  no  están  todas  las  soluciones. 


Ejemplos: 

Q Verificar  que  las  funciones  yx  = e*  ,y2=eosh.Y  son  soluciones  de  la 
ecuación  diferencial  = 0. 


Solución 
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v]  =ex  =>  y\  = e*  =>  v",  = e ' 

y2  = cosh  x =>  y f2  - senh  x =t>  y ",  = cosh  x 

Como  v y = 0 =>  ex  - ex  = 0 , y M-  y = 0 =>  cosh  x - cosh  jc  = 0 

Verificar  que  la  función  y = <p(.t)  = é>x  J e~r  dt  + ex  , es  solución  de  la 

ecuación  diferencial  y'  = 2 xy  = 1 

Solución 


y - <p(  *)  = ex  | é~l  dt  + ex  =>  v ’ = (p  '(*)  = 2 x? T J e~‘  dt  + \ + 2xe * 
y‘  2xv  = 2xex  £ e~l  dt  + \ + 2xex  -2x(e'  J e 1 dt  + e'  ) 

= 2jcé?'x  e~l  dt  + \ + 2xex  - 2xex  J dt~2xex  =1  , y'  - 2xy  = 1 

71 

^3)  Verificar  si  la  función  Jq{í)  = — J2  cos(ísen0)¿/0  , satisface  a la  ecuación  diferencial 


^mo(/)h — *J0U)  - 0 


Solución 


if 


= - | ’ cos(r sen0)¿/0  J 


sen(/sen  0)sen  0 í/0 


r"o(/)  = ~-  í2 

71  JD 


cos(/sen  0)  sen 2 0 dd 


j”0(t)+- —+jQ(t)=-~  [2 
t n Jb 


cos(rseq0)sen  0¿0 
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-2í: 


2 sen(tsen0)sen0  2 fí  / A. 

1 dQ  + — I*cos(/sen0)úf0 

t ti  Jn 


JI 

-*-P 

K J[) 


cos(/  sen  9)(1  - eos'  0)c/0 


2 a\  ja  2 f2  sen(/sen0)sen0  í/0 


-u 


= — pcos(ísen0)cos20¿/0-—  p 

7T  Jb  71  Jb 


2 aja  2 fí  sen(/sen0)sen9¿0 


-.(1) 


ji 

Integrando  por  partes  cos(¿sen0)cos2  0d0  . 


í a - eos  0 


J 


\dv  = cos(/sen0)cos0  ¿0 


du  = -sen0  dd 
sen(¿sen  0) 


- 

Í'-,  , ,,,  -> . eos  0.  sentí  sen  0)  /,  f?  sen(ísen  0)sen0  , 

-cos(ísen0)cos'0  dd  = 2 j 2+  Jr t/w 


.(0-0)t  flien(,se"9)senerfe 


I 

. r-.'  :n  n sen(ísen0)sen0 

Luego  | cos(fsen0)cos  0c/0  = j — dQ 


...  (2) 


reemplazando  (2)  en  ( 1 ) se  tiene: 

l 3 | 

* w J{){t)  , 2 H sen(/sen0)sen0  2 p,  sen(/ sen  0)sen  0 ¿0 

J (/H '*(0  = — 1 ao  — I" = u 

t 7C  Jb  t 71  Jü  / 


(4)  Dada  la  función  F(x)  = J e xcosMdQ,  x > O,  verificar  que  F satisface  a la  ecuación 


diferencial.  xF"(x)+  F'(x)-xF(x)  = O . 
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Solución 


F(x)  = | <Tvcoshe¿0  =>  F 


\ cosh  0 


cosh0  dQ 


F "(  v)  = | £>_TCOShe  cosh2  0 dQ 
xF"(x)  + F ’(.v)  - xF(x)  = * | e~ rcosh  6 cosh 2 0 de  - | 


e-^cosh0cosh0  dQ 


-[ 


¿-xcoOíOjq 


= X I e-vcosh0(cosh20-l)í/0-  £ eWhe cosh 0 de 


í 

= X J <Tvcoshe  senh2  0 dQ-  £ e* 
Integrando  por  partes  Jj  e ' cos 


rcosh  0 


cosh  0 dQ 


coshe  senh2  0 de 


u = senh  0 

dv  = e_ACOshe  senh  0 dO 


du  - cosh  0 í/0 

, -.\cosh0 


JC 

v cosh  0 


Jb 


/Mr.- 

/í)  x Jri 


k cosh  0 


cosh0  dQ 


!r 


= -(0-0)  + -!  e“-rcoshe  cosh  0 d9 


Luego  I e rcoshesenh20  <r/0  = - 


x *b 


e'xcoshecosh0  de 


(1) 


(2) 


Reemplazando  (2)  en  ( 1 ) se  tiene: 

xF"(x)  + F\x)- xF(x)  = x(—  JT e-vcosh0  cosh©  de)-  |*  e“vcoshe  cosh 0 de 
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© 


® 


© 


= g-vcoshe  cosh  0 dQ_  J"  g-vcoshfl  CQsh  Q dQ  = 0 


xF"(x)  + F'(x)-xF(x)  = 0 

EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


©f'  sen  / 

Verificar  que  la  función  y = v dt , satisface  a la  ecuación  diferencial 


dv 

x — - v + xsenx. 
dx 


(T)  Comprobar  que  la  función  y = ex  dt+ce\  satisface  a la  ecuación  diferencial 


dx 


(3)  Dada  la  función  H{a)=  f C- -S -j-í*- , a * 0,  probar  que  H(a)  satisface  a la  ecuación 

J-'Vi-/2 


diferencial  ff'ia)*  — H\u)  * //(a)  = 0. 


© Verificar  que  la  función  y = aresen  (x  y),  satisface  a la  ecuación  diferencial 


xy  ?+  v = y ' y¡\  - x2 y2 

Comprobar  que  la  función  x = >J  ser  dt , satisface  a la  ecuación  diferencial 

• : 2 

y = xy  + y sen  x 


Comprobar  que  la  función  y = C,x  + C¿x  J 
x sen  x.y1  — x eos  x.y'+j?  eos  x = 0 . 


satisface  a la  ecuación  diferencial 


Sea  /í(x)  = J — dz  , x > 0,  hallar  los  valores  de  “a”  tal  que  la  función  f definida  por 

ahlx) 

/(x)-  satisface  a la  ecuación  diferencial  x*  y"+(3x-x  )_y'+  (l  — x — 3e£x)dy  = 0 


Rpta.  a - ¿y¡3 
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(¿)  Verificar  que  la  función  a = y + ln  y , satisface  a la  ecuación  diferencial 


vvM+.v,3-y2 =o. 


(5)  Dada  la  filflCÜQ  f scn at(^  ^ a * o probar  que  H(a)  satisface  a la  ecuación 

JlVl-r 


diferencial  H "(a)  + — H '(a)  + H(a)  = 0 
a 


@ Si  x{t)  - , calcular  el  valor  de:  jc"(/)  + 2x’(/)-Kt(f) 


© 


Probar  que  la  función  v = -^  R(t)senhk(x-t)dt,  satisface  a la  ecuación  diferencial 
y"-k2y  = R(x) 

12}  Probar  que  la  función  y = CjX  + C2A  — di , x > 0,  satisface  a la  ecuación  diferencial 

J.v  / 

A'2  y"-(-Y2  + x)y'+(x  + l)y  = 0 . 

f é// 

Dada  la  función  y = C,Ln  jr  + C».v  I . x > 1, 

“ i Lnit) 


x2  ln 2 x. v'  -a*  ln  x.y'+(ln  a*  + l)y  = 0 . 


f*  1 u 

I u e 

M) 


satisface  a la  ecuación  diferencial 


du 


14)  Demostrar  que  la  función  <¡>(a)  = a para  x > 0,  satisface  a la  ecuación 

diferencial  x2  <j> "( x)  + ( 3a  - a*2  )(j) '(a ) + ( 1 -x-e2y  )4>(.v)  = 0 . 


Dada  la  función  ylny-x  + J e di , satisface  a la  ecuación  diferencial  y 
(1  + ln  y) y9  ’+y'2  = 2xy.e ' . 


Demostrar  que  la  función  y - (x  + y¡x2  + 1)A , satisface  a la  ecuación  diferencial 
(1  + x2)y"+  xy'-k2y  = 0 . 
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t dx 

Probar  que  la  función  x(t)  definida  por:  x(t)  = I — r-T , satisface  a la 

i)  (jc“  + r y 

ecuación  diferencial  tx'+  3x(r)  + -r-r  = 0 

d + r)2 


18)  Demostrar  que  la  función  f(a,b)  = JT e ax  dx,  satisface  a la  ecuación  diferencial 


,abtL-ia‘l-2b'-‘l.=  , 

db  cb  da 


l-í 


19;  Probar  que  — = “ cos(/m.y”  sen0)cos"  0¿/0,  satisface  a la  ecuación  diferencial 


y "+  m 2 n 2 x 2 n 2 y = 0 


20}  Probar  que 


rasen  z + 6 eos  z 
— 

x + z 


dz , satisface  a la  ecuación  diferencial 


d~y  a b 

——  + y - — + — 

dx~  x x~ 


@ Verificar  que  las  funciones  y¡  = yfx  , y2  - x 1 /2,  x > 0,  satisfacen  a la 


ecuación 


diferencial  2x“y "+  3.yj;  ' - y = 0 . 


22}  Verificar  que  las  funciones  = .y2,  v:  x 2lnx,  x > 0,  satisfacen  a la  ecuación 
diferencial  x2y"  + 5xy'  + 4 y = 0 . 


71 

© Demostrar  que  la  función  y - j2  log(sen2  0 + jc2  eos2  0)c/0  , satisface  a la  ecuación 


9 x -f 1 

diferencial  (l  +x)~  y"+(l  +x)y'  + y = n log(-  ■ ■ ) . 


(24)  Dada  la  función  u = JT  e',xcos0 (A  + B log(.t sen 2 0))d0  satisface  a la  ecuación  diferencial 
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2S)  Demuestre  que  la  función  y = f — - — ^ , satisface 

(U:2r‘ 

xy"  -2ny'  + xy  = 1 . 


a la  ecuación  diferencial 


26)  Si  H(t)=  J e eos (tx)dx,  para  todo  t e R,  probar  que  H'(t)  + ^H(t)  = 0 


27)  Si  G(t)=  f e x dx , t > 0,  probar  que:  G' (t)  + 2G(t)  = 0 


28)  Verificar  si  la  función  y = C [el‘drcscnx  + C 2e  /,arChenA  es  la  solución  de  la  ecuación 

diferencial  (1  — x¿ ) y"  -xy'  -b2 y = 0 . 

(29)  Verificar  que  (y')2  =[1  + (y)2]3  es  la  solución  direrencial  de  las  circunferencias  de 
radio  r = I 

(30)  Demostrar  que:  y = e**  (C,  + C2  dx)  es  la  solución  de  la  ecuación  diferencial 
y"-2xy'*-2y  = 0 . 

© Probar  que  la  función  y(t)  = j^sen(í  — s)f{s)ds  es  una  solución  en  1 de 

y"  (0  + y(t)  = /(/),  que  satisface  y(0)  = /(O)  = 0 , donde  f es  una  función  continúa 
sobre  el  intervalo  I , el  cual  contiene  al  cero. 

j ^ )/i-i 

Demostrar  que  v(f)=|  1 f(s)ds  es  solución  de  y{n](t)~j\t)  con 

Jb  (n- 1)! 

y(0)  = y (0)  = ...  = y{nl)  (0)  = 0 donde  f es  continúa  sobre  un  intervalo  1 que  contiene 
al  cero. 

_ 2 dv  er 

Comprobar  que  v = 2 e ds  + c es  solución  de 

«li  dx  dx 
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1.7.  ORIGEN  DE  LAS  ECUACIONES  DIFERENCIALES 
ORDINARIAS,- 


Las  ecuaciones  diferenciales  aparecen  no  sólo  a partir  de  las  familias  de  curvas 
geométricas,  sino  también  del  intento  de  describir  en  términos  matemáticos,  problemas 
físicos  en  ciencias  e ingeniería. 

Se  puede  afirmar  que  las  ecuaciones  diferenciales  son  la  piedra  angular  de  disciplinas 
como  la  física  y la  ingeniería  eléctrica,  e incluso  proporcionan  un  importante  instrumento 
de  trabajo  en  áreas  tan  diversas  como  la  biología  y la  economía. 

Veremos  la  obtención  de  ecuaciones  diferenciales  que  se  origina  de  diversos  problemas 
los  cuales  pueden  ser  geométricos,  físicos  o por  primitivas. 

1,7,1.  ECUACIÓN  DIFERENCIAL  DE  UNA  FAMILIA  DE  CURVAS,- 

Si  se  tiene  la  ecuación  de  una  familia  de  curvas,  se  puede  obtener  su  ecuación  diferencial 
mediante  la  eliminación  de  las  constantes  (o  parámetros)  y esto  se  obtiene  aislando  la 
constante  en  un  miembro  de  la  ecuación  y derivando.  También  se  puede  eliminar  la 
constante  derivando  la  ecuación  dada,  tantas  veces  como  constantes  arbitrarias  tenga,  y se 
resuelve  el  sistema  formado  con  la  ecuación  original. 


Ejemplos.- 


Encontrar  la  ecuación  diferencial  cuya  solución  general  es  y = Cj  cos(*  + C2 ) . 


Solución 


y = C,  cos(.r + C2 ) =>  y'=  -Cj  sen(x  + C2) 


y"=-C i cos(x  + C2) 


donde 


y M = -Cj  cos(.t  t Ci ) 
y = r,  cos(.v  + CY) 


=>  ym+y  = 0 


Encontrar  la  ecuación  diferencial  cuya  solución  general  es  y = A sen  x + B eos  x 


Solución 


14 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


y = A sen  x + B eos  x =>  A eos x-Bsen  x 

y"=  -A  sen  x-B  eos x 


de  donde 


\ y"  = -,4senx-Z?cosx 
' =>  y”+  y = 0 

[y  = A sen  x + B eos  * 


Otra  manera  de  eliminar  las  constantes  es,  considerando  el  sistema  siguiente: 


y = —A  sen  x + B eos  x 
y ' = A eos  x-B  sen  x 
y”  - - A sen  x-B  eos  x 


- y + A sen  x + B eos  x = 0 
-y ' + A eos  x-B  sen  x = 0 
—y  ” — A sen  x — B eos  x = 0 


Este  sistema  de  ecuaciones  en  dos  incógnitas  A y B tienen  la  solución  sí  y sólo  sí: 


-y 

sen* 

cosx 

-y' 

cosx 

-senx 

-y" 

-senx 

-cosx 

Encontrar  la  ecuación  diferencial  cuya  solución  general  es  y = Cxe~x 

Solución 


+ C2e 


-3.v 


y = Cje  ,v  + C2e  =>  exy  = C¡  +C2e  2'  derivando  é*y'+e*y  = -2C2e  2x 
e3xy'+e3xy  = -2C2  =>  3e3x  y’+e3x  y”+3e3x  y + e3xy’  = 0 


3y'  + y"  + 3y+ y'=  0 =>  yl'+4y'+-3y  = 0 


Otra  manera  es: 


3,v 


y = Cxe  +C2e 
y'  = -Cie~x-3C2e 


ym  = C}e~x  +9C2e 
el  sistema  tiene  solución  sí  y solo  sí: 


-3.v 


-y  + Cte~x  + C2e~3x  =0 
-y'-Qe-x -3C2e~3x  = 0 
- v K+C]e~x  + 9C2e~ix  =0 


-y 

- y ' 

e~x 

-e~x 

e~3x 

-3e'3x 

= 0 

II 

V 

L 

, i i 

1 

-1 

1 

-3 

-ym 

e~x 

9e~3x 

-ym 

1 

9 

de  donde  y"  + 4y  + 3y  = 0 
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Encontrar  la  ecuación  diferencial  cuya  solución  general  es  (x-a)1  + y2  = r2 , 
circunferencias  de  radio  fijo  r,  con  centro  en  el  eje  x,  siendo  ika”  arbitrario. 


Solución 


(x  - a)2  + y2  = r1  =>  x~a  = yjr’  - y2  derivando  se  tiene: 

-yy' 


I -0  = - 


•jr-  - V- 


yy 


de  donde  r2  - y*  = y~  y'~ 


(l  + y2  )y2  =r2 


Encontrar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  parábolas  las  que  tienen  sus  vértices 
en  el  origen  y sus  focos  sobre  el  eje  y. 

Solución 

De  acuerdo  a los  datos  del  problema,  la  gráfica  de  estas  parábolas  es: 

La  ecuación  de  ésta  familia  de  parábolas  es: 

y2  =4  pv  ...(I) 

donde  el  vértice  es  v(0,0)  y el  foco  F(Ü,p). 

Com  el  parámetro  es  P entonces  lo  eliminamos 

1 t 2 . 

2 VA  - A*  V 


— = 4 p,  derivando  se  tiene 


= 0 


v 


simplificando 
xy'=2  v ecuación  diferencial  pedida 

Hallar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  circunferencia  en  el  primer  cuatf  inte, 
tangentes  a las  rectas  x = 0 e y = 2x 


Solución 


De  los  datos  del  problema,  el  gráfico  es: 
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Sí  c (h,k)  el  centro  r = h por  ser  tangente 
el  eje  Y. 

r2  = d2(c,p)  = d2(c,p)  = (a-h)2  +(b-k)2 
r2  =(a-h)2  +(b-k)2 
pero  p(a,b)  e L:  y = 2x  =>  b = 2a 
Luego  r2  =(a-h)2  +(2a-k)2  ...(1) 

Además  la  ecuación  de  la  circunferencia  de  radio  r,  centro  c (h,k)  es: 

(x-h)2+(y-k)2  =r2  ...(2) 

Ahora  derivamos  la  ecuación  (2)  se  tiene;  (x-h)  + {y-k)y'=  0 
Como  en  el  punto  p (a,b)  es  tangente  a la  recta  y = 2x 
=>  y'\x=a  = 2 entonces  (a  - h)  + 2 (2a  - k)  = 0 =>  5a  = h + 2k 


h + 2k  2 

a~ y b = — (h  + 2k) 

5 5 


• (3) 


/ 


Reemplazando  (3)  en  (1)  h 2 = ( * ^ - h )2  + (^(/?  + 2k)-k)2 


l2  {2k -4h  2 ,2h~k  2 rí-  A 

h = ( ) + ( — - — ) , simplificando 


5h2  + 20kh-5k2  =0  =>  h2  + 4kh -k2  = 0 =>  h = (y¡5- 2)k  ó =>  k = 


41-2 


h 

41-2’ 


(x-h)2  + (y  — -p- — )2  = h2 


...  (4) 


La  expresión  (4)  es  la  ecuación  de  la  familia  de  circunferencias,  para  hallar  la  ecuación 
diferencial,  eliminamos  el  parámetro  h de  la  ecuación  (4)  para  esto  derivamos: 


Conceptos  Básicos 
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2(jc-/j)  + 2(  v- 


0 despejando  h tenemos: 


(V5-2)(.v  + ;y') 

75-2+ v' 


reemplazando  en  (4) 


(75 -2)(.v + _>?'),  (75 -2)(.y + >■>'')  ((7s-2X*+jy^ 

\[s  - 2 + y'  y (75-2X75-2  + .y')  ' 75-2  + >•' 


Simplificando  se  tiene:  (x-(y¡5  — 2)  v)2(l  + >''2 ) = [(75  -2)(x  + >;y')]2 

1.7.2.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  DE  PROBLEMAS  FÍSICOS.- 

Las  ecuaciones  diferenciales  de  problemas  físicos  provienen  de  diferentes  fuentes,  tales 
como  la  mecánica,  eléctrica,  química,  etc. 


Ejemplos: 


Se  sabe  que  los  objetos  en  caída  libre  cercanos  a la  superficie  de  la  tierra  tiene  una 
aceleración  constante  g.  Ahora  bien,  la  aceleración  es  la  derivada  de  la  velocidad  y esta  a 
su  vez,  es  la  derivada  de  la  distancia  S.  Luego,  si  se  toma  como  dirección  positiva  la 


d2s 


dirección  vertical  hacia  arriba,  tenemos  que  la  fórmula.  — r = -g 

dt 


es  la  ecuación 


diferencial  de  la  distancia  vertical  recorrida  • >r  el  cuerpo  que  cae*  Se  usa  el  signo  menos 
puesto  que  el  peso  del  cuerpo  es  una  fuer?.  .ie  dirección  opuesta  a la  dirección  positiva. 


Una  masa  m de  peso  w se  suspende  del  extremo  de  una  varilla  de  longitud  constante  L. 
Suponiendo  que  el  movimiento  se  realiza  en  un  plano  vertical,  se  trata  de  determinar  el 
ángulo  de  desplazamiento  0,  medido  con  respecto  a la  vertical,  en  función  del  tiempo  t, 
(se  considera  0 > 0o  a la  derecha  de  op  y 0 < 0o  a la  izquierda  de  op).  Recuérdese  que 
el  arco  s de  un  círculo  de  radio  L se  relaciona  con  el  ángulo  del  centro  0 por  la  fórmula 
s = L 0. 


Por  lo  tanto,  la  aceleración  angular  es:  a = 


d2s  d2Q 
dt1  ~ dr 
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por  la  segunda  ley  de  Newton: 


F = 


£ o 

ma  = mL  — — 

dt2 


En  la  figura  vemos  que  la  componente 
tangencial  de  la  fuerza  debida  al  peso  w es  mg 
sen  0,  si  no  se  tiene  en  cuenta  la  masa  de  la 
varilla  y se  igualan  las  dos  expresiones  de  la 
fuerza  tangencial  se  obtiene: 

, d2e 

mL — — = -mg  sen  0 
dr 

+ — sen  6 = 0 
dt2  L 


Una  lancha  que  pesa  500kg.  se  desliza  por  un  plano  inclinado  a 5o.  Si  la  fuerza 
de  rozamiento  que  se  opone  al  movimiento  es  20kg.  y la  resistencia  de  aire  expresado  en 
kilogramos  equivale  a 0.05  veces  la  velocidad  en  centímetros  por  segundo,  hallar  la 
ecuación  del  movimiento. 

Solución 


En  la  figura  mostramos  a la  lancha  sobre  un 
plano  inclinado;  tomemos  los  siguientes 
datos: 

F = Componente  de  peso  en  la  dirección  del 
movimiento. 

Fr  = Fuerza  de  rozamiento 
Fa  = Resistencia  del  aire 


De  acuerdo  a la  segunda  ley  de  Newton  se  tiene: 

Suma  de  fuerzas  en  la  dirección  del  movimiento  = (masa)  x (aceleración) 

Luego  se  tiene:  F-FR-Fa=m.a  ...  (1) 


donde  F = 500  sen  5o  = 43.6,  FR  = 20 


Conceptos  Básicos 
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500 

Fa  = 0.05v,  m siendo  v = la  velocidad,  a = aceleración,  m = la  masa. 

981 

ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  (1) 


43.6- 20-0.05v  = entonces  23.6 -0.05v  = 

981  981 


(2) 


dv 

como  a = — que  al  reemplazar  en  (2) 
dt 


© 


se  tiene:  . — + 0.05v  - 23.6  que  es  la  ecuación  diferencial  del  movimiento. 

981  dt 

Considere  el  circuito  simple  conectado  en  serie  que  se  muestra  en  la  figura  y que  consta 
de  un  inductor,  un  resistor  y un  capacitor.  La  segunda  Ley  de  Kirchoff  dice  que  la  suma 
de  las  caídas  de  voltaje  a través  de  cada  uno  de  los  componentes  del  circuito  es  igual  a la 
tensión  E(t)  aplicada.  Si  llamamos  q(t)  a la  carga  del  capacitor  en  un  instante  cualquiera, 

entonces  la  corriente  i(t)  está  dada  por  i = — f ahora  bien,  se  sabe  que  las  caídas  del 

dt 


voltaje  son: 


ó 


_ . , r di  d~q 

En  un  inductor  = L — = L- 


dt 


dr 


-i  r 


a\  un  capacitor 


En  un  resistor 


- ¡R  = R¿1 
dt 


en  donde  L,  C y R son  constantes  llamadas  inductancia,  capacitancia  y resistencia 
respectivamente. 

Para  determinar  q(t)  debemos  por  lo  tanto,  resolver  la  ecuación  diferencial  de  segundo 
orden  que  se  obtiene  mediante  la  Ley  de  Kirchoff,  es  decir: 


, d’q  n dq  1 . 

i — f - = £(0 

de  dt  c 
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V Según  la  Ley  de  enfriamiento  de  Newton,  la  velocidad  a la  que  se  enfría  una  sustancia  al 
aire  libre  es  proporcional  a la  diferencia  entre  la  temperatura  de  la  sustancia  y la  del  aire. 
Obtener  la  ecuación  diferencial  respectiva. 

Solución 

Consideremos  los  siguientes  datos: 

T = Temperatura  de  la  sustancia  en  el  instante  t 
Ta  = Temperatura  del  aire 


ciT 

— = La  velocidad  a la  que  se  enfría  una  sustancia 
dt 


de  la  condición  del  problema  se  tiene:  — = -k(T  - T ) , k > 0 

di 

que  es  la  ecuación  diferencial  pedida  donde  k es  la  constante  de  proporcionalidad. 

El  signo  negativo  se  debe  a que  la  temperatura  de  la  sustancia  disminuye  al  transcurrir  el 
tiempo. 

EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 
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Encontrar  la  ecuación  diferencial  cuya  solución  general  es  la  familia  de  circunferencias: 
(x  - a)  + O7  - b)~  - r en  el  plano  xy,  siendo  a,  b y r constantes  arbitrarias. 

Rpta.  (1  + y'2  )>’"=  3>-y2 


( T ) Hallar  la  ecuación  diferencial  correspondiente  a la  cisoides,  v2  = — 


a - x 


Rpta.  2x * vr  = y( y"  + 3.r  ) 


Hallar  la  ecuación  diferencial  correspondiente  a las  rectas  con  pendientes  y la 
intercepción  con  el  eje  x iguales.  Rpta.  v'  = xy'—y' 


Hallar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  rectas  cuyas  pendientes  y sus 
intercepciones  con  el  eje  Y son  iguales.  Rpta.  ydx  - (x  + 1 ) dy  = 6 
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Hallar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  rectas  cuya  suma  algebraica  de  las 
intercepciones  con  los  ejes  coordenados  es  igual  a k.  Rpta.  (.vy'-yXy-l)  + ky'=  0 


Hallar  la  ecuación  diferencial  correspondiente  a las  estrofoides  y2 


x7(a  + x) 
a-  x 


Rpta.  (jc4  -4x2y2  - y4)dx  + 4x}ydy  = 0 

Encontrar  la  ecuación  diferencial  cuya  solución  general  es  la  familia  de  circunferencias 
(x- a)2  + (y-b)~  = r2,  de  radio  fijo  r en  el  plano  xy  siendo  a y b constantes 
arbitrarias. 


Rpta. 

d+y2)3  = r2  y"2 

Encontrar  la  ecuación  diferencial  cuya 

solución  general  es  dada. 

a) 

y = x2  +Ciex  + C2e~2x 

Rpta. 

y"+y'-2y  = 2(1  + jc  - x~  ) 

b) 

y = C\X  + C2e~x 

Rpta. 

(x  + \)y"+xy'-y  = 0 

c) 

y = x + C¡e  A + C2e  2x 

Rpta. 

y'  '+4  y'+3y  = 4 + 3.x 

d) 

y = C¡e2x  cos3x  + C2e2'  sen 3.v 

Rpta. 

v"-4y+13y  = 0 

e) 

v = Ae2x  + Bxe2x 

Rpta. 

y"-4y'+4y  = 0 

f) 

y = e'1  (C,  + C2  je~'2 dx). 

Rpta. 

y '-2xy'-2y  = 0 

g) 

1 1 
y = Ae^x  + Be 

Rpta. 

o 

- II 

1 

sO 

+ 

H 

h) 

2 

y = C{x.  \^—rdx  + C2x 

J X 

Rpta. 

y"-x2  y'+xy  = 0 

2 

i)  (ax  + b)(ay  + b)  = c,  a,  b,  c constantes  arbitrarias.  Rpta.  (x  - y) y'  *+2  v'+2  y'“  = 0 
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j)  y- Cxeax  costa*  C2eax  senbx , a,  b parámetro.  Rpta.  y"-2ay'+(a'  +b  )y  = 0 

k)  y = A (eos  x + x sen  x)  + B (sen  x - x eos  x),  A,  B constantes 

Rpta.  xy"-2y'+xy  = 0 

d“x 

l)  x = A sen  ( cot  + P),  o>  un  parámetro,  no  debe  ser  eliminado,  Rpta.  — — + (ü~x  = 0 

dr 

m)  y - Aex+y  + Be~A+v , A y B constantes  arbitrarias  Rpta.  (y  - 1 )y"+y  = ( y - 2) y’“ 


n)  y - A\¡\  + x2  4-  Bx  Rpta.  ( 1 4-  x )y"+xy'-y  = 0 

Encontrar  la  ecuación  diferencial  que  describa  la  familia  de  circunferencias  que  pasan  por 
el  origen.  Rpta.  (x2  -y  y 2 )y"+2[y'“  +!](>’- at'  ) = 0 


Encontrar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  rectas  que  pasan  por  el  origen. 

Rpta.  xy'-y  = 0 

Determinar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  circunferencias  que  pasan  por  el 

o 2 

origen  y cuyos  centros  están  en  el  eje  X.  Rpta.  2 xyy'  - y * - xm 


Halle  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  circunferencias  cuyos  centros  están  en  el  eje 
Y. 


Encontrar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  parábolas  con  vértice  en  el  origen  y 
cuyos  focos  están  en  el  eje  X.  Rpta.  2xy'=  y 


Halle  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  tangentes  a la  parábola  y 2 = 2x 

Hallar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  circunferencias  que  tienen  su  centro  sobre 
el  eje  X.  Rpta.  y'2+yy"+ 1 = 0 


Hallar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  parábolas  con  el  eje  focal  paralelo  al  eje  X. 

Rpta.  y'2  v,M=3yy,: 


© © 
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(n)  Obtenga  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  parábolas  cuyos  vértices  y focos  están  en 


el  eje  X. 


Rpta.  yy"+y'  = 0 


Obtenga  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  circunferencias  que  pasan  por  (0,-3) 
y (0,3),  y cuyos  centros  están  en  el  eje  X. 

Hallar  la  ecuación  diferencial  de  todas  las  circunferencias  que  pasan  por  los  puntos 

(2,2)  y (-2,2).  Rpta.  (x2 -y2  -2xy-8)^--(x2  -y2  -2xy  + 8)  = 0 

dx 


© 


Hallar  la  ecuación  diferencial  de  todas  las  líneas  tangentes  a la  curva  y2  - —x  . 

Hallar  la  ecuación  diferencial  de  todas  las  circunferencias  tangentes  a la  recta  y = -x 

Rpta.  (x  - y)y"[2  - (x  - y) y' f ] = 2 y9  [1  + / 2 ] : 2 

Por  un  punto  p(x,y)  de  una  curva  que  pasa  por  el  origen,  se  trazan  dos  rectas  paralelas  a 
los  ejes  coordenados,  las  que  determinan  un  rectángulo  con  dichos  ejes.  Hallar  la 
ecuación  diferencial  de  la  curva,  de  modo  que  ésta  divida  al  rectángulo  formado  en  dos 
regiones,  donde  el  área  de  la  parte  derecha  sea  el  triple  del  área  de  la  parte  izquierda. 

Rpta.  3x/=  y 1 

2 

Hallar  la  ecuación  diferencial  de  todas  las  tangentes  a la  parábolas  x = 2y  + 1 . 

Rpta.  2xy'-y'2  -2y-t  = 0 


(24)  Hallar  la  ecuación  diferencial  de  todas  las  normales  de  la  parábola  y2  = x 


Rpta.  y'  (4a*  - y 2 ) = 4 y -l-  2 y' 


Determinar  la  ecuación  diferencial  de  todas  las  curvas  planas  y = f(x)  tal  que  la  ley  que 
incide  en  ellas,  partiendo  de  una  fuente  puntual  fija,  es  reflejada  hacia  un  segundo  punto 

fijo.  Suponer  que  los  puntos  fijos  son  (a,0)  y (-a,  0),Rpta.  xyy'2  t(x2  - y 2 -a2)y=  xy 
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26)  Hallar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  curvas  que  satisfacen  la  siguiente  propiedad: 
“El  área  de  la  región  encerrada  por  la  curva,  los  ejes  coordenados  x e y,  y la  coordenada 
del  punto  p(x,y)  de  la  curva  es  igual  a (x2  -f  y2 )*'  Rpta.  2yy'+2x-y  = 0 


Hallar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  curvas  que  cumple  con  la  siguiente 
propiedad:  “Si  por  un  punto  cualquiera  de  una  curva  de  la  familia  se  trazan  las  rectas 
tangente  y normal  a ella,  el  área  del  triángulo  formado  por  dichas  rectas  con  el  eje  y es 


igual  a 


*2y o 


, donde  v0  es  la  coordenada  del  punto  en  que  la  tangente  corta  el  eje  y. 


Rpta.  /2(l+.v)-jy  + l = 0 


Hallar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  curvas  que  satisface  la  condición  siguiente: 
“Si  por  el  punto  p(x,y)  de  una  curva,  en  el  primer  cuadrante,  se  trazan  las  rectas  tangente 
y normal  a ella,  siendo  T el  punto  de  intersección  de  la  tangente  con  el  eje  OX  y N el 
punto  de  intersección  de  la  normal  con  el  eje  OY,  entonces  el  área  del  triángulo  TON  es 

igual  al  — , donde  0 es  el  origen  de  coordenadas.  Rpta.  (X2 -y2)y'  = xv 


Hallar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  curvas  que  satisfacen  la  siguiente 
condición:  “Si  por  un  punto  cualquiera  p(x,y)  de  una  curva  de  la  familia  se  trazan  las 
rectas  tangente  y normal  a la  curva,  y si  además  A es  el  punto  de  intersección  de  la  recta 
normal  con  la  recta  y = x y B es  la  intersección  de  la  recta  tangente  con  la  recta  y = x 
entonces  el  segmento  AB  tiene  longitud  >¡2  . Rpta.  (y,2-l)2  = (x - v)2 (y'2  +1)2 

Hallar  la  ecuación  diferencial  perteneciente  a las  cardioides  r = a(  1 - sen  0) 

Rpta.  ( 1 - sen  0)  dr  + r eos  0 d0  = 0 


Hallar  la  ecuación  diferencial  perteneciente  a la  estrofoides,  r = a (sec  0 + tg  0). 
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32)  Encontrar  la  ecuación  diferencial  de  las  siguientes  soluciones  generales: 


v , senh  x n cosh  x ^ 

a)  y- A + B , A,  B constantes. 

x x 


b)  tgh(—  + — ) = >/3tg(—  x + C),  C constante. 

12  4 


c)  ±(x  + c)  = yjk2  - y ' -fawr.cosh(— ) , k fijo  y c arbitrario 


d).  y - a cosh(— — -) , a,  b constantes  arbitrarios. 
a 


e)  y-C¡e  +C2e¿x  +C3xe¿'\  Cl9  C2>  C3  constantes. 

^3)  Encontrar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  circunferencias  de  radio  I, 
con  centros  en  la  bisectriz  del  primer  y tercer  cuadrante. 

Rpta.  (x-y)2(l  + y’)2=(l  + y')2 

(34)  Hallar  la  ecuación  diferencial  de  todas  las  parábolas  con  eje  paralelo  al  eje  y,  y 
tangente  a la  recta  y - x . Rpta.  y’2  = 2 yy' ' - 2 xv’ ' + 2 v*  - 1 


Hallar  la  ecuación  diferencial  de  las  curvas  tales  que  la  tangente  en  un  punto  cualquiera  M 

Tí 

forme  un  ángulo  0 con  el  eje  OX  y que  verifique  0 -([>  = — siendo  <j>  el  ángulo  que  OM 

4 

forme  con  el  eje  OX. 


En  la  práctica,  un  cuerpo  B de  masa  m que  va  cayendo  (tal  como  un  hombre  que 
desciende  en  paracaídas)  encuentra  una  resistencia  del  aire  proporcional  a su  velocidad 
instantánea  v(t).  Usar  la  segunda  ley  de  Newton  para  encontrar  la  ecuación  diferencial  de 

dv  k 

la  velocidad  del  cuerpo  en  un  instante  cualquiera.  Rpta.  — + — v = g 

dt  m 
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37)  Un  circuito  en  serie  contiene  un  resistor  y un 
inductor,  tal  como  se  muestra  en  la  figura. 
Determine  la  ecuación  diferencial  de  la 
corriente  i(t)  si  la  resistencia  es  R,  la 
inductancia  es  L y la  tensión  aplicada  es  E(t). 

Rpta.  L — + Ri-  E(t) 
dt 


38)  Un  circuito  en  serie  contiene  un  resistor  y un 
capacitor,  tal  como  se  muestra  en  la  figura, 
encuentre  la  ecuación  diferencial  para  la  carga 
q(t)  del  capacitor  si  la  resistencia  es  R,  la 
capacitancia  es  C y el  voltaje  aplicado  es  E(t). 


¿Cuál  es  la  ecuación  diferencial  de  la  velocidad  v de  un  cuerpo  de  masa  m que  cae 

verticalmente  a través  de  un  medio  que  opone  una  resistencia  proporcional  al  cuadrado  de 

_ dv  k 2 
Rpta.  — + — v = g 
dt  m 


la  velocidad  instantánea? 
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CAPÍTULO  II 


-i* 


2.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  ORDINARIAS  DE 
PRIMER  ORDEN  Y DE  PRIMER  GRADO 


A las  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  de  primer  orden  y de  primer  grado. 


representaremos  en  la  forma: 


F{x,yA  = 0 

dx 


...(1) 


En  la  ecuación  ( 1 ),  F nos  indica  la  relación  entre  la  variable  independiente  x,  la  variable 

dependiente  y,  y su  derivada  — 

dx 


De  la  ecuación  diferencial 


dy  dy 

F(x,y , — ) = 0,  despejamos  la  derivada  — ; es  decir  en  la 
dx  dx 


forma  siguiente: 


2.1.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  ORDINARIAS  DE  VARIABLE 
SEPARABLE.- 


Si  de  la  ecuación  diferencial  ordinaria  de  primer  orden  y primer  grado  que  es: 

— = g(x,y) , podemos  expresar  en  la  forma: 
dx 


M(x)  dx  + N (y)  dy  = 0 


...  (2) 


donde  M es  una  función  sólo  de  x y N es  una  función  sólo  de  y,  entonces  a la  ecuación 
(2)  se  le  denomina  "ecuación  diferencial  ordinaria  de  variable  separable"  y la 
solución  general  se  obtiene  por  integración  directa,  es  decir: 
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© 


^M(x)dx  + J N(y)dy  - C 


donde  C es  la  constante  de  integración. 

Ejemplos:  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales: 

(y1  + xy2)—  + x2  -x2y  - 0 
dx 

Solueión 

A la  ecuación  diferencial  dada  expresaremos  en  la  forma: 
v2(x  + \)dy  + jc 2 ( 1 -y)dx  = 0 , separando  la^  variables 


- — dy+*  = 0,  integrando  se  tiene:  f— — dy+  [X-^X-  = C,  de  donde  tenemos: 

1 -y  1 + x J 1 — #y  J 1 + x 


(x  + ív).(x-^-2)  + 21n 


\ + x\ 


i^i 


= k 


( 2 ¡)  XyJ\  + V2  + >*V  1 + X2  V ' = 0 


Solución 


A la  ecuación  diferencial  expresaremos  así: 


Xyj  1 + y2  ¿fr  + y Vi  + x2  dy  = 0,  separando  las  variables 
X<^X - + — X=dy  = 0,  integrando  se  tiene:  f-,  Y^V  =r  + f — 

>j\  + x 2 yj\  + y*  + 


= C, 


donde  tenemos 


\ll+x2  +yy]l  + y2  -C 


ex  sec  y ¿it  + (1  + e x ) sec  y tg  y dy  = 0 , y = 60°  si  x = 3 

Solución 
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e x sec  y dx  + (1  + ex  ) sec  y tg  y dy  = O , separando  la  variable. 


exdx 

\+ex 


+ tg  vdv  = 0,  integrando.  fe^x  + j*tg y¿y  _ q de  donde  se  tiene: 

J\  + e*  J 


l+eA 

ln( ) = ln¿  =>  1 + e*  = ¿eos  y 

eos  v 


Cuando  x = 3,  y = 60°  =>  \ +e~  = ~ =>  £ = 2(l+£3) 


1 +eA  = 2(1  + eJ)cos,y 


(7)  y ln  y dx  + x dy  = 0,  y\ x { = 1 


Solución 


y ln  y dx  + x dy  = 0,  separando  las  variables  se  tiene: 


— + —— - — = 0,  integrando  ambos  miembros. 

x yin  y 


f—  . — = c,  de  donde  tenemos: 

J x J v ln  y 


ln  x + ln(ln  y)  = C =>  ln(x.ln  y)  = C,  Levantando  el  logaritmo:  x ln  y = k 
Cuando  x = 1,  y = 1 =>  ln  1 = k =>  k = 0 

x ln  y = 0 =>  ln  y = 0 =>  y = 1 

(5)  (xy  2 - y 2 + x - 1 )dx  + (x  2 y - 2 xy  + x2  +2y-2x  + 2 )dy  = 0 

Solución 


(xy2  - y2  + .x  — 1 )dx  + (x2  y - 2xy  + jc 2 + 2y  - 2x  + 2)dy  = 0 , agrupando 
[y 2 (x  - 1)  + (x  - l)]dv  + [x 2 {y  + 1)  - 2*(y  + 1)  + 2 (y  + l)]dy  = 0 


© © 
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(y2  + l)(A-l)dA  + (A2  -2x  + 2)(y + \)dy  = 0,  separando  las  variables 


(*-l  )dx  ( v + \)dy  . 

— + — r * o,  integrando  ambos  miembros 

x”  - 2jc  + 2 v + 1 


f (a-1)í/a  f >’+  I 

I— I— — -dv  = C,  de  donde  tenemos: 

Ja'-2a+2  Jy2+1 


— ln  I a2  - 2x  + 2|  + — In  I y2  + ll  + are.  tg  v = C. 

2 ! I 2 I 


ln((A2  -2a  + 2)(y2  + 1))  + 2arctgy  = C . 


ln((x2  -2a  + 2)(.v2  + 1))  = C-arctg  j , levantando  el  logaritmo 

(x2  -2x+2)(y2  +\)  = ke  2arclg  de  donde  se  tiene:  /.  (x2  -2x + 2)(y2  +\)e2xgy  =•  k 


EJERCICIOS  PROPCESTOS.- 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


tg  x.  sen  2 v.dx  + eos 2 x.c  tg  v.dy  = 0 

Rpta.  ctg2  v = tg2  A-f  C 

xy'-y  = yi 

Rpta.  -V  = 

yj\  + V* 

Vl  + .r,^  = x2v  + x2 

Rpta.  2\¡\  + x 3 = 31n(v  + l)  + C 

dx 

elx~v dx  + ey~2xdy  - 0 

Rpta.  «?4'r  + 2¿2'  = C 

( a-  2 >•  - x 2 + v - 1 )dx  + ( x y + 2 a - 3 y - 6)dy  = 0 

Rpta. 

— + 3a  + v + ln(A-3)l0(  y - l)3  = C 

2 

1 sen  aí/a  + (2 y + 1 )e  ' dfy  * 0 

2 

Rpta.  ex  (sen  x - cosa)  - 2e  1 =C 
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3ex  tg y £¿c  + (l-er)sec‘  y dy  = O 


ev&+\)  = \ 
dx 


/=  1 + x + y2  +xy2 


y-xy'=a(\  + x:y) 


(l  + y2)dx=(y-yj\+y2  )(1  + x2)2  2 dy 


(i  - yW  y '+  -7 — = o 

x\nx 


í“r(i  + y)  = l 


Rpta.  tg  y = C(1  -e*)3 
Rpta.  ln(ev  -l)  = C-x 


Rpta.  üfc.  tg-  x — 


= C 


Rpta. 


a +cx 

1 4*  CtX 


Rpta.  ln 


>Ji+y2 

y + yjí+y2 


Vi  + jc2 


+ C 


Rpta.  C + — = ln(lnx) 

y 

Rpta.  e*  =C(l-e~y) 
Rpta.  e2x  +e2v  = C 


(I  + y + y2  )dx  + x(x2  ~4)dy  = O , 


_ 1 . /:c  -4.  2 ,2y  + \.  - 

Rpta.  -ln( t — ) + — p^arc.tgí — 7=—)  = C 

8 y¡3  y¡3 


/■10w,  a > O,  a*l 

¿y  x2 

rft  v(l  + x3) 


dy  _ x-e 
dx  y + ^ 


t£t 


ar  + 6 
or  + J ’ 


a,b,c,d  e R 


Rpta.  10x  +10_>  = C 
Rpta.  3y2  -2  ln(l  + jc3  ) = C 

Rpta.  y2  -x2  +2(e}  — e r)  = C 

_ ax  be- ad . . . 

Rpta.  ^ = — h : — ln|cx  + a|  + A' 

c cm 
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— , a,u,v,u  cr  iv 

dx  cy  + d 

y(x3dy  + y3dx)  = x3  dy 
{xyJrx)dx  = (x2y2  + x2  + y2  +1  )dy 

x e dx  - y e dy  - O , 

xdy  + yj  1 + y2  dx  = O 

¿»_(y-l)(x-2Kv  + 3) 
dx  (x  - l)(y-  2)(x* -i-  3) 


^ cy  ad -be,  . , , , 

Rpta.  jc  = — + — In  \ay  + b\  + k 

a a" 

Rpta.  3x2 y-2x2  +3y2  = kx2 y3 
Rpta.  ln(x2  + 1)  = y2  - 2y  + 4 ln  | *(>>  + 1)  | 

Rpta.  25(3x2  -\)eix  +9(5 y2  + l)e  5>‘  = C 
Rpta.  x(y  + *J\  + y2  ) = k 

Rpta.  (x-l)(.y  + 5)5  = ¿(y -!)(*  + 3) 5 


X*  V 


dx 


Rpta.  x + — ln 

4 


x — 3 
x + 3 


= y + ln 


zzl 

y + 2; 


+ * 


(27)  (x-jy2x)dx  + (v-x2>>)dy  = O 


Rpta.  (x2 -l)(y2  -1)  = k 


y2(\-x2)2  dy  = aresen  x dx 
xy'=  y]\  - y 2 

xydx  + (x2  + \)e}  dy  - O 


en  el  intervalo  -1  < x < 1 Rpta.  2 y3  -3(arcsenx)2  = C 
Rpta.  y = sen  (ln  I x I + C) 

Rpta.  ln  Vx'2  +1  + f - — di  = C 
Ja  t 


@ (x  + l)(y-  l)dx  + (x-  l)(y+  l)dy  = 0 
^2)  (ey  +l)cosxí/jr  + ey (sen  x + \)dy  = O 

® xy+y1^-** 

y ln  x . ln  y.  dx  + dy  = O 


Rpta.  (x-  l)(y-l)  = ke  2 
Rpta.  (senx-f  l)(ey  + 1)  = k 

Rpta.  x2  +y2  + 12y + 72  ln  | 6-y\=C 
Rpta.  ln  (ln  y)  + x ln  x - x = C 
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35)  (xy  + 2x  + y + 2)  dx  + (x'  + 2x)  dy  = O 
@ ev(\  + x2)dy-2x(\+ev)dx  = 0 


© í- 


II. 


dy  _ 1 + eos  a 
dx  sen“ y 


38)  — = 


dy  _ x2-Ay-A+y 

dx  xy-y2 


m xdx  - Vl-x4</y  = y¡i+7dy 


40)  ( \ + y2)dx  = (y-yJl  + y2)(l  + x2)i/2dy 


x+2v 


yy  - sen  x.e 
42)  (4a  + av"  )dx  + (y  + x~ y)dv  = 0 

(43)  (x  + Xyfy)dy  + yy¡ydx  = Q 

®</v  X*  V — V , 

í~£l 


dy  3a2 -6a 2 y2 


dX  y _ y 


; y(3)  = 1 


Rpta.  \¡x2  + 2x(v  + 2)  = ¿ 

Rpta.  1+í-1'  = C(1+a2) 

Rpta.  2^-sen2  >>-x-senx  = C 
Rpta.  y2  =(a-1)  ’ + /: 


Rpta.  y 


Rpta. 


1 1 1-A2 

. y = — .1 - + < 


2Vl+; 


r -ln 

Cyl 

ÍT7 

l+\ 

/i+r 

Rpta.  2 y = 2eJ  “ v (cosa  - sen  a)  + k 


Rpta.  (1  + a2  )(4  + y2  ) = k 


Rpta.  — j=  + ln  xy  = c 

yjy 


Rpta.  x* -3A-3>'-3In  |>>|=  21 


Rpta.  (a3  - 1)4  = k(2y2  - 1) 


Encontrar  la  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial,  mediante  las  condiciones 
dadas 


(T)  sen  2x  . dx  + eos  3y  dy  = 0,  v(— ) = 
- 


Rpta.  2 sen  3y  - 3 eos  2x  = 3 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

® 

® 


y'-2y.ctgx  = O , v(-)  = 2 


dv  x x 


dx  y 1 + y 


, y(O) = i 


x(y 6 + 1 )dx  + y2(xA  + 1 )dy  = O , y(O)  = 1 


ll-cos2x  , - .n.  „ 

.1- + * =0,  y(-)  = o 

^ l + sen>’  4 


y2/-*2  =0,  y (-2)  = -2, 


jc  í/v  + xydx  = x2dy  + 2 ydx  , y (2)  = e 


y(0)  = I 

dx 


y'senx  = y\n  y , 7(-)  = e 


(l  + ex)7.y=e\y(0)  = 1 


(jo  2 + x)dx  + (x2 y - y)dy  = 0 , y (0)  = 1 

(4x  + xy2)dx  + (y  + x2y)dy  = 0 9 y (i)  = 2 

x dx  + ye~xdy  = 0 , y (0)  = 1 
2 

ye}  y=  x - 1,  y(2)  = 0 
y + 6 v.  tg  2x  = 0 , y (0)  = -2, 


Rpta.  7 = 2 sen  2 x 
Rpta.  3y2  + 2y3  = 3x2  +5 

Rpta.  3arc.tgx2  + 2arc.tgy*  = — 

Rpta.  4Í  sen  x + sen  y - eos  y = 0 

Rpta.  y = x 

2 

Rpta.  xy  = 2(x ~\)ex 
Rpta.  y = (3-2y¡l  + x2y112 

X 

_ Igr 

Rpta.  7 = e 1 

2/2  i- 

Rpta.  2ey  =4e( \ + ex) 

Rpta.  1+7 

I-JT 

Rpta.  (1  + x2  )(4  + y2 ) = 16 

I 

Rpta.  7 = [2(1  -x)ex  -l]2 

I'  n*  i j 

Rpta.  e = x2  - 2x  + 1 

Rpta.  7 = -2 eos3  2x 
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y x ln  X - y = 0 , y (2)  = ln  4 

Rpta.  y = 2 ln  x 

© 

(1  +ex)yy'=e\  y(0)=  0 

\+ex 

Rpta.  (1  + y)e  y = ln(-^— ) + 1 - 

© 

2 1 7 

2 vdx  + x dy=  dx , y(  , ) = 

ln'  x 2 

2 

Rpta.  2>>  + l = 2e* 

© 

dr  sen0  + e2r  sen0  _ 

— = í r(— ) = 0 

Rpta.  2 arctg(V ) + arctg(cos  0)  = 

dd  3er+ercosQ  2 

© 

4dy  + y dx  = x2dy , y (4)  = -1, 

Rpta.  (2  + x)y4  - 3x  + 6 = 0 

dy  = x (2y  dx  - x dy),  y ( 1 ) = 4 

Rpta.  y = 2x2  +2 

© 

Hallar  y si: 

a)  £ydx  = K(yi-bi) 

Rpta.  3Ky2  -2x  = 3Kb2  -2a 

(x-a) 

b)  ^ydx  = K(y-b) 

Rpta.  y = e K 

c)  £ ydx  = K(y2-b 2) 

Rpta.  y = (2Ky\x-a±2Kb) 

d)  £y2dx=K(y-b) 

Rpta.  y(x-a-—)  + K = 0 
b 

e)  £y2dx=K(y2  -b2) 

Rpta.  *-a  = 2/:in(-) 
b 

0 ^x2dy  = x\y-b) 

Rpta.  (2y-3b)x2  =-a2b 

g)  £j ¿>y2dx  = x1(y2-b2) 

Rpta.  (6y2 -7b2)xe  +a6b2  =0 
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2.2.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  ORDINARIAS  REDUCIBLES  A 
VARIABLE  SEPARABLE.- 


Las  ecuaciones  diferenciales  de  la  forma  siguiente: 


!j-  = f(ax+by  + c) 
dx 


...d) 


donde  a,  b y c son  constantes,  no  son  de  variable  separable. 

Para  resolver  estas  ecuaciones  diferenciales,  se  transforma  en  una  ecuación  diferencial  de 

variable  separable,  mediante  la  sustitución;  z = ax  + by  + c,  de  donde  — = -(—-a) , 

dx  b dx 

que  al  reemplazar  en  la  ecuación  (1 ),  se  obtiene  una  nueva  ecuación  diferencial,  que  es  de 
variable  separable. 


© 


es  decir:  — (—  - a ) = /(z),  de  donde  — = a + bf(z)n  separando  la  variable 
b dx  dx 


di 


= dx  que  es  una  ecuación  de  variable  separable. 


a + bf(z) 

Ejemplos:  Resolver  las  ecuaciones  diferenciales  siguientes: 


(x  + y)2y'=a2 


Solución 


d\  di 

Sea  z = x + y — = 1,  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  se  tiene: 

dx  dx 

7 dy  2 z2dz 

z (— — 1)  = a , separando  la  variable  r = dx,  integrando  ambos  miembros. 

dx  z*  +a 


dx  + (2  =>  z - aarc.  tg(— ) = jc  + C , de  donde 
a 


JC+  V V 

x + y - a. arctg( — ) = jc  + C,  simplificando  se  tiene:  x + y - a tg(—  + k ) 

a a 
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y'  = eos  (ax  + by  + c) , a , b constantes  positivas  y diferentes. 

Solución 

Sea  z = ax  + by  + c ^ £ = a + by\  de  donde  y'  = W-j-a) , reemplazando  en  la 

dx  b dx 

1 dz  2 dz  2 

ecuación  — ( a)  = cos  z =>  — = a + ¿?cos  z 

b dx  dx 


separando  las  variables  se  tiene: 

f — — — = \dx  + k =>  f ^ 

¿a  + b eos' z J Jasen' 


a +¿>cos‘  z 
dz 


- — = dx , integrando  se  tiene: 


2 + (a  + 6)cos‘  z 


- = * + /: 


2 a -f  b 

z + 


1 f sec 1 zdz  . 1 * I a * , L f 

— = jc  + ¿ =>  . arctg . j tg(ax  + oy  + c)  = x + k 

a J , 


i i • 


(X + >')'’  +(x  + ^)p 


Solución 


¿y  ▼ - 1 . 

Sea  z=x  + y=>  y1  = 1 , reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  se  tiene: 

dx 


dz  zm  dz  zm 

1 -h  1 = =>  — = 

dx  zn+zp  dx  zn+zp 


, separando  las  variables 


~dz-dxy  integrando  se  tiene: 


Jz”  +m--dz=  jdx  + C => 


n-m+\  p-m+\ 

Z Z 


n ~m  + 1 p — m + 1 

• , (x+yV 


= x + C 


n — m + 1 


p — m + 1 


= x + C,  n - m ^ - 1 , p-m*- 1 
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(7)  xy2(xy'  + y)  = a2 

Solución 


dz 

x z 

Sea  z = xy  =>  y-“  =>  y'  = — — reemplazando  en  la  ecuación  diferencia  dada. 

y x¿ 


dz 

7i  z 

— [x + — ]-a2 , simplificando  z2dz  = a2xdx 


X x2  X 


z3  x2 

integrando  se  tiene:  ^ = a2  — + C =>  2x3 y3  = 3a2 x2  + K 


(i)  (ln  x + y3  )dx-3xy 2 dy  = 0 

Solución 


Sea  z = \nx  + y3  =>  — = — + 3y2.y',  de  donde  3xy2y'  = x—~  1 , reemplazando  en  la 
dx  x ' dx 

dz  dz 

ecuación  diferencial  se  tiene:  z-(x 1)  = 0 =>  (z  + l)-x — = 0 separando  las 

dx  dx 

variables.  — = 0,  integrando  se  tiene:  ln  x - ln(z  + 1 ) = ln  C =>  x = C(z  + 1 ) 

.t  z + 1 


z + 1 = kx  =>  lnx+>*3  +1  = kx  donde  k = — 

c 


y 3 = /cv  — ln  jc  — 1 


(6)  (6x  + 4y  + 3)  dx  + (3x  + 2y  + 2)dy  = 0 

Solución 


La  ecuación  diferencial  expresaremos  en  la  forma:  (2(3x  + 2y)+3)dx  + (3x+2y  + 2)dy  - 0 
Sea  z = 3x  + 2y  =>  dz  = 3 dx  + 2 dy  =>  dy  ~—(dz  - 3 dx) 


reemplazando  en  la  ecuación  diferencial 


(2x+  3 )dx  + (z  + 2)( 


dz-3dx 

2 


) = 0 
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simplificando  y separando  la  variable  se  tiene 


dx  + " + - dz  ~ 0 
z 


integrando  ambos  miembros  z + 2 1nz  + x = Cde  donde: 


4x  + 2y  + 2 ln  (3x  + 2y)  = C 

© eos  (x  + y)dx  = x sen  (x  + y)  dx  + x sen  (x  + y)dy 

Solución 

Sea  z = x + y :=>  dx  = dz  - dy,  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  se  tiene: 
eos  z dx  = x sen  z dx  +-  x sen  z (dz  - dx),  simplificando  y separando  la  variable. 

— = tg  zdz  integrando  se  tiene:  x eos  (x  + y)  = C 

x 

EJERCICIOS  PROPl  ESTOS.- 

Resolver  las  siguientes  'ecuaciones  diferenciales: 


© 

di 

— = eos. (a  -+-  y) 
dx 

Rpta.  y = 2 arc.tg  (x  + C)  - x 

© 

iv,  = sen2(jr—#v  + lj 

Rpta.  tg'(x  - y + 1 ) = x + C 

© 

dy  x + v 

Rpta.  y + ln  | x + y + 1 I = x + C 

dx  x + v + 2 

© 

/ ln  | x - y |=  1 + ln  | x - y | 

Rpta.  (x  -y)ln  |x-y|  = C-y 

© 

y' ~(x  + y)2 

Rpta.  x + y = tg  (x  + C) 

(x  + y 1 )dx  + (2x  + 2y  - 3)  dy  = 0 

Rpta.  x + 2y  + ln|x  + y-  2|  = C 

© 

(]  +x2y2).V  + (*.V-l)2*>’'=0  sug  : Xy  = z 

i 

TV 

Rpta.  y2  - ke  ” 
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(5)  (x6  - 2x5  + 2x4  - y J + 4 x2 y)dx  + (xy2  - 4x})dy  = O , 


sug  : y = xz 

Rpta.  - — x2  + 2x  + -^-rr  - — = C 
3 3x3  x 

(5) 

^ v-x+5 

Rpta.  (y-x)2  +10v-2x  = C 

Jí 

(í(>)  ye'  ' dx  + (y2  -2xe'  ' )dv  = 0 

Rpta.  ln  v + el  = C 

(Tj)  y=sen(x-_v) 

Rpta.  x + C = ctg(  + ) 

(Í2)  y=(Bx  + 2_y  + l): 

Rpta.  8x  + 2y  + 1 = 2 tg  (4x  + C) 

@ (*V  + y + x-2)dx  + (xiy2  +x)dy  = 0 

Rpta.  3x2  -I2x  + 2x3y3  +6xy  = C 

(l4)  (1  - xy eos xy)dx - x cosxj  dy  = 0 

Rpta.  ln  x - sen  xy  = C 

15)  [x2  sen(~)  — 2>,cos(^y)]í/x  + xcos(-V)í/v  = O Rpta.  xsen(-^-)  = C 

^ X’  X * t*  x* 


(ib)  evy'=K(  x + ey)-\  sug:  Z = x + ev 

Rpta.  y = Xx^Ce^  -x) 

(n)  X2yy'  = ^tg(x2y2)-xy2  sug:  z = x2y2 

Rpta.  sen(x  2 y2)  = kel 

^8)  y'  = ox 4* by  + c y a,  b,  c e R 

Rpta.  6(ax  + by  + c)  + a = cebx 

(l9)  (x2y2  + \)dx  + 2x2dy  = 0 

Rpta.  — 1 — + — lnx  = C 

1 — xy  2 

(20)  (xy  - 2 xy  ln 2 y + y ln  y)dx  + ( 2jc 2 ln  y + x)dy  = 

= 0 

sug:  z = x Ln  y 


Rpta.  2x2  +(2jcln  _y  + l)2  =C 
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Rpta.  x + 2y  + 3 ln  (2x  + 3y  - 7)  = C 
Rpta.  5x  + lOy  + C = 31n  |10x  - 5y  + 6| 
Rpta.  3x  - y = C + ln  (2x  + y - 1 ) 


(2x  H-  3y  — 1 )dx  + (4x  + 6y  - 5)dy  = 0 
(2x  - y)dx  + (4x  - 2y  + 3)  dy  = 0 


(6x  + 3y  - 5)dx  - (2x  + y)  dy  = 0 


(x3y4  + y5x5  + x5y2  + x3y5  + y +y*)dx-(xAy*  + x(>y  + xy6)dy  = 0 


Rpta. 


ym 

2x2 


x 

y 


c 


Mediante  una  sustitución  adecuada  reducir  la  ecuación  diferencial. 


p(xm y"  )ydx  + Q{xm yn  )xdy  = 0 , a una  ecuación  diferencial  de  variable  separable. 


© 

(2  + 4x 2y[y)y  dx  + x*yfy  dy  = 0 

Rpta. 

*V  = c 

© 

y(xy  + 1 )dx  + x(  1 + xy  + x 2 y 2 )dy  - 0 

Rpta. 

2v*1  =lnjcy 

2x2y¿ 

@ 

{y  - xv  2 )dx  - (x  + x 2 y )dy  = 0 

Rpta. 

ln(—  )-xy  - C 
y 

@ 

(y-xy2  + x2y3  )dx  + (x3y2  - x2y)dy  = 0 

Rpta. 

21nx  + x2y2  - 2xy  * K 

© 

dy  1 + xy  ' 

— = — sug:  x + y = u,  xy  = v 

dx  1 + ,r3y 

Rpta. 

x2y2  -1  = K(x  + y)2 

@ 

dy  _ e' 
dx  2 y — xey 

Rpta. 

y2  = Xey  + C 

® 

dy  „ . . 

— = tg  (JT  + J) 

dx 

Rpta. 

x-  y-  Ln  sen  (x+y)+  cos(x+y)  C 

© 

1 

2 

dx  ln(2.v+^+3)  + l 

Rpta. 

(2x  + y + 3)  Ln  |2x+y  + 3 | = x + C 
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35) 

36^ 


& 

Í3) 

44) 


dy  7 2 

— = x“+y-l,  sug:  z = x~+2x  + y 

dx 


(x2 -yA)^-  = xy,  sug:  x = uy 
dx 


Rpta.  2x  + x2  +y  + 1 = Ke* 


Rpta.  2y5  =-3x2  +Ky2 


(3x  - 2y  + 1 )dx  + (3x  - 2y  + 3)  dy  = O Rpta.  5(x+y  + C)  = 2 Ln  |1 5x  - lOy  + 

Rpta.  4y  - 2x  + sen  (2x  + 4y)  = C 

Rpta.  6yj2x  + 3 y - 4 \n(3y]2x  + 3 y + 2)  - 9 x-C 


y'  = ^ig2(x  + ly) 


y'  = y¡2x  + íy 


y'  = y[y  + sen  x - cosx , sug:  z = yjy  + sen*  Rpta.  yjy  + senx  = — + C 


yjx  + y + ly'  = y]x  + y-) 

Rpta.  u2  + 2 u-u'iu2  - 1 + ln  | m + Vm2  - 1 | = 4 x + C ; u = x + y 


(x  + y-  2 h — )dx  + (2 - jc  — y)¿(y  = 0 

.r 


Rpta.  2 ln  * - 4x  + 4 y - (x  + y)2  - k 


(2x-2y  + xex)dx-(2x-2y  — l)dy  = 0 Rpta.  (x -\)ex +(x- y2)  + y = C 

[sen  x - tg  (x  -2y)]  dx  + 2 tg  (x  - 2y)  dy  = 0 Rpta.  - eos  x + Ln  eos  (x  - 2y)  = C 


(1  - jc y + x2y2  )dx  + (x3 y — x2  )dy  = 0 


Rpta.  2\nx  + x2y2  ~2xy  = C 


(y5  are.  sen  J v*  are.  tg  yfx)dx  + dy  = 0 

M i+x 


Rpta.  Jx  are. tg yfx  -ln  Vi  + x + ln(- ) + 


v - 1 6y*  +3v+2 


6/ 


2y/  = y2  + x2  -2* 


Rpta.  v 2 = ceA  -x2 
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vf+sen  (x  + j)  = 0 
V = (x  + jy)  ln(jc  + >>)  — 1 

2 (x2y  + J\  + / y2  )dx  + x3dy  = O 

v2 are.  tg  v + y3 are.  sec  ’ Jx 2 +1  + — = O 

dx 

xy(xdy  + y dx)  = 6y3dy , cuando  x = 2,  y = 1 

x2  (x  dx  + y dy)  = (x2  + y2)dx  , cuando  x = 1 
sug.  z = x2  + y2 


Rpta.  tg  (x  + y)  = x + C 
Rpta.  ln  | x + y | = cex 

Rpta.  x2(x2y  + y][  + x4y2)  = C 

sug.  z = xy  Rpta.  y2(x2-3y2)  = \ 
y = 2 

Rpta.  (x2  +>»2)(10-9x)  = 5x 


® 

© 

© 


dx  + dy  = (jc+v)(1  + — )2(jc  dy-ydx) 
x 

^ y 
sug.  z = x + y,  6)  = — 

X 

(x2  + V2  )(.r  dy  + y dx)  - jcj>(.v  dy  -r  ydx)-Q 
-y 

sug.  z = x~y~ , (o  = xy 
y 2 (jc2  + 2 )dx  + (jt3  + y 3 )( i-  dx  - x dy)  = 0 

(6x  3y  + 2)dx  - (2x  - y - 1 ) dy  = 0 

-y-  = (x  + y ~ 3)2  — 2(x  + y - 3) 
dx 

* 

± = -2  + e2*->+' 
dx 

x dy  = y (xy  + eos  ti)  dx 


Rpta.  (2  v + cjc)(jc  + y)  + x = 0 

Rpta.  x2y2  =C(jc2  + y2) 

1 x y ~ 

Rpta.  — + — r-  - ln  x — C 

x2  v Ix1 

Rpta.  3x  - y + C = 5 Ln  | 2x  - y + 4 I 

Rpta.  — = x + C 

x + y-  4 

Rpta.  Jt  + e-2*  >+1  =C 

60 
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61)  (1  -x2y)dx  + x2(y-x)dy  = O sug.  z = x - y Rpta.  y 2 - 2xy  4- 2x2  + — = k 

" jr 


/=(8x  + 2v)  + 2(8x  + 2>)  + l 


Rpta.  are  tg  (4x  + y)  = 4x  + k 


2.3.  OTRAS  ECUACIONES  DIFERENCIALES  ORDINARIAS.- 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales 
cos/=0 


Solución 


© 


© 


Como  cos/=0  =>  y'  = árceos 0 = —(2 n fl) 


dv  Jt  x, 

— -~~(2n  + 1)  =>  dy  = — (2n  + \)dx  , integrando 
dx  2 2 


jíA*  = J^(2n  + l)<Zr  + K , de  donde  se  tiene:  y =^(2/i + l)x  + /f  , neZ 

é>v'  = 1 

Solución 

i dy  _ 

<?v  =1,  tomando  logaritmo  se  tiene  y'  = 0 , — = 0 =>  y = C,  C constante 

dx 


(5)  ln  y'=x 


Solución 

ln  j/ = x =>  y'=ex  dy  = exdx 

integrando  \dy  = \e  Xdx  + C de  donde  se  tiene:  y = ex  + C 


x^'cosy + 1 = 0 , y->^^‘,  x -»  +oo 


Solyqgn 


© © © © 
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2 1 dx 

x y ' eos  y + 1 = 0 =>  eos  y. y '+  — = 0 de  donde  eos  y.dy  + — = 0 , integrando 


jeos  v dy+  J-y  = c de  donde  se  tiene:  sen  y - — = C , como  y — > cuando  x — > +<x> 


_ 1671  , 1 ,1671. 

C = sen , por  lo  tanto:  sen  y — = sen( ) 

3 x 3 


© tg  y'=x 


Solución 

Como  tg/=x  =>  y=arctg.r  + «7t,  nez 


* '■  --jí»  ••  ■ • ' »i 

dy  = (arc.tg  x + n ti)  dx,  integrando  = j(arc. lgx  + nn)dx  + C de  donde  se  tiene: 


y = x arc.tg  x-  — ln(l  + x2 ) + mtut  + C 


EJERCICIOS  PROPUESTOS 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 

e1  = x Rpta.  y = x (In  x - 1)  + C 


tg/  = 0 


Rpta.  y = 7i  n x + C 


e}  = e4yy'  + 1 , y es  acotada  para  x —>  + oc  Rpta.  y = 0 


sen  y — x 


Rpta.  y - x are. sen  x-  yj\  - x1  + mix  , x,  n e Z 


® 

© 

© 


1 6 ti  2 1 

jt2y’+ eos  2_y  = 1 , y — > — - , cuando *X  -»  +°o  Rpta.  y = flrc.tg(— + -^=-)  + 3tc 


(x  + 1 )y'  = y - 1 , y es  acotada,  para  x ->  + ao  Rpta.  y = l 


y'  = 2x( ti  + y) , y es  acotada,  para  x ->  oc 


Rpta.  y = -ti 
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© 

jc3  v’-sen  y = 1 , y — > 5 ti,  x — > oc 

1 9 

Rpta.  y = 2arc.Xg(\-^-T)  + — x 

© 

y = ln(— ) 

dx 

Rpta.  y = - ln(C  - x) 

@ 

(1  + x2)v'-^-cos2  2y  = 0,  y— x — > -oc 

Rpta. 

1 « 7 

v = — are.  tg(—  4-  are.  tg  x)  + — ti 
' 2 2 2 

2.4. 

ECUACIONES  DIFERENCIALES  ORDINARIAS  HOMOGÉNEAS.- 

a.  Función  Homogénea:  Diremos  que  la  función  f (x, y)  es  homogénea  de  grado 

k x e y,  sí  y sólo  sí,  cumple  con  la  condición  siguiente: 


f(kx,\y)  = kk  f{x,  y) 

Ejemplo:  Determinar  cuales  de  las  siguientes  funciones  son  homogéneas. 
/ (*,  y)  = x 2 y- 4 v3  es  homogénea  de  grado  3 en  x e y 
i x 

f (x,  v)  = y“  tg  — es  homogénea  de  grado  2 en  x e y. 

y 

f (.v,  y)  = y¡x*  - y3  es  homogénea  de  grado  1 en  x e y 

i ) 

A*  — V“ 

f (.v,  v ) = es  homogénea  de  grado  cero  en  x e y 

xy 

f(x,  y)  = x2  + sen  x. eos  y , no  es  homogénea. 
f (*,  y)  = ex , no  es  homogénea. 

b.  Ejercicios  Propuestos: 

Determinar  si  las  siguientes  funciones  son  homogéneas  o no. 


© 

© 

© 

© 

© 
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© 

J 

/(*,>•)  = <ry 

© 

> 

f(x,y)  = (x2  +y2)2 

© 

f(x,y)  = x - 5y  + 6 

© 

f (a,  y)  = a sen  --y  sen — 

A y 

© 

i i 

VA*  + AV* 

f(*-y)  -.2.3 

3a  - 4 y 

© 

f(x,y)  = x 3 -xy  + yi 

© 

f(x,y)  = x Ln  x - y Ln  y 

© 

f(x,y)  = xLnx-xLny 

© 

2.v 

f{x,y)-(x2+y2)ev  +4xy 

f(x%y)  = .varctg(— ) + varctg(— ) 
x y 

c. 

Definición: 

Diremos  que  una  ecuación  diferencial  ordinaria  de  primer  orden  y de  primer 
grado  de  la  forma: 

M(x,y)  dx  + N(x,y)  dy  = 0 

es  homogénea  si  M y N son  funciones  homogéneas  del  mismo  grado  en  x e y. 
Ejemplo:  Las  siguientes  ecuaciones  diferenciales  ordinaria  son  homogéneas. 

(7)  (a*3 - y*)dx  + y2  xdy  = 0 (7)  =y  + 2xe  ' 

(?)  (a3  + y2ijx“  + v*  )dx~  xy-Jx~  +v2í/v  = 0 

(4J  ( a“  - .v  -yarcseh(  ))¿y  = acos('  )dy 

d.  Solución  de  una  Ecuación  Diferencial  Homogéneas. 

Consideremos  una  ecuación  diferencial  ordinaria  homogénea. 

M(x,y)  dx  + N(x,y)dy  = 0 


...(!• 
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entonces:  M(X  x,  Xy)  = XK  M(x,y)  y N(Xx,  Xy)  = X*  N(x,y)  ...  (2) 


1 

esto  es  porque  la  ecuación  diferencial  (1)  es  homogénea,  haciendo;  X = — en  la 

x 


ecuación  (2)  se  tiene: 


M(\,—  ) = -^-A/(*,.v) 
x X 


M(x,y)  = xkM(\,~) 
X 


M(x,y)  = xK  A/(l,— ) = xKM(\yu)  = xKy/(u) , donde  u = — 

X X 

k y 

es  decir:  M(x,y)  = x (p(w),  n = — —(3) 

x 

N(U-)  = ArN(x,y)  =>  N (x,y)  = xK  N(\,—) 

X x K X 


N(x,y ) = xKN(\,(£y)  - x*N(l,u)  = xK N(\,u ) = *V(«) , u = - 

.t  X 

k y 

es  decir:  íV(jc,  y)  = x \| f(u) , u = — ...  (4) 

A* 

como  y = ux  ==>  dy  = udx  + xdu  ...  (5) 

reemplazando  (3),  (4),  (5)  en  ( 1 ) se  tiene: 

xk  (p(u)dx  + xK  vj/(i/)(m  dx  + xdu)  = 0 , simplificando 

(p(u)dx  + \|/(u)  (udx  + xdu)  = 0,  agrupando  y separando  la  variable  se  tiene: 


dx  t y(it) 
x (p{u)  + uy/(u) 


du  = 0,  que  es  una  ecuación  diferencial  de  variable  separable. 


Análogamente  se  hace  para  Á.  - — , u - — 

y y 
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e)  Ejercicios  Desarrollados 

Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 

O (*"  + 3 xy  4-  y2  )dx  - x2dy  — 0 

Solución 

Sea  y = ux  dy  = udx  + xdu,  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial. 

(a"  +3jc2m  + x2u2)dx  -x2(tidx  + xdu)  = 0 , simplificando 

x 2 (u 2 + 2u  4 1 )dx  - a 3 du  = 0 , para  x * 0 se  tiene: 

dx  du 

(u  1 + 2¿/  4 l)r¿v  - a du  = 0 de  donde  separando  la  variable  — — T = 0,  integrando 

a (u  4 1) ^ 


se  tiene: 


Va  j"  du 
X J (l¿  4 1) 


A 

de  donde  Lnx  4 = C 

y + a 


®dy  \ 2 2 

~x 


Solución 

A la  ecuación  diferencial  dada  expresaremos  así: 

(y  4 yjy2  - a2  )dx  - xdy  - 0 

...(i) 

Sea  y = ux  =>  dy  = udx  4 xdu 

...  (2) 

reemplazando  (2)  en  ( 1 ) se  tiene: 


V2  i •» 

u x - a*  )dx  - x(udx  4 xdu)  = 0,  agrupando  se  tiene: 


r~2  2 dx  du 

x\u  — \dx  — x du  = 0,  para  x * 0 y ademas  u * ±1,  se  tiene:  ; - ~ 0. 

x Vh2-  i 

integrando  í— - í . - k,  efectuando  y simplificando:  2Cy  = C‘.Y2+l 

J i J - 1 
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(x  - y Lny  + yLnx)dx  + x(Lny  - Lnx)dy  = 0 

Solución 

A la  ecuación  diferencial  podemos  escribir  en  la  forma: 

(.y  - y ln(— ))fi6r  + .rln(— )dfv  = 0 ...  (1) 

.Y  -Y 

Sea  y = ux  =>  dy  = udx  + xdu  ...  (2) 

reemplazando  (2)  en  ( 1 ) se  tiene: 

(x  - ux  Lnu)dx  + x Ln(u)  (udx  + xdu)  = 0,  agrupando  y simplificando 

dx  + x Ln(u)du  = 0,  separando  la  variable:  — + \mtdu  = 0 , 

x 


+ | Ln(u)du  = C, 

efectuando  y simplificando  (x  - y)  Lnx  + y Lny  = Cx  + y 

®V  V 

(x  - v arctg(— ))dx  + .y  arctg {—)dy  = 0 

X X 

Solución 

Sea  y = u x =>  dy  = udx  + xdu,  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  se  tiene: 
(x  - ux  arctgu)dx  + x arctgu  (udx  + xdu)  = 0, 

dx 

simplificando  y separando  las  variables  se  tiene:  — + arctg  u du  = 0 , integrando 


integrando  J— 


Ít  * h 


igtdu=\nC  =>  ln  .y  4-  itarc. tg  u — ln(l+/r)  = lnC 


Como 


- l x sx~  + v“ 

entonces  2 y.  arctg(— ) = x ln( j — )C  “ 

x x 
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© 


xe ' dx  + ve v c/y  = O 


Solución 


Sea  y = ux  =>  dy  = udx  + xdu,  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  dada  se  tiene: 

i ]_ 

xe 11  dx  + uxeu  (1/  dx  + x dit ) - 0 , agrupando  y simplificando  (eu  + n2eu  )dx  + xue" du  - 0 , 

separando  la  variable. 


dx  ue ‘du  . 

— 4.  = 0 integrando. 

Y 7 ’ « 

e u +u~e 

entonces  ln.v 


■-i- -ñ 


dt  v 

como  11  — — 
x 


v 

Ív  te  dt 

“T7 


e‘  +/V 


v y v 

(vcos(— ) + .vsen(—  ))dx  = cos(—)dv 

X X X 

Solución 

Sea  y = ux  dy  = udx  + xdu,  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  dada  se  tiene: 
(ux  eos  u ■+■  x sen  u)dx  = x eos  u (u  dx  x du). 

Agrupando  y simplificando,  se  tiene:  sen  u dx  = x eos  u du,  separando  la  variable 

dx 


-ctgudu  integrando. 


Í7-Í 


c tg udu  + In  k =>  In  .y  = ln  sen  11  + In  k 


. V . Y 

x = k sen  u,  como  a =~  x = k sen  — 


f.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 


I.  Resolver  las  siguientes  Ecuaciones  Diferenciales. 

(T)  (4.v J -+-  xy  - 3 v ' )dx  + ( ~5 jy  + 2.yv  + y “ )dy  = 0 


2 

ln  y + — ln 

y~\ 

+ — ln 

L-2 

5 

ln 

— +2 

3 

X 

4 

X 

12 

.Y 

= c 
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© 

dy  _y  { <Ky/x) 

dx  x 4>'(ylx) 

Rpta. 

x = k<p(-) 

X 

© 

xy'  = 2(y-yfxy) 

Rpta. 

\6xy  = (y  + 4x-cx2  )' 

© 

y 

(a  eos  ec(— ) - y)dx  + .y  dv  = 0 

A 

Rpta. 

v 

\nkx  = cos(— ) 

A 

© 

• 

xy'  = y+  2xe  1 

Rpta. 

\n(x2k)  = el 

© 

w 

Si 

0 

0 

1 

ti 

Rpta. 

2 y - x sen(— -)  + 4x\nx 

X 

© 

2(2x2  + _y2)<fr-Ay¿y  = 0 

Rpta. 

x4  =c2(4x2  + V2) 

© 

*V=4x2  +lxy  + 2y2 

Rpta. 

a-  ( y + 2x)  = c(y  + a) 

© 

y dx  = (x  + -)jy~  - x2  )dy 

Rpta. 

x 

arcsen(  ) = \n(ky) 

y 

@ 

dy  _ v(2a-V) 

dx  x(2xi-2  y3) 

Rpta. 

2jt3 

y3  = exe  3v 

© 

x dy- y dx  = yjx2  + y2  dx 

Rpta. 

V + yjx^  ^ y2  — ex 

© 

y(x  2 + xy  - 2 y 2 )dx  + a(3_v 2 - xy  - x 2 )dy  = 0 

Rpta. 

2y~  ln(— ) + 2 xy  + a"  = 
A* 

© 

xy2dy  + (a3  - y2  )dx  = 0 

Rpta. 

y3  = -3a3  ln  a + cx3 

(6*  2 - 7 y2  )dx  - 1 4 xy  dy  = 0 

Rpta. 

2a3  - 7 xy  2 = c 

© 

, 2 x} 

y = , 2 2 

3.v  ->> 

Rpta. 

c( v2  -x2)  = y3 
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Xy'  = ^~7 

Rpta. 

/ 2 2 * 
y + \¡y  - v - ex  f 

ax  ~ + 2bxy  + cy2  + y'  (bx  2 + 2 cxy  + / y2) 

) = 0 Rpta. 

/ >*3  +3  cxy2  + 3bx2  y + ax 

y dx  + ( 2 yfxy  - x)dy  = 0 

Rpta. 

[* 

¡—  + Lnv  = c 

\y 

( Xyjx 2 + y2  -y2)dx  + xydy  = 0 

Rpta. 

xln  |x|  + yjx2  + y2  = ex 

i » 

(x  + (x-  y)é>A'  )dx  + xexdy  = 0 

Rpta. 

) 

x(l  + ex ) = k 

V V 

(a  + ysen(— ))dx-  xsen(— )dy  = 0 

A X 

Rpta. 

lnx  + cos(— ) = c 

X 

x3y'  = v3  + 3Ay2  + 4x2y  + x3 

Rpta. 

x 

y = / * 

\Jc-2\nx 

( 2 Ay  + x “ )y ' - 3 v ‘ + 2 .ry 

Rpta. 

i 3 

v ‘ + xy  - ex 

</>•  v*  V, 

dx  x x 

Rpta. 

£ 

ii 

¿p 

1 

XI 

Cfl 

O 

u 

2xy'(x2  + y 2 ) = y(y  2 + 2x2) 

Rpta. 

> % 

2 x^/v 

y = exe 

■)  t ? V 

x"y’  = 3(x  + y~)arctg(— ) + xv 

X 

Rpta. 

_y  = xtg(Ax  ) 

xy2dy-(x3  + y2)dx  = 0 

Rpta. 

>»3  = jt3  (3  ln  x + c) 

y dy  y 

xsen(— ) — = ysen(— ) + x 
x dx  x 

dx  x V x2 

Rpta. 

cos(— ) + ln(cx)  = 0 

A* 

Rpta. 

I y y t > 

V + — X s Al\ 
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@ 

© 

© 

© 


y2 dx  + (xyj y2  - x2  -xy)dy  = O 

2xi&  + (yi-x2y)  = 0 
dx 

2,2  2 

x y - y + xy  - x 

x2  v'=  y2  + 3xy  + 2x2 

y y y 

(xsen(— )-  ycos(— ))¿/x  + xcos(— )dv  = O 

X X X 

ysjx2  + v2  dx  - x(x  + yjx2  + y2  )dy  - O 

x—  - v(ln  y - ln  x) 
dx 

y dx  + x(ln(— ) - 2 )dy  = O 


Rpta.  y2(x-2c)  + c2x  = 0 

7 7 7 

Rpta.  xy  ‘ = c(x“  + y ) 

Rpta.  y = — — — + x 
c-lnx 

Rpta.  y = x tg  (Ln  x + c)  - x 

y 

Rpta.  xsen(— ) = k 
x 

Rpta.  cx-yjx2  +y2  = x\n(yjx2  + y2  -x) 

Rpta.  ln( — ) = l + cx 
x 

Rpta.  y = c(l  + ln(— )) 

y 


(xcos(— ) + vsen(  — ))y¿/x  + (xcos(— )-ysen(— ))xdy  = O 

X X X X 


Rpta. 


xy  cos(— ) = c 
x 


(x  + yex  )dx  - xe |V  dy  = O 


Rpta.  y = x Ln  (Ln  |x|  + C) 


v(ln(— ) + 1 )dx  - x ln(— )dy  = O 
x x 


dy  x2-y2 


1 7 y 

Rpta.  lnx  — ln*  (— ) = c 

2 x 


dx  x2  + y2 


Rpta 


, , f (u2 +\)du  __  y 

. ln  x + c = I r , u=  — 

J 1 — u — ir—u  x 


(x3  + v2^  + y2 )dx - xy’yjx2  + v2 1 í/y  = 0 Rpta.  (x‘  + y")3  2 =x3Ln(fct3) 

j*  du 


d\  \ , . 

— = — + arc.tg  (y/x) 
dx  x 


Rpta.  lnx  = 


J arctg  a 


+ c , « = 


* | Vi 
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JL 

Jr-yj 


yfxy  dx  = (x- y + Jxy)dy 

Rpta. 

yjx-y(>¡x-Jy)  = ke'd*  ^ 

® 

x dy  3 x2-y2  . 

y dx  3v*  -x 

Rpta. 

(jr2  + y2)2  =kxy 

@ 

y dv  y 

xcos(— ) — = vcos(— )-x 
x dx  x 

Rpta. 

-sen(-) 

x~ke  x 

® 

x dy  2x3-x2v-v3 

~ + 7 ’-z —r  = 0 

y dx  2v'-xy--x 

Rpta. 

+>-3  =xy(x  + y + c) 

¡~  7)  y y V 

( \¡x " -y~  ->arcsen(— ))¿/x  + xarcsen(~ )dy  = 

X X 

= 0 

1 V 2 

Rpta.  lnx  + — (arcsen(— ))  = 

2 x 

(x  tg(— ) 4-  v)dx  - . \ dv  = 0 

X 

Rpta. 

i 

sen(-)  = Ax 

X 

© 

(yjx  + y + yjx  - i hi\  - (yjx- y -yjx  + y)dy  = 

0 Rpta. 

yjx  + y+sjx-y  =c 

(2xtg  — + y)dx  = xdv 

X 

Rpta. 

x2  = ksen(— ) 

X 

® 

(4x2  + 3 xy  + y2  )dx  + (4  y2  + 3xy  + x2  )dy  = 0 

Rpta. 

(.V  +>-2)3(.V  + >')2  =c 

dy  x 

dx  arctg(  -- ) 

X 

Rpta. 

— arctg(— ) = ln  kyjx1  + v2 

X X 

® 

V V 

xy ' ln  — = x + y ln  — 

X X 

Rpta. 

ln  x = — (ln(— ) — 1)  + c 

X X 

® 

y y 

(x  + sen(— ))<¿c  - x sen(— )dy  = 0 

X X 

Rpta. 

ln  x + eos  — = c 

X 

® 

jy(x  + xy  - 2 y )dx  + x(3y  * - xy  - x * ) dy  = 0 

Rpta. 

J 

2 v3  ln(~r-)  + 2xy  + x2  = cy2 

X 
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(x3  + y2yjx2  + y2  )dx  - xyyjx2  +y2dy  = O 


$ 

Rpta.  (x1  + y2 ) ^ = x3  ln  ex3 


y y y «,  y y y y 

58;  (2xsen  — + 2xtg y eos- — ysec"  — )dx  + (xcos  — + xsee“  — )dv  = 0 

^ X X ' X X X X 

Rpta.  x2(sen  — + tg— ) = c 
x x 


@ 

dy  jr  +xy  + y* 
dx  ~ x 2 

Rpta. 

y 

arctg—  = ln  x + 1 

X 

© 

x(x2  + y2  )dy  = y(x 2 + y<Jx2  + y2  + y2  )dx 

Rpta. 

y + yjx2  +y2  =cx2e 

xv* dy  = (2 y4  + a4  )dx 

Rpta. 

fcc8=x4+/ 

dy  xy 

dx  x‘  -xy  + y7 

Rpta. 

1 

(x-y)e'  = c 

® 

dy  6x2  - 5a y - 2 y2 
dx  6x  - 8xy  + y2 

Rpta. 

(y  - x)(y  - 3x) 9 = c(  y -2x)i2 

@ 

dy  ¡ i 2 

x—  = y-y]x-  +y 
dx 

Rpta. 

y + \Jx2  + y2  = c 

© 

d\  « — v / x 

x—  - v + 2xí? 

dx  ' 

Rpta. 

y 

ex  = ln  Ax 2 

Demostrar  que  (x  + y)a+b  (x- y)a  b = k es  la  solución  de  la  ecuación  diferencial 
(ax  - by)  dx  + (bx  - ay)  dy  = 0 


(x  - y)  (4x  + y)  dx  + x (5x  - y)  dy  = 0 


Rpta.  x(y  + x) 2 = c(y  - 2x) 


(ó8)  (3x2  - 2xy  - 3y  2 )dx  = 4a y dy 


Rpta.  (y-x)(y  + 3x)3  - ex 3 
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© 

y \ 

( x - y arctg  — )dx  + x arctg  — dy  = 0 

V X 

n , , >•  , c:<*:  + V2) 

Rpta.  2 y arctg  — = x ln ¡ 

x X 

@ 

(y3,  - x3  )dx  = xy(x  é/x  + y ¿/y) 

Rpta.  2x2  ln(x  + y)  = cx2 +2xy-y 

© 

4x2  + jcy  - 3.y2  + (-5.v2  + 2xv  + v2)— = 0 

dx 

Rpta.  (y-x)s(y-2x)9  =c(y  + 2x) 

© 

3 d\  4 t 2 2 4 

x v—  = x + 3x  V tV 
dx 

Rpta.  y1 -~x2(  1 + — — r) 
lnAx2 

@ 

(yfxy  -x)dx  + ydy  = 0 

Rpta.  ln  x + — - 2 /—  = c 
x V x 

© 

XV—  = 2x2  +3x>>  + 2>2 
dx 

(75)  (3xy  + y2  )dx  + (x2  + xy)dy  = 

II. 

Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales  con  las  condiciones  iniciales  dadas. 

© 

(y-yjx2 +y2)dx-xdy  = 0,  y(V3)  = l 

Rpta:  x2  = 9-6y 

v 

© 

(xv'~  v)arctg(— ) = x,  y(l)  = 0 

X 

i 7 “ y 

Rpta:  Jx ~ + v”  = e v arctg(— ) 

V 

‘f-'rf""!.*»-' 

dx  y¿  + 2xy-xr 

Rpta:  y = -x 

® 

dx  - 

x — = xex  + v , y(  1 ) = 0 
dx 

Rpta:  ln  x + e x =1 

© 

£J*ry].  y(D=2 

dx  2xv  - x 

Rpta:  xy  (y  - x)  = 2 

® 

(xcos2(— )-y)dx  + xdy  = 0 , ^(1)  = -^- 
,v  4 

Rpta:  tg(— ) = ln(-) 

X X 
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© 

© 

© 


y2dx  + (x2  + 3xy  + 4 y 2 )dy  = O , y (2)  = 1 Rpta:  4 (2y  + x)  ln  x = 2y  - x 


y(x2  + y2  )¿/x  + x(3x2  -5y2)dy  = 0,  y (2)  = 1 Rpta:  2y5  - 2x2y3  + 3x  = O 


(3x¿ -2y~)y'=2xy,  y (0)  = -1 


Rpta:  x2=2y2(y  + l) 


(x2  + 2xy-  2y2  )dx  + (y2  + 2xy-2x2  )¿/y  = O , y (0)  = 3 Rpta:  y2  -xy  + x2  = 3(y  + x) 


(y2  - 3x2  )dy  + 2xy  dx  = O , y (0)  = 1 


Rpta:  y3  =y2  -x2 


2 V 

, y + xcos  (— ) 

dx  x 4 


Rpta:  l + lnx  = tg(— ) 
x 


= sec(^-)  + (2-) , y(2)  = n 
dx  xx 


Rpta:  y = x are. sen  (ln  2x  - 1 ) 


(x3  + y 3 )¿/x  - xy  2dy  = O , y (1 ) = O 


Rpta:  y3  = 3x3  lnx 


(3x2  + 9xy  + 5y2  )dx-( 6x2  +4 xv)dy  - O , y (0)  = -6  Rpta:  3x 4 + 4(y2  + 3x-3x2  ) = O 


( r 2 - 3y  2 )x  + 2xy  dy  = O , y (2)  = 2, 


_ l 3x 

Rpta:  y = xj  1 — — 


(x4  +y4)dx  = 2x3ydy  ,y(l)  = 0 


n 2 ln  I ex  I — 1 •? 

Rpta:  .v2  = (— — — )x2 

ln  | ex  | 


(x2  + y2  )dx  + xy  dy  = O , y ( 1 ) = - 1 


Rpta:  x4  + 2x2y2  = 3 


(x3  + y3  )í/r  = 2 xy2dy , y (2)  = 1 


Rpta:  v3  = x3  (lyflxx) 
4 


tfX  X X 


v rc 

Rpta:  arctg(— ) - 2 ln  ) x | = — 
2x  4 
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dy  ~ 

x-~  = xe*  + y,  y(  1 ) = 0 
dx 

Rpta:  y = -x  ln  ( 1 — ln  x | 

(xA  +6 x1  y2  + yA  )dx  + 4xy(x2  +y2)dy-  0, 

y (1)  = 0 Rpta:  X5 +10.v3y2 +5xy4  =1 

© 

(£,2 

dy  2x ye  ‘ 

dx  ~ , , A2  & 

y2+y2ey  + 2x2e  y 

(i)2 

Rpta:  y - k( \ + e y ) 

© 

( 2.ty  + y 2 )dx  - 2x  dy  = 0 , y = e,  x = e 

Rpta:  2x  + y ln  x = 3y 

@ 

y y 

(x  - 3 v sen — )dx  + 3jc  sen  — dy  = 0 , ^(1)  = — 
x x 4 

• 

© 

Resolver  la  ecuación  diferencial  (2x2  + 3 xy  + 2y 2 )dx - xy  dy  = 0 de  tal  modo  que  la 
solución  pasa  por  el  punto  P(1,0). 

© 

xy  = y - t3 . y(  1 ) = 2 
dx 

@ !±->L=cosh(Lh 

dx  X X 

® 

y dx  + [ v cos(— ) - x]c/y  = 0 , y(0)  — 2 

JV 

2.5. 

ECUACIONES  DIFERENCIALES  REDUCIRLES  A 

HOMOGÉNEAS.- 

Las  ecuaciones  diferenciales  de  la  forma  siguiente: 

dx  a'x  + b'  y + c' 

No  son  homogéneas,  porque  tanto  en  el  numerador  como  en  el  denominador  aparecen 
dos  constantes  c y c\  estas  constantes  se  pueden  eliminar  mediante  una  traslación, 
transformando  a la  ecuación  (1)  en  una  ecuación  diferencial  homogénea,  para  esto 
consideremos  las  ecuaciones: 
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Lj  : ax  + by  + c = 0 a L2  : <2,x  + ¿>'y  + c'  = 0 


...  (2) 


donde  el  punto  de  intercepción  es  (h,  k).  Si  trasladamos  el  origen  de  coordenadas  al  punto 
(h,k)  las  ecuaciones  de  (2)  se  transforman  en: 


az'+bo)  - 0 a a' z + b'  w - 0 y haciendo  el  cambio  x = z + h,  y = ío  + k 
de  donde  dx  = dz,  dy  = dco,  se  tiene  de  ( 1 ) 


diü  az  + ¿ü)  - cu 

— = /(- — — ) = /( *->  = /•<-) 

dz  a z + b oo  lvw» 

a + />\— ) 


que  es  una  ecuación  diferencial  homogénea. 


-M 


(3) 


Cuando  : ax  + ¿y  + c = 0;  L2  : a'x  + b'y  + c'  = 0 son  paralelos  no  se  aplica  este 
método,  sin  embargo  se  tiene: 


— = — — = — = >.  o a-X  a\  b = X b\  de  donde  se  tiene: 

b b'  a 1 ¿>* 


¿/y  _ ax  + by  + c 
dx  úf’jc  + 6'y  + c 


;)  = /( 


fl’jt  + b’y  + c' 


) = ^(a2x  + ¿2>') 


Que  es  una  ecuación  diferencial  reducible  a variable  separable. 


Ecuaciones  Diferenciales  de  Primer  Orden 


61 


OBSERVACIÓN: 

Otra  forma  de  transformar  a una  ecuación  diferencial  homogénea,  las  ecuaciones 
diferenciales  que  no  son  homogéneas,  es  mediante  la  sustitución  de  la  variable  y = Zx  , 
ocurriendo  esto  cuando  todos  los  términos  de  la  ecuación  son  del  mismo  grado, 
atribuyendo  el  grado  1 a la  variable  x,  el  grado  a a la  variable  y,  y el  grado  a -1  a la 
dy 

derivada  — . Además  se  puede  transformar  a homogénea  mediante  sustituciones 
dx 

adecuadas  de  acuerdo  al  problema. 


© 


Sea  Ly  : x — 4y  — 9 = 0 a L-,  : 4x+ v — 2 = 0 , como 


=>  3p  (h,  k)  e L|  n L2 , y para  esto  resolvemos  el  sistema 


x - 4 y - 9 = 0 

=>  x — 1 , y — -2,  es  decir  P(l,  -2) 

4*+  v- 2 - 0 


Ejemplos.-  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales, 
(x  - 4y  - 9)  dx  + (4x  + y - 2)  dy  = 0 

Solución 


Consideremos  x = z + h,  y = o + kde  donde 

x = z + 1 , y = (o  - 2 , además  dx  = dz,  dy  = dco 

• • 

reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  dada:  (z  - 4co)  dz  + (4z  + to)  da)  = 0 ...  (1 ) 
que  es  una  ecuación  diferencial  homogénea. 

Sea  z = uto  =>  dz  = udco  + codu  ...  (2) 

reemplazando  (2)  en  (1)  y simplificando  se  tiene: 

c/co  u-4 


(u  + 1)í/o)  + (u  - 4)0 )du  = 0 , separando  la  variable  , 

(o  ¿r+i 


[d(ú  , 

+ 1— dn  ~ C =>  lnco  (//"  + 1) -8arctgw  = k 

i o)  J u + 1 


du  = 0,  integrando 

...  (3) 
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© 


z x — 1 

Como  z = u oo  =>  u = — = reemplazando  en  (3) 

oo  >>  + 2 

In[(x  - 1)2  + (>>  + 2)2  ] - 8 arctg(— — b = ¿ 

j + 2 

¿y  _ x+3y-5 
dx  x-  y- 1 


Solución 


Sean  Z1:jc  + 3>?-5  = 0 a L2  \ jc  - y - 1 = 0 , como  \Z,2 
3 p (h,k)  e L|  n L2 , y para  esto  resolvemos  el  sistema. 


jc  + 3v  - 5 = 0 fx  = 2 

jc  — jv  — 1 = 0 [y  = 1 


p(  2,1). 


entonces: 


Consideremos  x = z + 2,  y = 00  + 1 , dx  = dz,  dy  = doo  ...  (1) 

a la  ecuación  diferencial  dada  expresaremos  así: 

(x  + 3y  - 5)  dx  - (x  - y - 1 ) dy  = 0 ...  (2) 

reemplazando  ( 1 ) en  (2)  y simplificando:  (z  + 3 00)  dz  - (z  - oo)  doo  = 0 ...  (3) 

es  una  ecuación  diferencial  homogénea: 

Sea  co  = u z =>  doo  = u dz  + z du,  de  donde  al  reemplazar  en  (3)  y separando  la 

...  • dz  (u~\)du  _ , 

variable,  se  tiene:  — + = 0 , integrando 

z + 2w  + 1 


+ í (“  ]^-  = K ln  C(x  + y 3)  = 2(  — — ) 

Ju1  + 2u  + \ x + y-  3 

4xy~dx  + (3x~y-\)dy  = 0 

Solución 

Sea  y = za  =>  dy  = (xz“  1 dz , reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  se  tiene: 
4x  z2a  dx  + (3x2  z 2a_1  -za_l)oufe  = 0 


■ O) 
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Luego  2 a + 1 es  el  grado  de  4 xzla 

2a+l  es  el  grado  de  3jc  2z2a_1 
a-1  es  el  grado  de  za_1 

y para  que  la  ecuación  ( 1)  sea  homogénea  debe  cumplirse: 

2a+l=a-l=>a  = -2  , como  y = za  =>  y = z~2  =>  dy  - -2  z~3dz 

4xz~4dx  + (3x2z~2  -l)(-2z~3 )dz  = 0,  de  donde 

4 xz  dx  - 2(3jc2  - z2  )dz  - 0 , que  es  una  ecuación  diferencial  homogénea. 

Sea  z = u x =>  dz  = u dx  + x du,  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  homogénea  se 
tiene:  4jc2w  dx  - 2(3* 2 - u 2 x 2 )(«  dx  + x du)  = 0 

de  donde  simplificando  y separando  la  variable  se  tiene: 

— + ~ — - du  = 0,  integrando  se  tiene: 
x w3  - u 

f—  + i*  du  =C  =>  ln  x + 3 ln  u - ln  (u2  - 1 ) = C 
J x J u3  - u 

Z 2 2 2 

como  u = — , y = z se  tiene:  y( \-x  y)  = K 
x 

(4)  ( v 4 - 3x  2 )dy  = -xy  dx 

Solución 

Sea  y = za,ae  R dy  = aza~ldz 

reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  dada:  xzadx  + (z5a  1 -3x'2a  )adz  = 0 ...  (I) 
para  que  la  ecuación  (1)  sea  homogénea  debe  cumplirse 
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Como  y = za  y = zl  2 ==>  dy = ~z  2dz  ...(2) 

reemplazando  (2)  en  ( 1 ) y simplificando  se  tiene:  2x  z dx  + (z 2 - 3x 2 )dz  = 0 ...  (3) 

que  es  una  ecuación  diferencial  homogénea. 

Sea  z = ux  =>  dz  = udx  + xdu  ...  (4) 

reemplazando  (4)  en  (3)  simplificando  y separando  la  variable 

dx  u2  - 3 . _ . , [dx 

— + — = du  = 0,  integrando  I v 

x u - « J X 


í¡ 


i2  - 3 


du  -C 


ln  x + ln(— ; ) = C 

u‘  - 1 


Z 2 4 rs  6 

como  u=  , y = \¡z  se  tiene:  x =y  + Ky 

x 

y eos  x dx  + (2y  - sen  x)  dy  = 0 

Solución 

Sea  z = sen  x =>  dz  = eos  x dx,  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  dada  se  tiene: 

y dz  + (2y  - z)  dy  = 0 •••(!) 

Que  es  una  ecuación  diferencial  homogénea. 

Sea  y = u z =>  dy  = u dz  + z du  ...  (2) 

reemplazando  (2)  en  (1),  simplificando  y separando  la  variable  se  tiene: 

— + 2U  1 du  = 0 , integrando  f—  + \¡——=~du  = C , de  donde  2 \ ln  y + sen  x = 2 cy 
z 2 u J z J 2«* 

(2x2  +3 y2  -!)xdx-(3x2  +2 y2  -&)ydy  = 0 

Solución 

u-x2  =>  du  = 2x  dx,  v = y2  =>  dv  = 2y  dy;  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial 


dada. 
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(2u  + 3v - 7)—  - (3«  + 2v -8)—  = O , de  donde 
2 2 

(2u  + 3v-7)du-  (3u  + 2 v - 8)  dv  = 0 ...(I) 

Sean  ¿,  : 2¿/  + 3v-7  = 0 a L2  : 3m  + 2v-8=0 

como  =>  3 p(h,k)  e £,  n L2  y para  esto  resolvemos  el  sistema  siguiente 


2»  + 3v-7  =0 
3í/  + 2v-8  = 0 


Sean  u = z + 2,  v = co+l  reemplazando  en  ( 1 ) 

(2z  + 3co)  dz  — (3z  + 2co)  dco  = 0 ...  (2)  que  es  homogénea. 

Sea  co  = zn  =>  dco  = z dn  + n dz,  reemplazando  en  (1),  simplificando  y separando  la 

■ , , ^ dz  2n  + 3 , _ . 

variable  se  tiene:  2 — + — dn  = 0 , integrando 

z n1  - 1 


f_  dz  C2n  + 3.  __  . 2 , 2 iv  3 . 

2 — + 1 ——dn  = K =>  \nz¿(n  -1)  + — In 

J 2 )n2-\  2 


n — 1 


« + 1 


= a: 


i. 

© 

© 


como  n = ~ , o)  = v - 1 = y1  - 1 , z-u-  2 = a2  - 2 
z 


ln  | v4  - a4  + 4a“  - 2 y2  - 3|  + ln 


v2  - a2  + 1 


j2  + a2  -3 


= a: 


EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


dy  x + y + 4 
c/x  a - y - 6 

(x  - 2y  + 5)dx  + (2x  - y + 4)dy  = 0 


Rpta.  arctg(-^~ ) = ln  yj(x  - l)2  + (y  + 5)2  + C 

A — 1 

Rpta.  _y  — a — 3 = K(x  + y - 1) 
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® 

dy  x + y - ] 
dx  x - y + 1 

Rpta.  arctg(- — -)  = \nyjx2  + ( y- l)2  + C 

X 

(x  + y*)  + 6xy2y'=0 

3 cx~l2-x 

Rpta.  y = 3 

® 

3a  + y - 2 + y ( x - 1 ) = 0 

Rpta.  (x  - l)(3x  + 2y  - 1 ) = K 

© 

dy  2y  - a + 5 
dx  2x  — y — 4 

Rpta.  {x  + y + 1)3  = K(  v-a-3) 

© 

(-4x  + 3y  - 7)dx  - (x  + 1 )dy  = 0 

Rpta.  y -2a -3  = C(a  + 1)3 

níí  :!•.  i 

© 

(2x  + 3y)dx  + (y  + 2)dy  = 0 

Rpta.  (2*  + y-4)2  = k(y  — x- 1) 

© 

(6x  + 4y  - 8)dx  + (x  + y - l)dy  = 0 

Rpta.  (y  + 3a  - 5) 2 = C(t  + 2a  - 3) 

© 

(3x  + 5y  + 6)dx  = (7y  + x + 2)dy 

Rpta.  (7y  + 3A  + 6)7(y-A-2)4  ~/t(a+2) 

© 

(3y  - 7x  + 7)dx  - (3x  - 7y  - 3)dy  = 0 

Rpta.  < v + y ! )5  ( v - \ - 1)'  = C 

© 

(2x  - 4y)dx  + (x  + y - 3)dy  - 0 

Rpta.  (y -2a + 3) 3 = C(y-A  + l)2 

2 a- +2 

® 

(x  - y + 3)  dx  + (3x  + y + I )dy  = 0 

Rpta.  y = 1 ~ a + cex+y~l 

© 

dy  2 y - x 
dx  2x  - y 

Rpta.  |y-A|=c  |y  + A|3 

® 

dy  4a  + 3 y + 1 5 
dx  2x  + y + l 

Rpta.  | y + a + 4 ||  y + 4a  + 13  |*  = k 

© 

(x  - 4y  - 9)dx  + (4x  + y - 2)dy  = 0 

Rpta.  ln((A-l)  + (y  + 2)  ) 8arctg(  ) = C 

y + 2 

© 

(x  - 4y  - 3)dx  - (x  - 6y  - 5)dy  = 0 

Rpta.  (x-2y-\)2  = C(x-3y-2) 
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(x  - 3y  + 2)dx  + 3(x  + 3y  - 4)dy  = O Rpta. 

(x  + 2y  - 1 )dx  - (2x  + y - 5)dy  = O 

(x  + y - 4)dx  - (3x  - y - 4)dy  = O,  y (4)  = 1 

(2x  - 3y  - 4)dx  + 3 (x  - 1 )dy  = 0,  y (3)  = 2 

dy  _ x- y + 2 
dx  x + y- 1 


ln[(  a — 1 )2  + 9(  v — 1 )2  ] — 2 arctg(— — — ) = C 

3(v-D 

Rpta.  (x-y- 4)  =C(x  + y- 2) 

Rpta.  2(a  + 2 y - 6)  = 3(a  - y)  ln( A ^ ~ ) 

Rpta.  3(.v-2)  = -2(x-l)ln(^) 


Rpta.  (2_v-3)*  + 2(2>>  - 3(2x  + 1 ) + (2.v  + 1 ) " =K 


dy  _ 2x  + 3 y + 1 
dx  A-2y  + l 


Rpta. 


ln 


U’ 


2z*  + 2avv  + vr' 


(4x  + 3y  + 2)dx  + (5x  + 4y  + 1 )dy  = O 


Rpta.  41n(x  + y-l) 


x + 5 
x +'  y - 1 


+ C 


(x  - 2y  + 3)dy  + (2x  + y - 1 )dx  = O 

(x  - y + 4)  dy  + (x  + y - 2)  dx  = O 

(4x  + 3y  - 7)  dx  + (3x  - 7y  + 4)dy  = O 

dy  2x  + 3 y + 1 
dx  3.v  - 2y  - 5 


Rpta.  .v2  + xy  — y2  -x  + 3y  = C 
Rpta.  x 2 + 2 a y -y2  - 4a  + 8 y = C 
Rpta.  4x 2 + 6a y -7  y 2 - 1 4x  + 8 y - C 

Rpta.  ln  | (a  -l)2  + (y  + 1)2  | -3arctg(^— - -)  =C 

A - 1 


(5x  + 2y  + 1 ) dx  + (2x  + y + 1 ) dy  = O 


f 

Rpta.  5a2  + 4xy + y2  + 2a  + 2y  = C 


(x  - 2y  - 3)  dx  + (2x  + y - 1 ) dy  = O 


Rpta.  ln(x2  + v2  - 2a  + 2 v + 2)  + 4 arctg(— — ) = C 

x-  1 
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(2x  - y - 1 ) dx  + (3x  + 2y  - 5)  dy  = 0 


(32) 

® 


Rpta.  ln  Jyi  +xy-3y-3x  + 3 +-Í=arc.\g  ^y  + x — 2_£- 

v3  V3(x-1) 


dy  . . x+j>  2 

dx  KAx-A} 


(9x  + 7y  - 5)  dx  + (5x  + 4y  - 3)  dy  = O 


4x-4 
x-4y- 2 


Rpta.  a = 1 + ce 


VÍO  . VlO  , v - 2 3. 


Rpta.  In  [ 14 y +12xy  + 9jc  -44v-6a  + 41  | arctg( ( - + — ))  = C 

15  14  Jt  + l 7 

(4x  + 1 ly-  42)  dx  + (1  lx  - 9y  - 37)  dy  = 0 Rpta.  4x2  + 22aj>-9j;2  -84x-74^  = C 

dy  _ 6.t  «f  y - 1 2 
dx  6 a - y - 1 2 

¿V  A + V - 1 


Rpta.  (y-2x  + 4) = C(y-3x  + 6) 


dx  x - y - 1 


Rpta.  (a-1)? +>>*  = 


2arctg(  -) 
x-l 


37)  (4x  + 3y  + 2)  dx  + (5x  + 4y  + 1 ) dy  = 0 


dy  _ 1 -t  + .v-l  2 

dx  2y  x + 2 ’ 


& 

II. 

© 

© 


Rpta.  41n|jt  + y-l|  = 


A + y-1 


+ C 


Rpta.  2 arctg( ) '=  ln(A  + 2)  + K 

x + 2 


(2x  - 3y  + 4)  dx  + 3 (x  - 1 ) dy  = 0,  cuando  x = 3,  y = 2 


Rpta.  3(y-2)  = -2(x  — 1) ln(^— -) 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 

y*dx  + 2(a2  -xy2)dy  = 0 Rpta.  =Alncy2 


V 1 7 

Rpta.  arctg(- — ) = — ■ In  | x + y | +c 
x 2 


(x  + y3)dx  + (3y5  -3 y2x)dy  = 0 
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© 

(y  + yyjx2y4  + \)dx  + 2xdy  = 0 

Rpta. 

7*V+1  =cy2+ 1 

© 

dx  2xr  +3  xy 

Rpta. 

x3  y2  + jcy3  = -4 

© 

(1  - xy  2 )dx  — 2x  2 y dy  - 0 

Rpta. 

xy  2 - ln  x + c 

© 

x2(l-xy)  — + (\  + xy-x2y2)  = 0 

dx 

Rpta. 

x2y2  -2xv-21n x = c 

© 

(2  y 2 - 3 x)dx  + 2xydy  = 0 

Rpta. 

2 2 3 

x y -x  -c 

© 

( y 2 -3x2y)dx  + xidy-0 

Rpta. 

y(x  — c)  = x3 

© 

2(x y2  +1  )dy  + y3dx  = 0 

Rpta. 

xy 2 + 2 ln  y - c 

@ 

(l-x2y)^-  + 2xy2  =0 
dx 

Rpta. 

1 - 2x2y  = cy2 

© 

y (3  - xy)  dx  + x (2  ~ xy)  dy  = 0 

Rpta. 

x3y2  = 

© 

(x  + 2x 2 y)dy  + (2jy  + 3 xy 2 )dx  = 0 

Rpta. 

x2  y(\  + xy)  = c 

© 

(x2^  + x)  — -f  (xy2  - v)  ~ 0 
dx 

Rpta. 

y = cxe-** 

© 

(x2  - 2 v 3 )¿/x 4- 3ry 2 dv  = 0 

Rpta. 

>>3  = x2(c-lnx) 

© 

(x  + y3)dx  + 6xy2dy  = 0 

Rpta. 

_l 

y3  =--  + Kx  2 

3 

dy  ^Jx  + y+yJx-y 
dx  jx  + y-Jx-y 

Rpta. 

x + y]x2  -y2  = c 

© 

(2  + 3xy2)dx-4x2ydy  = 0 sug.  y = vx * 

Rpta. 

5 

2 + 5xy2  - ex 2 
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dy  2 y x 3 , y x 2 

— = — + — + xtg(^T)  sug.  y = vx 
dx  x y x 


2 y y 3 

Rpta.  x eos  — — + y sen  — = ex 


<,  > i 

dy  3x'  + 3 x~  y 


dx  2x  y-2y 


y 1 

3 j-  (sug.x  = u \y  = vq  ) Rpta.  — lnjx* +/*]  + are.  tg( — ) = c 

v — 7 v ’ 2 ' ' y¿ 


(x  + y)2(xdy-ydx)  + [y2  - 2x2  (x  + y)2  ](dx  + dv)  = 0,  sug.  z = x + y,  u=  — 

x 


Rpta.  (v-x2  — xy)(x  + v)3  = c(y  + 2x2  + 2xv) 


20  ^,j£iü,y(l),.  2 

dx  2x  +3  xy 


Rpta.  xiy2+xyi=- 4 


22)  (y2  -ln  x)dx  + xyidy  = 0 , sug.  x = e",  y = 4z 


Rpta.  (3  - y/3)  ln  I y2  + (1  - >/3 ) ln  .x|  + (3  + n/3  ) ln  v2  + ( 1 + V3 ) ln  ,v 


= c 


23)  x2ydx-(x3  +y5)dy  = 0,  sug.  x = uy  Rpta.  3v*-2x3=cyJ 


® 


x(x  + Jy)dx  + 2yfydy  = Q;  sug:  y-u 2 Rpta.  lnx  + 4^' — — = c 

J)  4r  + / + 1 

(3  tg  x - 2 eos  j)  sec 2 x dx  + tg  x sen  ydy  = 0 Rpta.  eos  y tg 2 x = tg  ’ x + c 

Pruébese  que  con  la  ayuda  de  la  sustitución  y = ux,  podemos  resolver  cualquier  ecuación 
de  la  forma  ynf(x)dx  + //(x,  y)(y  dx  - x dy)  = 0 donde  H (x,y)  es  función  homogénea  en 
x e y. 

• V ’ 

(xV  + x4  V4  + x4  y + x2  y4  + y4  + y5)dx-(x3y2  + x3  + xv4)dy  = 0 


Rpta.  x4  v3  +3x2>’3 -3v3 -3y 4 + 3x~ y2  +x4  = Kxv3 
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28)  (a  }yÁ  + x'y'  +*\y2  + a y y ' +y'  + y )dx-(xx  y'  + x* y + xy'' )dy  = 0 


a-3  1 y2  x x3 

Rpta.  — + x + — - = c 

3 2x*  2*2  y 3.y3 


Demostrar  que  la  ecuación  diferencial  — = — + — se  puede  transformar  en 

dx  yn~i(A'x  + B'ym) 

una  ecuación  diferencial  homogénea,  haciendo  el  cambio  de  variable  u = ym  . 


Demostrar  que  la  ecuación  diferencial  — = — + #a_ ) pue(je  transformar  en 

dx  A'y  + B'xm 

una  ecuación  diferencial  homogénea,  haciendo  el  cambio  de  variable  u = ym  . 


© 

II 

y * - v 2 

, sug:  z = 3/ 

2aj 

Rpta. 

* 

11 

& 

II 

3a2v  + a5  3 

— , sug:  z — x 

y-x 

Rpta. 

3.y2 -6yxz  -x 

(33) 

(2xy 

- 4x*)dx  - (2j;  — x2  )dy  = 0 

Rpta. 

y2  -x2  y + x4  ■■ 

JC 

^dy  _ y 


dx  3 y*  -x 


Rpta,  x2  +2 xy*  -3 y6  = c 


35)  (4xy2  -6v)  + (4^2  -3x)dy  = 0 , sug.  z = y2  Rpta.  x2-3xy2+2y  = C 


^dy  y3- xy5  n A 2 2*  1 

2-7-  = - , Rpta.  x 5- j>=c 

wA  AV  + 1 3>  3> 


2 dy  _ v + 4 Va 


dx  x-2y\Jx 


Rpta.  2x  + y\[x  - y2  =c 
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(38)  (2 x-y4  )dx-4y3(x  + \2y4)dy  = O 

(39)  (xy2  +y)dx-xdy  = O 

(40)  (x-y'  )dx  + 2x ydy  - O, 

(41)  (3x5  +3x2y2)dx  + (2y¡ -2x3y)dy  = 0 


Rpta.  x^  -xy4  -6y*  — c 
Rpta.  x* y + 2x  = cy 
Rpta.  xey%  /x  = K 

> 

Rpta.  ln(x3  + y2)  - 2arctg^y  = k 


1 2.6.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  ORDINARIAS  EXACTAS.- 


a)  DIFERENCIAL  TOTAL: 


Si  es  una  función  diferenciable  en  (jc ,y)eR2,  entonces  la 

diferencial  total  de  f es  la  función  df,  cuyo  valor  está  dado  por: 


ffXg»  y) 

dx 


dx  + 


ffte  ¡j 


b)  DIFERENCIAL  EXACTA: 


Una  expresión  de  la  forma  M(x,y)  dx  + N(x,y)  dy  = 0,  se  denomina  exacta  si 

f 2 

existe  una  función  /:  D a R ->  R tal  que: 

df  (x,y)  - M(x,y)  dx  + N(x,y)  dy 

Es  decir,  que  toda  expresión  que  es  la  diferencial  total  de  alguna  función  de  x e y se 
llama  diferencial  exacta. 


c)  DEFINICIÓN: 


Consideremos  la  ecuación  diferencial. 

M(x,y)  dx  + N(x,y)  dy  = 0 
Si  existe  una  función  z = f (x,y)  tal  que: 

Myx.y)  a - 

dx  oy 


N{x,y) 


...  (a) 


diremos  que  la  ecuación  (a)  es  una  ecuación  diferencial  exacta. 
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d)  TEOREMA: 

La  condición  necesaria  y suficiente  para  que  una  ecuación  diferencial 
M(x,y)  dx  + N(x,y)dy  = 0,  sea  exacta,  es  que: 

8M(xyy)  _ 8N(xyy) 
dy  dx 

Ejemplo:  La  ecuación  diferencial  ordinaria. 

(ex  sen  y - 2 y sen  x)dx  + (ex  eos  y + 2 eos  x)dy  = 0 es  exacta  porque: 

...  x r ^ dM(x.y) 

M{xyy)  = e sen^-2ysenjc  =>  -e  eos  y ~ 2 sen* 

dy 

8N(xyy) 

N(xy  v)  = ex  cosy  + 2cosx  =>  — — = ex  cosy-2senx 

dx 


de  donde 


8M(x,y)  _ 8N(x,y) 


dy  dx 

e)  Solución  de  una  Ecuación  Diferencial  Exacta: 

Consideremos  la  ecuación  diferencial  exacta. 


M (x,y)  dx  + N (x  v)  dy  = 0 


Entonces  existe  una  función  f (x,y)  tal  que 


...(1) 


dx  dy 


...  (2) 


reemplazando  (2)  en  la  ecuación  ( 1 ) se  tiene: 


dx 


dy 


..  (3) 


por  otra  parte,  si  z = f(x,y)  entonces  su  diferencial  total  es: 
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J:  - iüi”,,  - ÜilU 


...  (4) 


dx  dy 

Luego  al  comprobar  (3)  y (4)  se  tiene:  dz  = 0 =>  z = c,  es  decir  f (x,y)  = c 
Que  es  la  solución  de  la  ecuación  diferencial. 


c/(  x%  v) 

Como  - — — — = M(x9y)  integramos  con  respecto  a x. 

dx 


f(x,y)=  J M(x,y)  + g(y ) 


...  (a) 


donde  g (y)  es  la  constante  de  integración,  que  es  una  función  que  depende  sólo  de 
la  variable  y,  puesto  que  la  integración  es  con  respecto  a x,  derivando  la  ecuación 

(a)  con  respecto  a y es  decir:  - — -í—  j" A/ (jc,  y)dx  + g '( y) 

dy  dy  J 

Como  * — - - = N{x,y)  entonces  se  tiene:  N{x,y)  = — (x,y)dx  + g'(y) 
dv  dy  J 


de  donde  g ’(>>)  = N(J¡^ y} — — [\{{x,y)dx,  integrando 

dy  J 


g(y)=  ^[N(x,y)-^-^M(x,y)dx]  dy>+  Kj.«..(0í) 


...  (P) 


Reemplazando  (P)  en  (a)  se  tiene  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  (1); 

d/(x9  v) 


en  forma  análoga  se  hace  para  el  otro  caso  cuando  se  toma 


integre  con  respecto  a la  variable  y. 


dy 


- = N(x,y)  y se 


0 Ejemplos:  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales: 


(2  xy2  + 2y)dx  + (2x2  y + 2x)dy  = 0 


Solución 
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M ( v.  y ) - 2.vv*  +2  y 


| N (r,  j;)  - 2x~  y + 2x 


6M(  a . r ) 


= 4.vv  4 2 


cv 

rA'(  v,  \ ) 


de  donde 


cA/(.v,jy)  cN(x,  y) 


= 4 xv  4 2 


cv 


CJC 


por  lo  tanto  la  ecuación  diferencial  es  exacta; 

cf í Y l ] 

entonces  3t  (x,y) . tal  que  — A/(.y,¿0  , de  donde 


ex 


cf(x,y) 


= Ixy2  + 2v  , integrando  respecto  a x se  tiene:  f(x, y)  = f(2 xy1  4 2 y)dx  4 g(>>) 

CX  J 


/(jc,  y)  = y 2 y 2 + 2jcv  4 g(y)  derivando  respecto  a y. 

^(A,  V)  = 2jc2  v4  2jc4g'(^) , pero  como  'J* - - = N(x , v) 


Í^V 


dy 


se  tiene  N(: c,  y)  = 2x  ‘ y 4 2jc  4 g’  ( y) 


© 


2x2y  4 2x4  g'(>7)  = 2x‘y  4 2x  g'(y)  = 0 =>  g(y)  = c 


f(x,y)  = x2y2  +2  xy+c 


(ex  sen  v - 2 y sen  jc)¿/x  4 (e ' eos  y 4 2 eos  jc)¿y  = 0 

Solución 


A/(jc,>>)  = e*  sen>>-2.ysenjc 

2V(jc,  y)  = ex  eos  y 4 2 eos  x 

dM(x,y)  dN(x,y) 


x2y2  +2  xy  = K 


dM{x,y)  , 

= e eos  y -2  sen  jc 


dy 

dN(x,y)  , 


dx 


- ex  eos  _y-2  sen  jc 


de  donde 


ay 


ex 


, por  lo  tanto  la  ecuación  diferencial  es  exacta,  entonces 


existe  una  función  f(x,y)  tal  que  — = M ( x , y) . Luego  tenemos 


Sf(x,y) 

dx 


dx 


- ex  sen  y - 2y  sen  jc  , integrando  respecto  a x. 
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® 


/(x,y)  = jV'  sen  y - 2 v sen  x)dx  + g(y ) 

/(x,  y)  = e x sen  y + 2 y cosa*  + g(  y),  derivando  respecto  a y. 


#(*,>•)  A 0 , df( x,y) 

= e eos  v + 2 eos  x + g ( y) , como  — : = Ay  v,  v) 

cy  ' cy 


entonces  N(x,y)  = ex  eos  y + cosa  + g'{y) 

ex  eos  y + 2cosx  + g‘(y)  = e*  eos  r + 2cosx  =>  g'(.v)  = 0 =>  g{  y)  = c 

Luego  f (a,  y)  = e x sen  y f 2 y eos  a + e e ’ sen  y + 2y  eos  x = A 

(2xy3  + y cosx)¿/x  + (3x“y*  4*senx)rfy  = 0 

Solución 

| tA/(x,  v)  -> 

= 6x v“  + eos  A 

|A/(x,y)  = 2xy  + y cosa  cy 

; N(x, y)  = 3x*\v2  + sen  .v  cN^y)  ^ ^.2  + CQS  v 

L ex 

de  donde  f *'■'*—  - - — - . por  lo  tanto  la  ecuación  diferencial  es  exacta,  entonces, 

cy  ex 

existe  una  función  f (x,y)  tal  que  ^ ^ ^ ^ = M (a,  v)  . Luego  tenemos: 

ex 


y).  - 2 xy*  + v eos  x , integrando  respecto  a x. 
dx 


/(x,y)  = J(2xy3  + ycosx)¿/x  + g(y) , de  donde 


/(x,y)  = x2y3  + y sen  a + g(y),  derivando  respecto  a y. 


^^X‘  — -3x2y2  + senx  + g’(y),  como  — -- ! - 1 = N(x,y) 


cy 


oy 
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entonces  N(x,y)  = 3x2 y2  +sen  x + g'(y) ; de  donde 
lx2y2  +senjc  + g'(y)  = 3x2y2  +sen  x =>  g’(^)  = 0 =>g(y)  = c 


Luego  f(x,  y)  = x2y3  + y sen  jt  + c 


x2y3  + vsenx  = K 


© 


, * l l x , , y 

( = — =•+— +—  )<¿c+( 


+--4)^v?p 


\Jx2+y2  x y yjx2+y2  y y 

Solución 

dM(x,y) 


M(x,y)  = 


1 1 

= + — + — 
2 + V2  * y 


N(x,y)  = 


y¡x‘+y 

V 


I X 

4. 


yjx2  +y2  y y 


-xy 


dy  ( x2+y2)v 2 y2 


<W(x,  y) 


-xy 


dx 


(x2  + y2  )32  y2 


, , , dA/(jc,  y)  cN(x,  v)  , , . . 

de  donde  : = : — — , por  lo  tanto  la  ecuación  diferencial  es  exacta,  entonces 


dy 


dx 


existe  una  función  f (x,y)  tal  que  — — — = M{x,  y)  . Luego  tenemos: 

dx 


df{xyy)  x 1 1 

- - + — + — , integrando  respecto  a x. 


dx 


yjx2  +y2  x y 


f(x,  y)  = J( 


42+y2  * y 


+ - + -)dx  + g(y) 


f(x,y)  = 4x2  + y2  + ln  x + — + g(y),  derivando  respecto  a y. 

y 


8f(x,y)  y x &f{x.y) 

- : T + g (y)  como  — = N(x,y) 


& y¡x2+y2  y2 


dy 


y x 

entonces  N(x,y)  = ~ — - — 7 + ^'0')i  de  donde 


Jx2+y2  y2 
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-JT  + g,0')=  7 ,V  T =>  g’(*)  = 0 =>  g(y)  = ln  y + c 

sjx2  + y2  y * * >' 


V2  2 .t 

x + >>  4-  ln  x + — 4-  ln  y 4-  c 

JV 


yjx^  + y2  + ln  xy  4 — — 


© 


(sen  y 4*  y sen  x 4-  — )¿íx  4-  (x  eos  y - eos  x 4-  —)dy  - 0 

x y 


Solución 


M(x, y)  = sen  v 4 -y sen x + — 

x 

N(x , y)  = x eos  y - eos  x 4-  — 

y 


dM (x,  y) 


dy 

dN(xyy ) 


¿3x 


= eos  y 4-  sen  x 

= eos  y 4-  sen  x 


, , , <3A/(x,  y)  ¿W(x,  y)  . , ,.r  . . . 

de  donde  — — = , por  lo  tanto  la  ecuación  diferencial  es  exacta,  entonces 


dy 


dx 


existe  una  función  f (x,y)  tal  que  — - — — = A/(x,  y). 

dx 


df(x,v)  1 

Luego  tenemos  « sen  y 4-  y sen  jc  + -,  integrando  respecto  a x. 

dx  x 


f (x,  y)  = |(sen  y 4-  y sen  x + -^) dx  + g(y) 


f(x,y)  = x sen  y - y eos  x 4-  ln  x 4-  g(y),  derivando  respecto  a y. 


df(x>y)  _ XCOSy-COSX  + g\y)  como  — ^ 1 - = N(x,y) , entonces 


dy 


dy 


N(x,y)  = xcosy-cosx4-g'(y) , de  donde 

x eos  v — eos  x + g Xy)  = x eos  y — eos  x 4-  — g‘(y)  = — =>g(y)  = lny  + c 

y y 
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Luego  f (x,y)  = x sen  y - y eos  x + lnx  + lny  + c 
x sen  y - y eos  x + ln  xy  = K 


© 


y x 

( — + are.  tg  y)dx  + ( + are.  tg  x)dy  =0 

1 + x1  \ + y~ 


Solución 


y 

M (x,  y)  = + are.  tg  y 

l + x2 

X 

N(x,  y)  = + are.  tg  x 

1 + / 


dM  (x,  y)  1 1 


dy 


l + x2  l+y1 


8N{x,y)  _ 1 1 


dx 


l + y2  l + x2 


, dM(x,  y)  8N{x,y)  . _ 

de  donde  — — = , por  lo  tanto  la  ecuación  diferencial  es  exacta,  entonces 


dy 


dx 


existe  una  función  f (x,y)  tal  que  — = M(x,y). 

dx 


Luego  tenemos:  ^ = — — — - + arctg  y integrando  respecto  a x. 

dx  1 + x 

f(x,  y)  = f( — '—  + arc.tgy)cix  + g(y),  efectuando. 

J l + x2 


f (x,y)  = y arc.tg  x + x are.  tg  y + g (y),  derivando  respecto  a y. 


dfy^y) 

dy 


= are.  tg  x + + g \y)  . Como 

i+/ 


dM  (x,  y)  dN(x,  y) 


dy 


dx 


entonces  N(x,  v)  = arctg  x h y + g \>') , de  donde 

l + _yz 


arctg x + — ——  + g '(_y)  = — ^-  + arctgx  =>  g'(>')  = 0 =>  g(y)  = c 
l + y2  l + y2 


Luego  f (x,y)  = y arc.tg  x + x arc.tg  y + c 


y arc.tg  x + x arc.tg  y = K 
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g.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 


I. 

© 

© 

© 

© 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales  en  caso  de  ser  exactas: 
(2xy~  tg  y)dx  + (x2  -xsec2  y)dy  = 0 Rpta:  x2 y -x tg y = K 

(sen  x sen  y - xey  )dy  = (ey  + eos  x eos  y)dx  Rpta:  xey  + eos  y sen  x = K 

(y  + y eos  xy)  dx  + (x  + x eos  xy)  dy  = 0 Rpta:  xy  + sen  xy  = K 


(—  + 6x)dx  + ( Lnx  - 2 )dy  = 0 

JC 


Rpta:  y \nx  + 3x2  -2y  = K 


(eos 2y-3x2y2  )dx  + ( eos  2y-2xsen  2y-2x3y)¿/y  = 0 


_ sen  2y  ^32 

Rpta:  + xcos2y-x  y = c 


(ó)  ex(x2ex  +ex  + xy  + y)dx  + (xex  + v)dy  = 0 


© 

© 

® 


2 

^ y ^ ^ 

Rpta:  a ye  + ^-  + — — (2x  -2x  + 3)x  = c 


(\+y¿  + xy¿)dx  + (x  y + y + 2xy)dx  = 0 Rpta:  2x  + y (1  + x)  =c 

32  3 

(3a2  tgy-^—)dx  + (x}  sec2  y + 4y3  +— — )dy  = 0 Rpta:  a3  lgy  + y4  + = c 

a3  x x ' 


(2^  + ^4Zl)<íx  = ÍL^f-)^ 

A*  V 


Rpta:  a^  + a2 -.y2  = cxy 


sen  2a-  sen2  x 

( + x)dx  + (y — )dy  = 0 

y y' 


2 2 2 
_ sen  a x +y 

Rpta:  + — = c 

^ 2 


(Tí)  ( = . -.1  + 2av  — -)dx  + (Vi  + a2  + x~  - Lnx)dy  = 0 
W VÍTa2  ' * 


Rpta : y\\  + x2  +x2y  — y Lnx  = c 
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(y-x3  )¿x  + (x  + y3)dy  = O 

(y  + y eos  xy)  dx  + (x  + x eos  xy)  dy  = 0 

(*-l)  1 vdx  + [h\(2x- 2) + -]dy  = 0 

y 

(3x2  + 6xy2  )dx  + (6x2 y + 4y3)dy  = 0 

(9.v2  + j>-l)-(4y-l)^j-  = 0 
dx 

(y  sen  x - sen  y)  dx  - (x  eos  y + eos  x)  dy  = 0 
(3x2  + 3xy2  )¿/x  + (3x2j>-3y2  + 2 y)dy  - 0 


Rpta:  4xy-x4  + y4  = c 
Rpta:  xy  + sen  xy  = c 

Rpta:  y ln  | 2x  - 2 | + ln  y = c 

Rpta:  x3+3 x2y2+y4=c 
Rpta:  3x3  +xy-x-2y2  =c 
Rpta:  x sen  y + y eos  x = e 
Rpta:  x3  + -^x2y2  - y3  + y2  ~c 


2x  1 

— dy  + (2  ln  5y  + —)dx  = 0 Rpta:  ln  x + 2x  ln  y = c 

V X 


-> 

e*  (dy  + 2xydx)  ==  3x2 dx  Rpta:  yex  = x3+c 

elx  (dy  + 2ydx)  = x dx  Rpta:  3 ye2x  = x3  + c 

y3  sen  2xdx-2y2  eos2  xdy  = 0 Rpta:  y3  (1  +cos  2x)  = c 

(yexy  eos  2x  - 2exy  sen  2x  + 2 x)dx  + (xe™  eos  2x  - 3 )dy  = 0 

Rpta:  e**  cos2x  + x2  -3y  -c 

(ax2  +2bxy  + cy2)dx  + (bx2  + 2cxy  + y2)dy  = 0 Rpta:  ax3  + 3bx2y  + 3cy2  + y3  =c 

(x2  +ye2y)dx  + (lxy  + x)e2ydy  = 0 Rpta:  x3+3xye2y=K 

(sen  x + sen  y)  dx  + (x  eos  y + eos  y)  dy  = 0 Rpta:  (x  + 1 ) sen  y - eos  x = K 
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O 

@ 


ex (y3  + xy3  + \)dx + 3y2  (xex -6)dy  = 0 Rpta:  xex  y3  +ex  -6y3  = c 


4x3 -exy(y  + xy')  = 0 


vdx  x 

dx  = ~2+ — —¿y 


Rpta:  x4-exv  =c 


Rpta:  I + 


1-x-V  í-jc-y*  " i -xy 

(3x2  + 6xy- y2)dx  + (3x2  -2xy+2y*)dy  = 0 Rpta:  +JV1  =c 


[ln(jc - y)  + * * -}dx  + [ln(jc -y)-  ~—]dy  = 0 Rpta:  (x  + y)  ln  (x  -y)  = c 


x-y 


x-y 


y x 

(—  + ln  y)dx  + (—  + ln  x)dy  = 0 
x y 


Rpta:  ylnx  + xlny=c 


33)  sec  x(tg  x.  tg  y + y sec  x)dx  + (sec x. sec2  y + tg  x)¿y  = 0 Rpta:  sec  x.  tg  y + y tg  x - c 

(1  + tg  (xy))dx  + (sec(xy).  tg(xy)  + x sec  2 (xy)).(x  dy  + ydx)  = 0 

Rpta:  x + sec  (xy)  + x tg  (xy)  = c 

35)  (5x4 -9x2y2  + 5y4  )dx+  2xy(10y 2 ~3x2)dy  = 0 Rpta:  x5 -3x3y“  + 5xy4  = K 


(1  + lnxy)¿/x  + (l  +—  )dy  = 0 


Rpta:  x ln  (xy)  + y = K 


37)  (yex  + e'  )dx  + (e*  + xe v )dy  = 0 

y¿ 1— 2 )* + + , ' >2 = 0 

2 (x-y)2  2 (x-y)1 

y(exy  + y)dx  + x(exy  +2y)dy  = 0 


Rpta:  yex  +xe}  =K 


Rpta:  ™+-?-  = K 
2 x-y 


Rpta:  exy  + xy2  - K 


— dy  - (— — + x)dx  ~ 0 
x 2x~ 


Rpta:  y2  - x3  = ex 
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(xy  2 - y)dx  4-  x(xy  - 1 )dy  = 0 

Rpta:  ln(/üry)  = - — 
xy 

® 

(eos  x.  eos  y - ctg  x)  dx  - sen  x.sen  y dy  = 0 

Rpta:  sen  x eos  y = ln  (K  sen  x) 

® 

~ , dx  dv 

2ydx  + 3xdy  = — — 

xy  y 4 

Rpta:  a2  y3  = — b c 

y 

® 

(2x  + y eos  xy)  dx  + x eos  xy  dy  = 0 

Rpta:  a2  +sen(A>>)  = c 

© 

(2jcv -h  1 + \n  x)dx  + x2 dy  = 0 

Rpta:  x (xy  + ln  x)  = K 

@ 

(2 ye2x  4-  2 x eos y)dx  + (e2x  - x 2 sen  y)dy  = 0 

Rpta:  ye  +x  eos  y - c 

© 

(2 xy  + x 3 )dx  -h  (jc 2 + y 2 )dy  = 0 

x4  y3 

Rpta: h — + x 2y  = c 

4 3 

® 

(2xey  + y ' ex  4-  2 x)dx  4-  (x~ey  + 2 yex  )dy  = 0 

Rpta:  a e'  +y*e*  4-a~  =c 

® 

(e x sen  y-2y  sen  x)dx  + (e x eos  y + 2 eos  x)dy 

= 0 Rpta:  ex  sen  y + 2y  eos  a 

® 

(ye*  eos  2a*  - 2exy  sen  2jc  + 2x)dx  + (a^a>  eos  2 a - 3)¿/v  = 0 

Rpta:  e™  eos  2a 4-  a2  ~3y  = c 

® 

(2xy2  + 2y)dx  + (2x2  y + 2 x)dy  = 0 

Rpta:  A2y2+2Ay  = c 

® 

(a 2 + y2  + 2x)dx  + 2 xy  dy  - 0 

r3  , 2 

Rpta:  — + xy~  4-  a =c 

® 

(a3  -3xy2  +2)dx-{2xl y-y2)dy  = 0 

o v4  3xV  , y3 

Rpta: — + 2a  + — = c 

4 2 3 

© 

d,  = 0 

J v4 

Rpta:  a2  -y2  - cy3 

© 

>a y_1  ¿¿a*  + jc  v ln  x dy  — 0 

Rpta:  a v = c 
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(sen  y + vsen  x + — )dx  + (xcos  >>-cos /+— )dv  = O Rpta:  x sen  y - y eos  x + In  xy  = c 

x / y 


y + sen  x.  eos2  xv  , , x \ . f ^ 

-ax  + ( ; -*-  sen  y^dy  = 0 Rpta:  tg  xy  - eos  x - eos  y = c 


eos"  xy 


cos‘  xy 


(—  sen  — — — cos(— ) + 1)  dx  + (—  cos(— ) - sen(— ) + ~^r)dy  = 0 

y y X*  * A'  X y 2 y y- 


_ X,  I 

Rpta:  sen(— ) - cos(— ) + x =c 

x y y 


(1  + ey  )dx  + ey  (1  - —)dy  = 0 

y 


Rpta:  x + yey  =c 


(ó¡) 


cx( 2x2  + y2)dx  + y(x2  + 2 y2  )dy  = 0 


Rpta:  x4+x2y2+y4=c 


[n  eos  (nx  + my)  - m sen  (mx  + ny)]dx  + [m  eos  (nx  + my)  - n sen  (mx  + ny)]  dy  = 0 

Rpta:  sen  (nx  + my)  + eos  (mx  + ny)  = c 


(x  + 3)  1 oos  ydx  -(sen  y.  ln(5x  + 1 5 )-—)dy  = 0 Rpta:  eos  y . ln  (5x  + 15)  + ln  y - c 


© 

v:-2x:  2y'-x2 

—2 — Tdx+-j — rdy=° 
xy  - x y~x  y 

Rpta:  x2v2(x2  -y2)  = c 

® 

— dx  + ( 2 v ln( — — ) + 3 sen  y)dy  - 0 

x2  + 3x  a:  + 3 

Rpta:  v2  ln(-  - — ) - 3 eos  y - c 
x + 3 

® 

(eos  2 y - 3x2  y 2 )dx  + (eos  2 y - 2x  sen  2jy  - 

2 xzy)dy  - 0 

Rpta:  2xcos2y-2x3^2  + sen  2y 

© 

(—  - ln  y)dx  + (ln  x-—)dy  = 0 
x y 

Rpta:  ylnx-xlny  = c 
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© 

® 

II. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


(x3  + ex  sen  y + y5  )dx  + (2>xy¿  +ex  eos  y + yJ  )dy  = 0 


2 , . -v 


Rpta:  x4  +y4  + 4xy*  +4ex  sen>>  = K 


[ln(ln(x ->>))  + 


I 


ln(x->>)  x-y  ln(x-y)  x — y 


]dy  = 0 Rpta:  x ln  (ln  (x  - y))  = K 


dy  _ x - veosx 
dx  sen  x + y 


Rpta:  x2  -y2  -2ysenx  -c 


(x2  + — )dx  + (\nx  + 2y)dy  = 0 Rpta:  x3  + 3 y ln  x + 3>’2  = c 

x 

Resolver  las  ecuaciones  diferenciales  con  las  condiciones  iniciales  dadas. 

3y(x2  - 1)í¿c  + (x3  +$y-3x)dy  = 0 , y (0)  = 1 Rpta:  xy(x2  - 3)  = 4(1  - y 2 ) 

(1  -xyY1  dx  + [y2  + x2  (1  ~xy)~2]dy  = 0 , cuando  x = 2,  y =1 

Rpta:  xy4  -y3  +5xy-3x  = 5 

(xy2  + x-2_y  + 3)dx  + x2ydy  = 2 (x  + y)dy  , cuando  x = 1,  y - 1 

Rpta:  (xy  — 2) 2 +(x- 3) 2 = 2 y"  + 1 5 

x x 2 — 

( x + ey  )dx +ey  (1- -)dy  = 0 , y(0)  = 2 Rpta:  — + yey  = 2 

y 2 

2x  v*  — - 3x 

— dx  + — — dy  = 0,  y |x=1  = 1 Rpta:y  = x 

y y 

(4x  - 2y  + 3)  dx  + (5y  - 2x  +7)  dy  , y (1)  = 2 Rpta:  4x2  -4xy  + 5 y2  + 6x  = 5 

(2xsen  y + 2x  + 3y  eos  x)dx  + {x2  eos  y + 3 sen  x)dy  = 0 cuando  x = y , y = 0 
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(ü)  (ye2'  -3xe2}  )dx  + (^ — 3x2e2y -e}  )dy  = O , y(l)  = 0 

Rpta:  ye2x  -3x2e2y  -2ey  +5  = 0 

(?)  (2xy-3)dx  + (x2  + 4y)dy  = O , y(l)  = 2,  Rpta:  x2y-3x  + 2y2  = 1 

(lO)  (2  v sen  x eos  x + y 2 sen  x)dx  + (sen 2 x - 2 y eos  x)dy  = 0 , y (0)  = 3 

Rpta:  y2  cosx-^sen"  x = 9 


(ll)  : + - — í/y  — 0 , y(- 1 ) = 2 Rpta:  -3j>  + 2x  + >’2  = 2xy 

x2  *y 

(T2)  (3x2y2 -y2  +2x)dx  + (2xly-3xy~  +\)dy  = 0,  y(-2)-  1 


III. 

( T ) Demostrar  que  la  ecuación  diferencial  homogénea  (Ax  + By)  dx  + (Cx  + Dy)  dy  = 0 es 

exacta  sí  y solo  sí  B = C. 


Demostrar  que  la  ecuación  homogénea  (Ax2  + Bxy+Cy~)  + (Dx~  + Exy + Fy~  )dy  - 0 es 
exacta  sí  y solo  sí  B = 2D  y E = 2 C. 

Determinar  los  valores  de  a y b para  que  la  ecuación  diferencial  sea  exacta  y 
resolverla 

a)  (y  + x3)dx  + (ax  + by3)dys=  0 Rpta:  a =1,  be  R 

b)  axydx  + (x2  +cosy)dy  = 0 Rpta:  a - 2,  x * 0 

3 

c)  xy3dx  + ax2 y2 dy  - 0 Rpta:  — 


(ax  + b)vdx  + (x2  +.v  + — )dv  = 0 


y 


d) 


Rpta:  a **  2,  b ~ 3 
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e)  av(>>-cos>')í¿c  + x‘(l  + sen^)ífy  = 0 Rpta:  a = 2 

f)  ( xy 2 + bx2  y)dx  + (x  + y)x2  dy  = O Rpta:  b = 3 

g)  (ye2*'  + x)dx  + bxeAJcy dy  = O Rpta:  b=  1 


(2xy-3x2)dx  + (x2  + y)dy  = 0 Rpta:  x2y-x3+^-  = C 

y(2xy2  -3)dx  + (3x2  y2  ~3x  + 4y)dy  = 0 Rpta:  y(x2y2  -3x  + 2 y)  = C 
(x  + sen  y - eos  y)dx  + x (sen  y + eos  y)dy  = 0 Rpta:  x 2 + 2x(sen  y - eos  y)-C 
x(3xy-4y 3 +6 )dx  + (x3  -6x 2 y2  -1  )dy  - 0 Rpta:  x3  y-2x2  y3  +3x 2 - y = C 
(sen y + 2xcos2  y)dx  + x eos  y (2x  sen  y + \)dy  = 0 Rpta:  xsen>’-x2  eos2  y = C 

(xy2  + y-x)dx  + x(xy  + \)dy  = 0 Rpta:  x2j>2  + 2xy-x2  = C 

2x(3x  + y-  ye  x )dx  + (x2  + 3y2  + e x )dy  = 0 Rpta:  x2y  + y3  + 2x3  ± ye  * -C 


2.7,  FACTOR  DE  INTEGRACIÓN.- 

Consideremos  la  ecuación  diferencial  de  la  forma: 


M(x,y)dx  + N(x,y)dy  = 0 


...  (1) 


Si  la  ecuación  (1)  no  es  exacta,  se  puede  transformar  en  exacta,  eligiendo  una  función  u 
que  pueda  depender  tanto  de  x como  de  y de  tal  manera  que  la  ecuación 


u(x,y)  M(x,y)dx  + u(x,y)  N(x,y)dy  = 0 


(2) 


sea  exacta,  entonces  a la  función  u(x,y)  se  llama  factor  integrante  o factor  de  integración. 

Como  la  ecuación  (2)  es  exacta,  entonces  se  cumple 

du(x,y)M{_xíy1  = du(x,y)N{x.y)  . de  donde 
dy  dx 
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l/f,  , du(x,y ) dM(x,y ) du(x,y)  dN(x,y) 

M{x,y) — + u(x,y ) = N(x,y) — (-  u(x,y)- 


cv 


8y 


8x 


ex 


de  donde  agrupando  se  tiene: 


M(x,y)  2^  _ mx,  y)  , (S&ñ y). 

dy  dx  dx  dy 


Para  determinar  el  factor  integrante  consideremos  los  siguientes  casos: 
ler.  Caso:  Si  u es  una  función  sólo  de  x. 

Sw(x,  j) 


entonces 


dy 


- = 0 . Luego  de  la  ecuación  (3)  resulta: 


ex 


ex 


dy 


dr  qv  % dx 

M*) l_(1wli_!2  .iMlil,  ¡•„tt^ln(to 

u(x)  N(x,y)  dy  dx 

rdu(x)_  r 

J í/(x)  JN(x,y)  dy  ex  J 


donde  fM  , 

dx 


Como  í^-  f 
J w(x) 


N(x,  y)  dy 

f f(x)dx  ^ ln  u(xj  = f/ (x)dx 


...  (3) 


u(x)  = c J 


l/( » Uto 


2do.  Caso:  Si  u es  una  función  sólo  de  y,  entonces  ° ^ = 0 


ox 


Luego  de  la  ecuación  (3)  resulta: 

Xf  < v.  v)  ^ = (*->') _ &M(-r,.y) 


)w(  y)  , de  donde 


r.r 


gt 
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My)  = 

u(y)  M(x,y)'  dy 


1 ,8M(x,y)  8N(x,y)^ 

( )dy  = g(y)dy 


ox 


donde 


M(x,y)  dy 


dx 


du(y)  Cdu(y)  C 

= g(v)dy  integrando  se  tiene:  I = \g\y)dy 

u(y)  J «(.y)  J 


ln  u(y)  = ^g(y)dy 


«O» 


Íí<*x6 
'•)  = *•' 1 


3er.  Caso:  En  muchos  ejercicios  el  factor  integrante  está  dado  en  un  producto  de 
dos  funciones  f(x)  y g(y),  es  decir,  u(x,y)  = f(x)g(y)  que  reemplazando  en  la 
ecuación  (3)  se  tiene: 


u(,  nu. ^ wMsm . JMih 


ay 


dx 


dx 


cy 


M(x,  y).f(x).g  ■(>•)  - N(x,y).f  \x).g(y)  = ( dN{*’  y)  °Mi*^)f{x)g{y) 

ex  dy 


esta  expresión  es  lo  mismo  escribir  en  la  forma: 


{pM(x,y)  _ m^y))f(x)g(y)  = N(x ' y)f  U)g(y)  _MU  y)f(x)g  '(>) 
cy  ex 


m*.y)  m*.y) , n{a  ,*w 


dy 


ex 


/(-<) 


g(y) 


...  (4) 


donde  M y N son  funciones  conocidas,  de  la  ecuación  (4)  por  inspección  se  puede 
determinar  las  funciones  f(x)  y g(y). 


4to.  Caso:  Para  ciertos  ejercicios  su  factor  integrante  es  de  la  forma  u{x,y)  - xn ym  , 
donde  n y m se  determinan  mediante  la  condición  necesaria  y suficiente  de 
las  ecuaciones  diferenciales  exacta. 
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a.  Ejemplos:  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 
(]-x2y)dx  + x2(y-x)dy  = 0 

Solución 


I A/  = 1 -x2y 
l N = x2(y-x) 


dM  _ 2 

dy 

dN  , , „ 

= —¿x~  + 2 xv 

dx 


dM 

como 

dy 


dN 

dx 


la  ecuación  diferencial  no  es  exacta. 


Sea  /(,)  - ± (í"  - SL ) > - 1"3*2  + 2^> 


N dy  dx 


x¿{y-x) 


2 

X 


[f\x)dx  f--dx 

el  factor  integrante  es  u(x)  = e J = e J * 


u(x)  = e~2lnx  =—  =>  u(x)  = ~ 
jT  x 


al  multiplicar  a la  ecuación  diferencial  por  k(a)  = — 


es  decir:  ( — -~y)dx  + (y-x)dy  = 0,  que  es  exacta. 
jT 


En  efecto: 


N = y- x 


dM  __ 

dy~  dM  dN  . . . 

como = la  ecuación  diferencial  es  exacta. 

dN  __  j dy  dx 


=>  3 f(x,y)  tal  que 


,7 ' = M,  de  donde  '2^1 


dx 


ex 


— - - y , integrando  respecto  a x. 

A*‘ 


f(x,  y)  = f(-y  - y)dx  + g( y)  = ---xy  + g(y) 

ir2  X 
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/(x,  y)  = xy  + g(  v) , derivando  respecto  a y. 

X 


df(x,y)  df(x,y) 

= -jc  + g (^) , como  TV  entonces 


5y 


W = -.v  + g'(.y)  =>  -x  + g'(y)  = y-x  =>  g'(>;)  = >’  =>  g(y)  = — + C 


1 V 

Luego  f(x,y)  = xy  + — + C 

x 2 


xy~  —2x  y - 2 = Kx 


© 


— dx  + ( v3  - ln  x)c(y  = 0 


Solución 


M 

x 

,3 


TV  = y - ln  x 


dM  1 

cy  x dM  dN  . , . . . 

; como  — - — * , la  ecuación  diferencial  no  es  exacta. 


cW  _ 1 

<3x  jc 


dy  ex 


0 , v 1 dM  dN  1 1 , Lx 

Sea  g(y)  = - — (— — ) = ( — ( — )) 

M dy  ex  y x x 


g(y)  = 

V JC  v 


g(y)= — 
y 


Luego  el  factor  integrante  es,  u(y)  = e 


f g{y)ay  í' 

j = <?# 


2 dy 


u(y)  = e 2ln y - — v—  , que  multiplicado  a la  ecuación  diferencial  dada  se  tiene: 


V* 


-dx  + (y-  ^-£-)dy  = 0,  que  es  exacta, 
xy  y- 


M =- 


xy 


lnx 

N = y 

y 


dM 

1 

dy 

V 

dN  _ 

1 

dx 

xy2 

En  efecto: 
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„ dM  dN  1 ..  ... 

Como = — , la  ecuación  diferencial  es  exacta 

dy  dx 


3 f(x,y ),  tal  que  ^ = M , de  donde  ^f(x,y)  _ J_  |ntegrancj0  reSpecto  a x. 


ex  dx  x y 

f(x>  y)  = f— + g00  = — + g(>0  derivando 
J xv  v 


df(x,y)  lnx  v x 0 df (x,  y)  xr 

= __  + g (y) . Como = N,  entonces 

dy  y-  dy 


In  v 

N = + g '( y)  de  donde  se  tiene: 

v* 


Inx  „ . lnx  (/  . , , y~  „ 

— Y+g  (y)  = y — r =>  g(y)  = y =>  g(y)  = — +c 


y 


y 


, . ln  x y * _ 

Luego  J(x,y)  = + — + C 

y 2 


(xy  + x2  y + y3  )dx  + (x2  + 2y2)dv  = 0 


v 2 


Solución 


| M = xy  -f-x2  v + y} 
I N = x2  + 2 y2 


dM  2.2 

= x + x +3y 

dy 


cN 


ex 


= 2x 


^ dM  dN  ..  .... 

Como  ^ — la  ecuación  diferencial  no  es  exacta. 

dy  dx 

Sea  u (x,y)  = f (x)  . g (y)  un  factor  integrante  para  esto,  empleamos  la  ecuación  (4) 


5M  dN  _ v/'(x)  M g\v) 
dy  dx  f ’(  y)  g '(y) 
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x+x2  + 3y2 -2x  = (x2  +2y2)^^-(xy  + x2y  + yi)^-y- 

f(x)  g(y) 

X2  +3/  -x  = (x2  +2y1)£^-(xy  + x2y  + yi)^l 

f(x)  g(y) 

f'(x)  _ ^ 

f(x)  ’ . j !n  f(x)  = 2x  ^ \f(x)  = e2x 

g '(>>)  _ 1 \ng(y)  = \ny  jg(^)  = >' 

g(.v)  y 

Como  n(x,y)  = f (x).g(y)  = ye2(  factor  integrante  ahora  multiplicamos  a la  ecuación 
diferencial  por  el  factor  integrante  u(xyy)  = ye2x . 


ye2x  (xy  + x2y+  v3  )dx  + yelx  (x2  + 2y2)¿fy  = 0 
es  una  ecuación  diferencial  exacta,  es  decir: 


M ~ ye2x  (xy  + x2 y + y* 
A ¡ = ye2x(x2  +2  y2) 


dM  2x  0 2 , y. 

-e  (2xy  + 2x  _y  + 4y  ) 

cy 

"\\r 

= e2jr  (2xjy  + 2x2_y  + 4 v3 ) 
3x 


cA/  «?.V 

Como  = — , la  ecuación  diferencial  es  exacta. 

dy  dx 


3 f(x,y),  tal  que  — — ~ M , de  donde. 

dx 


f lf(  x O ) 2jt  / . 2 . , ,3 


= (xj¿  + x j + y 3 ) integrando  respecto  a x. 


i 

f(x,y)  = Jve2A(xy  + jc2>'  + >'3)rf.v  + g(^)  = ^-  jd(e2t(x2  + J'i))  + g(>0 


/■  (.v,  >■)  = ~^e2x  (*2  + y2 ) + g(y ) derivando  respecto  a y. 
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= u'~  \ y)  . Como  * ' ^ 7 * * - V entonces. 

dy  cy 

N = ye2x  (x2  + 2 v2  ) + #'(>’)  > de  donde 

y = e2v(x2  +2y2)  + g'(y)  = ye2x  (x2  + 2 v2),  simplificando  £'(>0  = 0 =>  g(y)  = C 


2 ,2x 

Luego  f (x y y)  = — ^ — (x2  + j2 ) + C 


2 2*,  2 , 2x  , 

. . ye  ( x + y ) = k 


(7)  2 ydx-xdy  = xy3dy 


Solución 


2 y dx-(x  + xy 3 )¿y  = 0 
cM 


(D 


M =2y 

U = -(x  + .^Y 


= 2 


como  — — * ~ , la  ecuación  diferencial  no  es  exacta. 
dN  , 3 dy  & 


Sea  m(x,  jv)  = xw  un  factor  integrante,  entonces. 


2x " y' "+1  <¿r  - (x‘ r"+1  y1 " + x m+l  / "+3  dy  = 0 


cM  dN 

para  que  sea  exacta  debe  cumplirse  = 

dy  ex 


[m  = 2 xmyn+1 


| N = -(xm+l  yn  + xm+l  yn+3 ) 


— = 2(n+l)xmyn 
oy 

— = -(rn+l)(xmyn  + xmyn+3) 
d x 


igualando  tenemos  2(^  + l)x/;iv”  * -(m  + \)xm yn  -(m  + \)xm  yn+3 


f«--i 
U = -i 


[2<«  + 1)  = -(fn  + l) 
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por  lo  tanto  el  factor  integrante  es  u(x,y)  = — que  al  multiplicar  a la  ecuación  (1)  se 

*y 

tiene:  — dx-(—  + y2  )d\  = 0 , que  es  exacta,  en  efecto: 

x y 


M 

x 

N = -(-  + y2) 

y 


cM 


= 0 


(\  x df(x%y) 

entonces  3 / (jc,  y)  tal  que  — = M 

dN  _{) 

ex 


df(x,y)  2 

de  donde  : = — , integrando  respecto  a x. 


CX  X 


f(x , y)  = j*—  dx  + g(y)  = 2 ln  x + g( y)  derivando 


óf(x,  y)  . , df(x,y)  .. 

' = g (y) , pero  como  — = N entonces 


dy 


cy 


N = g\y)  =>  -(-  + v2)  = g’(>’)  =>  g(>’) “ _(ln y + ~*)  + C 

y 3 


Luego  /(*,  >>)  = 2 ln  x-ln  v-^-  + c 


2 ln  x - ln  y - — - K 
3 


© e x dx  + (e x c tg  y + 2 y eos  ecy)dy  = 0 


Solución 


I M = ex 


{ N = exc  tg  y + 2 y eos  ecy 


dy 

dN  x 
— = e cot  v 
ex 


Como  — * la  ecuación  diferencial  es  exacta, 

dy  dx 
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1 dM  3N  0-exctgy 

5 M 3y  dx  ex 

I g(y)dy  íctg  ydy 

g(y)  = ctgy  =>  u(y)  = eJ  =eJ 
u(y)  = eln(sen  v ) = sen  y =>  u (y)  = sen  y 

ahora  multiplicamos  a la  ecuación  diferencial  por  u (y)  = sen  y,  es  decir: 
ex  sen  y dx  + (e 1 eos  y + 2 y)dy  = 0 , que  es  una  ecuación  diferencial  exacta. 


en  efecto: 


M = ex  sen  y 


[N  = ex  eos  y + 2y 


dM 

e eos  y 

dy 

3N 


ex 


• = e eos  y 


Como  = — la  ecuación  diferencial  es  exacta. 

dy  dx 


entonces  3 f(x,y)  tal  que  - — - = M de  donde 

ex 


df(x,y) 

dx 


= ex  sen  y , integrando  respecto  a x. 


j* ex  sen  ydx  + g(y)  = ex  sen  y + g(  y)  derivando 


df(x,y)  x . df(x,  y) 

_ = e eos  y + g (>>) , pero  como  = N entonces 


ex 


dy 


N = ex  cosy  + g'(y)  de  donde  se  tiene: 

ex  cosy  + g'(y)  = ex  cosy  + 2y  =>  g'(v)  = 2_y  =>  g(y)  = y'+C 


Luego  f{x,y)  = ex  sen  y + y~  + C 


ex  sen  + y~  = K 
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(x  eos  y - y sen  y)  dy  + (x  sen  y + y eos  y)  dx  = 0 

Solución 


M - x sen  y + y eos  y 
[jV  = x eos  y — y sen  y 


cM 

= x eos  y + eos  y — y sen  y 

dy 

dN 

= eos  y 

dx 


Como 


dM  dN 
dy  dx 


la  ecuación  diferencial  no  es  exacta. 


_ __  . 1 ,cM  dN . xcos  v + cos  v — y sen  y -eos  y , 

Sea  f(x)  = — ( ) = = 1 

N dy  dx  xcosy-yseny 


f f(x)dx 

Luego  el  factor  de  integración  es  n(x)  = e J —ex  ahora  a la  ecuación  diferencial,  lo 
multiplicamos  por  el  factor  integrante  u(x)  = ex  , es  decir: 


{ex x eos  y - ex y y)dy  + {xex  sen  y + yex  eos  y)dx  = 0 

que  es  una  ecuación  diferencial  exacta,  en  efecto. 

cM 


M = ex  xsen  y + ex ycosy 
N = ex  x eos  y - ex  y sen  y 


= xe  eos  y + e eos  y — ye 

dy 

dN 

— = xe  eos  y + e eos  y - ye 
dx 


Como  — = — la  ecuación  diferencial  es  exacta. 
dy  dx 


df(x,  v) 

entonces  3 / (*,>>)  tal  que  = M , de  donde 

dx 


cf(x, y) 


sen  y 

sen  y 


= xex  sen  y + yex  eos  y integrando  respecto  a x. 
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f (*>  y)  - xe X sen  y “ e*  sen  y + ye  eos  y + g(y)  derivando 


y)  _ xe%  cos  y_e  cos  y + e » cos  j;  _ ' Sen  y + g '(j;) 


of(x,y)  x x df(x,y) 

■ = xe  cos  y - ye  sen  y + g (_y) , pero  como  - — = N 


dy 


8y 


N = xex  cos  y — yex  sen  y + g'  (y) , de  donde  se  tiene: 


xex  cos  y -ye*  sen  y + g' (y)  = xex  cosjy-e*^  sen>>  =>  g’(>0  = 0 =>  g(y)  = C. 


Luego  / (x,  y)  — xex  sen  y — ex  sen  y + yex  cos  y + C 


xe  x sen  y - e x sen  y + ye x cos  y = K 

Observación:  Veremos  un  caso  particular  de  factor  integrante,  por  ejemplo,  hallar  un 

factor  integrante  u = (p(x  + y 2)  de  la  ecuación  diferencial 

(3 y2  - x)dx  + (2y3  -6 xy)dy  - 0 y luego  resolver  la  ecuación. 


Solución 


| M - 3y2 -x 
I N^ly1  -6 xy 

La  ecuación  no  es  exacta,  ahora  calculamos  el  factor  integrante  de  la  forma 

2 > cz  cz 

u = cp(x  + y ) = (p(r)  donde  z = x + y~  "=>  — -1,  — = 2 y 

dx  dy 


8M 

8y 

8N_ 

dx 


= 6 y 


-ó  y 


8M  8N 

como  ^ — - 

dy  dx 


Como 


8M 

8y 


8N  du  8u 

= N M 

dx  udx  udy 


entonces 


6M  dN  d ln(w)  6 ln  u 

— = N M 

cy  dx  dx  dy 


...(1) 
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5 ln  u d ln  u dz  d ln  u 
dx  dz  ex  dz 
c ln  u _ d ln  u dz  _lyd  ln  u 
cy  dz  1 cy  dz 


reemplazando  (2)  en  ( 1 ) se  tiene: 


dM  cN  ^d\nu  d ln  u cM  dN  , w ^ ,Md\nu 

= N A/2v => = (N-2vM) 

cy  dx  dz  dz  dy  dx  dz 


~.<2) 


, , . _ i , i _ . d ln  a 

6 y -f-  6 v = (2 y - 6 xy  - 6 y + 2 xy) 

dz 


1 2 y = -4  y(y2  + x) 


d ln  u 
dz 


d\nu  3 3 _ dz 

= — entonces  ¿/(ln  u)  - -3  — 

dz  y2+x  z z 

-5  1 1 

integrando  se  tiene:  ln  u = -3  ln  z = ln  2 J ; levantando  el  logaritmo  u - — = — , 

z3  (y2+xy 

multiplicando  a la  ecuación  diferencial  se  tiene: 


* dx  + = 0 es  una  ecuación  diferencial  exacta.  La  solución  se 


(>'2+a)3 


(y"  +*) 


obtiene  agrupando,  tenemos  d( 


y-r 

/ 2 2 
(x-y  ) 


)~0  integrando 


.v  v “ 


(x  + y2  )2 


= C 


. . x - y-  = c(x  + y“)“ 


a.  Combinación  Integrable. 

En  una  ecuación  diferencial  M (x,y)  dx  + N (x,y)  dy  = 0,  para  encontrar  un  factor  de 
integración  en  muchos  casos  es  dificultoso,  sin  embargo  mediante  el  reconocimiento 
de  ciertas  diferenciales  exactas  comunes,  se  puede  obtener  la  solución  en  forma 
mucho  más  práctica,  a esta  forma  de  agolpamiento  de  los  términos  de  una  ecuación 
diferencial  denominaremos  combinación  integrable.  Esta  forma  de  resolver  las 
ecuaciones  diferenciales  es  mucho  más  rápido,  sin  embargo  requiere  de  un  buen 
conocimiento  de  diferenciales  y una  cierta  pericia  en  determinar  cómo  deben 
agruparse  los  términos  y para  esto  daremos  algunas  sugerencias  de  diferenciales 


exactas. 
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Io  x dy  + y dx  = d (xy) 


3"  = 


5° 

xy  x 


7' 

X--V-  2 x-y 


9° 


1 1c 


•+->*-» .y». 

xijx2  -y1  x 

x dy  4 v dx 

? *> 
x~y- 


= d{ ) 

*y 


6o 


8o 


10° 


12° 


xr/x  ± ydy 

= 2-d(x2±y2) 

xdy  - ydx 

l0 

V" 

y 

xrfy  - vdx 

, V* 

= d(arctg(— )) 

X“  4 V 

X 

Xt/v  - V«/v 

1 

= -d( — -) 

(x-y)2 

2 x~> 

ydx  - xdy 

II 

Su 

i 

(x  + y)2 

2 -Y  + .V 

dx  4 í/>‘ 

</(ln(j:  + >)) 

x + y 

xdv+vdx 

13°  — - — - — = </(ln(.i>)> 

XV’ 


Ejemplos:  Resolver  las  ecuaciones  diferenciales  siguientes: 

(?)  (x 2 + v 2 )(x  dy  4 y dx)  = xy(x  dy  - y dx) 

Solución 

La  ecuación  diferencial  dada  expresaremos  así: 

, de  acuerdo  a las  sugerencias  6 y 13  se  tiene: 

xy  x~4  / 

y 

dLn{xy)  = rf(arctg(— ))  integrando  se  tiene: 
x 

[d  ln(xv)  = \d (arctg(— ))dx  4 C , de  donde  ln(x>’)  = arctg(— ) 4 C 
J j x x 
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3 y dx  + 2x  dy  + 4 xy 2 dx  + 3x  2 y dy  - 0 


Solución 

2 


Multiplicando  a la  ecuación  dada  por  x y , .es  decir: 
3x2y2dx  + 2x3y  dy  + 4x2  y3  dx  + 3x4  y2  d = 0 


de  acuerdo  a la  sugerencia  Io  se  tiene:  d(x3y2  ) + ¿/(x4yJ)  = 0 integrando  se  tiene: 
Jd(x3y2)  + J(¿/x4y3)  = C de  donde  x3y2+x4y3=C 

(5)  JCí/y  - ydx  = x2  yjx2  -y2  dx 

Solución 

A la  ecuación  diferencial  dada,  escribiremos  así: 
xd\  vdx  _ acuer¿0  a ia  sugerencia  9o  se  tiene: 


Xyjx2  ~ 


y 


v f 

d(arcsen(— ))  = d{ — ) integrando  se  tiene:  |d(arcsen( 
x 2 J 


-))=  f¿(— )+C,  de  donde 
x J 2 


® 


y r* 

arcsen  — = — + C 
x 2 


x3dy~x2ydx  = x5  ydx 


Solución 


A la  ecuación  diferencial  dada  expresaremos:  xdy  - ydx  = x ydx , para  x * 0 

= x2dx,  de  acuerdo  a la  sugerencia  5o  se  tiene:  d ln(— ) = d( — ) integrando, 
xv  x 3 


jdin(— )=  Jd(^-)  + C,  de  donde 


ln(— ) = ~+C 
X 3 
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(s)  y¡y2  —1(1—  v V -x 2 -1  )dx  + 4x2  -1(1-  xyj y2  ~ 1 )dy  = 0 

Solución 

La  ecuación  diferencial  dada  expresaremos  así: 

V.v2  -1  dx-yyjx2  -1 y¡y2 -Idx  + y/x2  - 1 dy  -xjx2  -1  /y2  - U/v  = 0 

V.v2  -1  dx  + y[x*  - \dy  -yjx2  - 1 ^_y2  - 1 (ydx  + xdy)  = 0 

-r  - ( ví/jc  + aé/v)  = 0,  de  acuerdo  a las  sugerencias  del  1 ° se  tiene: 

yjx2- 1 yjy2  -1 

= - = </(.u)  = 0 . integrando  f í /*.' ■ - f</(vt)  = C 

ylx2- 1 V/7!  J^2-l  JV/77Í  J 

dedonde:  ln  | x + yjx2  - 1 1 -ln  | y + ^y2 -1 1 -xy  = C •••(!) 

por  lo  tanto  ( 1 ) expresaremos  así:  arccoshx  - arccoshy  = xy  + C,  de  donde 
cosh  (arccosh  x - arccosh  y)  = cosh  (xy  + C) 

xy  + senh  (arccosh  x).  senh  (arccosh  y)  = cosh  (xy  + C) 

.»  -* 
e — e 

además  se  sabe  que  , senhx  = Luego  se  tiene: 


árceos  hx  — árceos  hx  are  sen  hv  _ a re  sen  hv 

xy  + (- - )(- ) = cosh(.v>’  + C) 


© 


dy  _ y(xy  + l) 

dx  y(  \-XZ)-X 


Para  x = i ; y = -2 

Solución 


dv  _ >t(aj  + 1) 
dx  j-(l  -x" ) - x 


[ v ( 1 - A2  )~x]dy  = y(xy  + 1 )dx 
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y dy  - yx 2 dy  — xy 2 dx  • y dx  , agrupando  y dy  - (yx2  dy  + xy 2 dx)  = xdy  + ydx 


2 2 

x y 


mediante  la  sugerencia  de  Io  se  tiene:  ydy-d( ) = d(xy)  integrando 


^ydy- ^d(^—^—)=  ^d(xy)  + K , de  donde  y2 -x2  y2  =2xy  + C 

para  x = 1 , y = -2,  se  tiene  4 - 4 = -4  + C =>  C = 4 

2 2 

Luego  la  solución  particular  es:  (1  - x )y  - 2 xy  = 4 


(?)  (y+x(x2  + y2))dx  + (y(x2  + y2)-x)dy  = 0 

Solución 

A la  ecuación  diferencial  expresaremos  así: 
y dx  + x(x2  y y2  )dx  + y(x2  + y 2 )dy  - xdy  = 0 , ahora  agrupamos 


— — + x dx  + ydy  = 0 , mediante  la  sugerencia  de  2o  y 6o  se  tiene: 
x2  + v2 


-d{arcAg(—))  + -d(x2+y2)  = 0 integrando  - í</(arctg(— ))  + - [d(x2  + y2)  = C 
x 2 J x 2 J 


-2  arctg(— ) + x2  + y2  = K 
x 


®x  + 2xl\  - y2  eos  y 
• are.  sen  ydx  + . ¿(y  = 

\ /l- v2 


0 

Solución 


xdjy 

A la  ecuación  diferencial  dada  expresaremos  asi:  are.  sen  ydx  + — =====  + 2 eos  .ydy  = U 

Vi-/ 


d (x  .are. sen  y)  + 2 eos  y dy  = 0,  integrando 


104 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


d(  x arcsen>')+  1 2 eos  ydy  = C de  donde  x are. sen  y + 2 sen  y = C 


b.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones 

diferenciales: 

© 

(xy3  + \)dx  + x2  y2dy  = 0 

Rpta.  2x3y3+3x2=c 

© 

y2  dx  + x2  dy  - 2xy  dy  = 0 

Rpta.  xy- y2  = Kx 

© 

(x2  +y)dx-xdy  = 0 

Rpta.  x2  - y = Kx 

© 

(2  xy2 -3y3)dx  + (7-3xy2)dy  = 0 

Rpta.  x2y-3xy2  -7  = Ky 

© 

ydx  + (2x  - yey  )dy  = 0 

Rpta.  xy2  - y2ey  +2yey  -2ey  = K 

(>4  -l- x3  )dx  + %xy3dy  = 0 

Rpta.  Jlc(lyA  +x3)  = K 

© 

( 5x 3 +3xy  + 2y2  )dx  + (x2  + 2 xy)dy  = 0 

Rpta.  x5 +x3y  + x2y2  = K 

© 

x2  y2  dx  + (x3  y + y + 3)¿/y  = 0 

_ x3y3+y3  3 y2 

Rpta.  H = c 

3 2 

© 

x2 dx  - (x3y 2 + y2  )dy  — 0 

Rpta.  e~y  (x3  + 3)  = c 

© 

{xy2  +x2y2  + l)dx  + x2ydy  = 0 

Rpta.  e2x(x2y2  +3)  =c 

© 

ex  (x+\)dx  + (ey y- xex  )dy  = 0 

Rpta.  2xex~y  + y2  = c 

© 

(x  - x2 y)dv  - y dx  = 0 

Rpta.  2 y -xy2  - ex  * 0 

© 

(5x3y2  +2y)dx  + (3x4  y + 2x)dy  = 0 

Rpta.  x5y*+x2y2=c 

© 

(e x + xey  )dx  + xey  dy  = 0 

r e2* 

Rpta.  + —di  = K 

Jo  ( 
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(i?)  (3x2y  + 2xy  + y*)dx  + (x2  + y])dy  = 0 

(íó)  dx  + (—  - sen  y)dy  = 0 

y 

(17)  y dx  + (2xy  -e~2y  )dy  = 0 

@ (*2  + 2x)d*  + 2ydy  ~0 

© (3a:2  -y2  )dy  - Ixydx  - 0 


Rpta.  (3 x2y  + y2)e2x  =c 
Rpta.  xy  + y eos  y - sen  y = c 

Rpta.  xe2y  — In  \y\  = c 
Rpta.  x2  + y2  =ce~x 
x 2 1 

Rpta.  — — = c 

y y 


^0)  (xy  -l)dx  + (jc2  -xy)dy  = 0 Rpta. 

(íl)  2y(x2  -y  + x)dx  + (x2  -2y)dy  = 0 Rpta. 

(22)  y(4x  + y)dx-2(x2  - y)dy  = 0 Rpta. 

(23)  (2y2  + 3-xy-2y  + 6x)dx  + x(jr  + 2y-l)dy  = 0 Rpta. 

(24)  y2dx  + (3xy  + y2 -l)dy  = Q Rpta. 

(25)  2y(x  + y + 2)dx  + (y2  -a*2  -4x-l)dy  = 0 Rpta. 

(2ó)  2(2y2  +5xy-2y  + 4)dx  + x(2x  + 2y-\)dy  = 0 Rpta. 

(27)  3(x2  + y 2 )dx  + x(jc2  + 3y2  +6  y)dy  = 0 Rpta. 

(28)  y (8x  - 9y)  dx  + 2x  (x  - 3y)  dy  = 0 Rpta. 

(29)  y (1  + xy)  dx  - x dy  = 0 Rpta. 

^0)  dx  + (x  tg  y - 2 secy)  dy  = 0 Rpta. 


xy-]n\x\-ly 


c 


y(x2  - y) -ce  2x 


2x2  + xy  + 2 y ln  | y j = cy 
x2(y2  +xy-y  + 2x)  = c 
y1  (y2  + 4xy-  2)  = c 
x2  + 2xy  + y 2 + 4x  + 1 = cy 
x4  ( y 2 + 2xy  - y + 2)  = c 
jc(x2  + 3y2 ) = ce 
x y(2x-  3y)  = c 

2 2x 
x + — = c 

x secy  - 2 tg  y = c 
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& 

§> 

§) 

34) 


(x4  lnx-2xy3)dx  + 3x2y2dy  = 0 


(x  + y )dx~2xydy  = Q 


(2x2y  + 2y  + 5)dx  + (2x3  + 2x)¿y  = 0 

* i- ' 


Rpta.  y 3 +x3(ln  | x | -1)  = ex2 


Rpta.  x ln  | x | —y  “ = ex 
Rpta.  5 arc.tg  x + 2xy  = c 


(x  + sen  x + sen  y)  dx  + eos  y dy  = 0 


Rpta.  2ex  sen  y + 2e'  (x- \)  + ex  (sen  x-cos  x)  — c 


(1  + xy)dx  + x( — h x)dy  = 0 

y 


(5ó)  (sec  x + y tg  x)  dx  + dy  = 0 

(37)  2(x  + y(sec  2 x + tg  x)é/x  + tg  x dy  = 0 


— dx  + ( y3  - ln  x)dy  = 0 
x 


Rpta.  K = xy$x* 


Rpta.  y sec  x + tg  x = c 


Rpta.  (x  + y)tg2x  = c 


„ y1  ln  | x | 

Rpta. 1 = c 

2 y 


(43) 

(44) 


3 2 3 4 

— sen  x C - sen  x 

sen  x(2  + 3ysen*  x)dx  + sec  xdy  = 0 Rpta.  ye 4 + 2 l(sen  xcosx)^4  dx-hc 

eos  xy 

y sen  xydx  - ( x sen  xy ) dy  = 0 Rpta.  y eos  xy  = c 

y 

(x  eos  y - y sen  y)  dy  + (x  sen  y + y eos  y ) dx  = 0 

Rpta.  (xseny-ycosy-seny)*?*  =c 


- dx  - (1  + xy2  )dy  — 0 


7 1 e 

Rpta.  ey  (y  - 2y  + 2 + — ) = c , u = — 
x x 


(x2  +2x  + y)c/x  + (l-x2  - y)dy  = 0 Rpta.  ex~y  (x2  + y)  = c , u=ex~y 

(eos  x - sen  x + sen  y)  dx  + (eos  x + sen  y + eos  y)  dy  = 0 

Rpta.  ex+y  (eos  x + sen  y)  = c , 11  = ex+y 
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(45)  (sen  v_2íTrsen  X)dx  + 

Vw/  y 


eos  v + 2e~x  eos*  . 

dy  = 0 

y 


Rpta.  e x sen  y + 2 y eos  jc  = 

® 

(-3 y4  + x3y)dx  + (xy2  -3x*)dy  = 0 

9 9 

Rpta.  y3 +x3  =cr4y4,  y 

® 

y(2x2  + y)dx  + x(y-  x2)dy  = 0 

X* 

Rpta.  — + In  xy  = C 

y 

2 y dx  + 3*  dy  = 3jc~!  dy 

Rpta.  >-3(jr2-l)  = c 

xdy  + 2 ydx  = x3  y3  dy 

Rpta.  x2y(x2  +c)  + 2 = 0 

® 

y (4xy  + 3)  dx  + x (3xy  + 2)  dy  = 0 

Rpta.  x y + x y = C 

4x  dy  - 3 y dx  = y ~3  x dx 

Rpta.  2y4+jc  = c*3 

y dx  + 2x  dy  = x3ydx 

Rpta.  31n(xy2)  = jc3  +c 

® 

y dx  ~2x  dy  = xy5  dy 

Rpta.  5\n(xy~2)  = y5 +c 

® 

x~  x sen  x 

(sen  x — x eos  x)dx  + 2( — r )dy  ■ 

y 1 y 

= 0 

Rpta.  2 xy  -y2  sen  x = ex  , w(x,  y) 

® 

3 y dx-2xdy  = x4y2dx 

3 i! 

Rpta.  1 Ijc2  -y* 2 = cy 

® 

3y  dx  + 4x  dy  = Sx2y~3dx 

Rpta.  x3(y4  -x~)~  c 

® 

( 4xy 2 +6y)dx  + (5x2  y + %x)dy  = 0 

Rpta.  jc3y4(jcy  + l)  = c 

® 

[/  -2jr2(x  + j>)2  -^(x  + >>)2]í¿x:  + [>'2 

-2x2  (x  + y)2  + Jt(x  + y)2  ]dy  = 0 

® 

(2j  + 3jc2>'3  )í¿r  + (3x  + 5.t3j  2 )í/y  = 0 , 

w(jc,v)  = *"V13 
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61)  = 


& 

63) 


66) 

§> 

§) 

§) 

S) 

§> 

73) 


(2xev  + y2eA  + 2x)¿/x  + (x2e-v  4-2veA)dy  = 0 Rpta.  x2^  + y2ex  + x2  -c 

Rpta.  (x  + y)ex+y  — c(x-y) 


dy  x:  - y2  - 2y 


dx  y2  -x2  - 2x 


64)  — = 


V2  2 

x - y dy 

y dx  = (2x2 y3  - x)dy , y (1)~1 

e*y 


dy 

dx  ex  +2  y 


, y(0) = i 


Rpta.  y = x - sen  (y  + c) 
Rpta.  xy3-2xy  4-1  = 0 

Rpta.  eA  = y(l  + 2 ln  v) 


[y4(x3  4-x2  -2x  + l)  + (x2y  + y*  4 - xy2  )]dx-(x3  4 -xy1  +x2y)dy  = 0 


Rpta.  (3x4  4-4x3  -12x2  + 12x)y3  +12 xy2  + 6x2y4-4x3  ~cy 3 


xdy-ydx  = x2  ydy 

Rpta. 

2 

2y  — xy  + c 

(x - 2 y3  )dy  = y dx 

Rpta. 

m 

1 

& 

II 

x dy  + y dx  = 3x 2 dx  , y (2)  = 1 

Rpta. 

xy  = x3  - 6 

x2 Dxy~ xy  = x2  - y2  , y (1)  = 0 

Rpta. 

x + y = x2(x-y) 

x dy  - y dx  + (y7  - 1 )dy  - 0 

Rpta. 

y 2 - x + 1 = cy 

xdy  + ydx  = x2y  dy 

Rpta. 

x'ly'1  +lny  = c 

y (2  4-  xy)  dx  + x ( 1 + xy)  dy  = 0 

Rpta. 

x2yexy  = K 

xdx  4-  ydy  xdy  - ydx 

1 ^ ^ 

Rpta. 

7x2+y2+>=c 

I 5 > 
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(75)  xdy=(x2  + y2  +y)dx 

(76)  ex  ( y 3 + xy3  + \)dx + 3y2  (xex  -6 )dy  = 0 

(77)  xdy  + ydx  = y2dx 

(78)  xdy-ydx  + (x2  +y2)dx  = 0 

(79)  3xdy  = 2ydx  - xy  eos  x dx 

(80)  ex  (x  + \)dx  + (yev  -xex  )dy  = 0 

(81)  xdy-ydx  = (1  +y2)dy 

(82)  xdy-  (x5  +x2y2  + y)dx 


Rpta.  y = x tg  (x  + c) 

Rpta.  xex  y3  +ex  - 6y 3 = c 

Rpta.  y (1  + ex)  = 1 

Rpta.  y = x tg  (c  - x) 

Rpta.  x2  =Cy3escnx 

Rpta.  2xex~y  +y2  *c 

_ x 1 

Rpta. = + y + c 

y y 

X X 1 

Rpta.  are.  tg  (— ) = + c 

y 4 


( — - W->  + ( ° 

y x~+y¿  x¿  +y  y 1 


Rpta.  + are.  tg(— ) = c 


xdy  -y  dx  = 2x2 y2 dy  , y (1)  = -2 


Rpta.  3y-2xv3  - lOx  = 0 


y(2x  + y3 )dx - x(2x  -y  )dy  = 0 


Rpta.  — + xy  = c 

y 


y(x3  - y5  )dx  - xix*  + y^)dy  = 0 


3 , ..5  > 


Rpta.  x4  = yA(c  + xy) 


(x3y3  + \)dx  + x*  y£dy  = 0 


4 ..2  ^ 


Rpta.  xV  = -3  ln(xc) 


y(y3  -x)dx  + x(y3  -\-x)dy  = 0 


Rpta.  2xy3-x2=cy2 


x (x  + y):  (dx  + dy)  = m(xdy-ydx)  Rpta.  x(x  + j)  = 3my 


(2x2  + v2 -3)(xdy  + ydx)  = (xy)3(4xdx  + 2ydy)  Rpta.  (xy)  2 + 2 ln(2x2  ± y2 -3)  -e 
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xdy-  y dx  = y 3 (.v 2 + y 2 )dy 

y y 

Rpta.  are . tg  — = — + c 
x 4 

© 

y(xA  - y2  )¿x  + jc(jc4  + y 2 )dv  = 0 

Rpta.  y(3x4  + y2)  = cx3 

yCxV^  ~y)dx  + x(y  + x3exy)dy  = 0 

Rpta.  lx2exy  +y2  =cx2 

® 

y2(\ -x2  )dx  + x(x~y  + 2x  + y)dy  = 0 

Rpta.  x:y  + x + y = cxy2 

® 

y(x2y2  -m)dx  + x(x2y2  +n)dy  = 0 

Rpta.  x y1  =2ln(^-) 

x dx  + y dy  = (x2  + y2)3  {xdy  - y dx) 

y i 

Rpta.  tare.  tg(  ) + , =c 

* U2+/)5 

® 

ydx-xdy  = (x2  + y2)2  (xdx  + ydy) 

Rpta.  are . tg(— ) = — (x2  + y2  )2  + c 
>>  4 

® 

xdy  - ydx  - yj 4x2  + 9 y2  (4xdx  + 9 ydy) 

3 ! 
Rpta.  arctg  — = 6(4x2  + 9y2  )2  + C 
2x 

® 

y (2  - 3xy)  dx  - x dy  = 0 

Rpta.  x"(l-xy)  = cy 

© 

y{2x  + y2  )dx  + x(y2  -x)dy  = 0 

Rpta.  x(x  + j*)  = cy 

@ 

2 x5yl  = y{  3x4  + y2) 

Rpta.  x4=y2(l  + cx) 

© 

(xn  yn+]  + ay)dx  + (xn+]  yn  +bx)dy  = 0 

Rpta.  si  n * 0,  x” yn  = 

«ln(cx  ay  6),sin  = 0,  xy  = cyay'h 

© 

(xw+1iyn  + ay)dx  4-  (x'1  +ax)í/y  = 0 

Rpta.  si  n # l,(rt-l)(xy),,  1 (x2  + y1  -c)  = 

= 2a  , si  n = 1,  x2  + y2  -e  = -2a  in(xy) 

© 

x dy  + y dx  ~ xy  dx 

1 2 

Rpta.  — = — + c 

(xy)2  x 
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(M3) 


xdy -ydx  = (xy)y2dy 

Rpta. 

2 ln(— ) = y2 

X 

+ C 

© 

xdy-  ydx  = (x2  + xy-2y2  )dx 

Rpta. 

m (x+2')  = 

x-y 

3x  + c 

te) 

y(ydx  - xdy)  + 3 >JyA  - x4  (ydx  + xdy)  * 0 

(lOií) 

X X 

ye  v dx  - (xe  v + y 3 )dy  = 0 

Rpta. 

e - + : — = c 

2 

© 

e ' (eos  ydx-  sen  y dy)  = 0 

Rpta. 

ex  eos  y = c 

© 

(x-jx2  + y2  + y)dx  + {y  yjx1  + y2  + x)dy  = 0 

Rpta. 

(x  +y) 

3 

- + xy  = 

© 

2 cQS— -(xrfy  + ydx)  + e™  * £sen  y (eos  xdx  + eos  vdv)  • 
scn(.tr) 

■ 0 

112)  (3jc2  ln  jr  + x2  + y)dx  + xdy  = O 

1 


Rpta.  21n(sén0<y))  + e“n\e!*nj'  =c 


Rpta.  xy  + x 3 ln  x = c 


,v( 


jr2  + -1 


)dx+{-  1 


2 2 
.2  X 4-  V 


Vj  = o 


V V 

Rpta.  arctg  — + arcsen  — = K 


114)  y [ sen  (x  + y)  + x eos  (x  + y)  ] dx  + x [ sen  (x  + y)  + y eos  (x  + y)  ] dy  = 0 

Rpta.  xy  sen  (x  + y ) = c 


lis)  e** ( ydx  + xdy ) + =====  ( xdx - ydy)  + yjx2  - y2  dy  = 0 Rpta.  exy  + y^¡x2  -y~  - c 

sjx2  -y2 


lió)  xy2(x6  - y6)(2ydx  + 3xdy)  = 24x2  y3  (x5  dx  - y2  dy)  Rpta.  x2  y2  = (x6  - yb  )4  K 


112 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


[ 2xy  sen  (x  + y)  + y sec  (x  + y)  ] dx  + [ 2xy  sen  (x  + y)  + x sec  (x  + y)  ] dy  = O 

Rpta.  sen2(x  + >>)  + ln(jt.y)  = c 

2 y dx -xdy  = xy^dy  Rpta.  31n (x2y~l)  = y3  + c 


ydx  + xdy  = yjx 2 + y2  ( xdx  4-  ydy)  Rpta.  3 xy  = (x2  + y2  )*  4-  c 

dM  dN  XTk  k 

Probar  que  si =*  N — entonces  x es  un  tactor  integrante  de 

dy  dx  x 

M(x,y)  dx  4 N (x,y)  dy  = 0 


Demostrar  que  si  la  ecuación  diferencial  (axy  - b)y  dx  + (cxy  - d)x  dy  = 0 es  dividida 
entre  xy  [(axy  - b)  - (cxy  - d)  ] entonces  es  exacta. 

Resolver  la  ecuación  diferencial  usando  el  factor  de  integración 

u(x,y)  = [xy(2x  + y)]"' , (3xy  + y2  ) + xy(2x  + y)  = 0 

dx 

y[2{x  + y)  + (\  4-x2  )arctgx]dx + (x3  + 2x2>’4x4  2>?)arctgxú()/  = 0 
Considerando  una  ecuación  diferencial  de  la  forma 
[y  + xf(x2  +y2)]dx+[y  f(x2  +y2)-x]dy  = 0 

a)  Demostrar  que  una  ecuación  diferencial  de  esta  forma  no  es  exacta. 


b)  Demostrar  que  — es  un  factor  integrante  de  una  ecuación  diferencial  de  esta 

x2+j>~ 

forma. 

^T25)  Resolver  la  ecuación  diferencial  [y  + x(x2  + y2)2]dx  + [y(x2  +y 2)2  -x]dy  = 0 

Rpta.  4arc.tg — h(x2  +y2)2  —K 

y 
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[126)  y(x2  + v2  -I)¿x  + x(x2  -i- y2  + l)dy  = 0,  u = — r Rpta.  xj  + arctg( 

" x* 

[127)  (x2 +y2 +\)dx~2xydy  = 09  u(x,y)  = cpO>2 -a:2 ) 

2 2 1 1 
Rpta.  1 + y -x  =cx  , u{  =— ; — , «2  =“7 


(l  + >>2  -x2 )2 


128)  x dx  + y dy  + x (x  dy  - y dx)  = 0,  u = (p  (x2  + y2) 


_ y- 1 

Rpta.  -..i  :■■■■■■-.-  = c , « = 

J77/ 


(x2+y2)3'2 


129)  (3y2 -x)dx+(2y3  - 6xy)rfy  = 0 , « = cp(x  + >>2) 


,2  \2 ..2 


Rpta.  (*  + /)  c = *-.y  , «=■  2 , , 

+ y > 


(y-xy2  ln  x)dx  + xdy  = 0 , u = <p  (xy) 

Rpta. 

2 + xy  ln2  y = cxy  , u = — 

X 

© 

(xy2  -y)dx  + (xy -\)xdy  = 0 

Rpta. 

3 

| 

11 

1 

$ I" 

(D 

( + 2 ^ y)dx  + ( )dy  = 0 

y+y  y+y 

Rpta. 

ln  | x - y \ - arctg  — = c 

X 

© 

[y  + x(a:*  + j ' )]<¿c  + [_y(Ar 2 + y'  )-x]dy  = 0 

Rpta. 

x2  + j2  - 2 arctg  — = K 

X 

i 

© 

x(\—yjx2  + y2  )dx  + ydy  = 0 

Rpta. 

x/y  +y  =V+c 

© 

( lxAy-3y*)dx  + (2x 5 -9xy1)dy  = 0 

Rpta. 

*V  ~x3y9  =K 

(D 

X+2yj\  - V2  COS  V 

¿z/r . sen  y¿/x  + dy  — 0 

/'i  i»2 

Rpta.  x are. sen  y + 2 sen  y = c 

i 


,2  2 


J 132  ¿ ~ 

ay  j;  -x  -x  + +2x 


137)  — = 


(x+yY 


dx  x - xy 2 + x7  y - y*  + 2 y 


Rpta.  K(x2  - y2)  = e 2 
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Aplicando  el  ejercicio  122  resolver:  ( y 4 + jc3  )dx  + 8xv3¿y  = 0 

Rpta.  *2  (7/ + x3 ) = c 

(5*  + 2>xy  + 2y:)dx  + (x  +2xy)dy  = 0 Rpta.  x +x*y  + x y =c 

Demostrar  que  í , donde  Mx  + Ny  * 0,  es  un  factor  integrante  de  la  ecuación 

Mx  + Ny 

diferencial  homogénea  M (x,y)  dx  + N (x,y)  dy  = 0 

Demostrar  que  , donde  Mx  - Ny  ^ 0,  es  un  factor  integrante  para  la  ecuación 

Mx  + Ny 

diferencial  M (x,y)  dx  + N(x,y)  dy  - y f (xy)  dx  + x g (xy)  dy 


( x 4 + y4)dx-xy2dy  = 0 

Rpta. 

yA  = 4x4  ln  x + cx4 

y2dx  + (x 2 -xy  — y2  )dy  = 0 

Rpta. 

(x-y)y2  = c(x  + y) 

■ A ! |>t 

(y2  -xy)dx  + x2dy  = 0 

Rpta. 

X 

x = Key 

(x3  -y2)dx  + xy2dy  = 0 

Rpta. 

y3  + 3x3  ln  kx  = 0 

(x3  - 3 xy2  )dx  + (>'3  - 3 x2y)dy  = 0 

Rpta. 

jc4  -6x2y 2 + y 4 - c 

y(x  + 3y)dx  + x 2 dy  - 0 

Rpta. 

x 2 y = c(2x  + 2y) 

y(2x 3 - x2  y + y*  )dx  - x(2x3  y y2  )dy  - 0 

Rpta. 

2x2y  ln(cx)  = 4x3  - y 

y{x2  +y2)dx  + x(3x2  - 5y2  )dy  = 0 , y (2)  = 1 Rpta.  2 y5  +2 x2 y*  +3*  = 0 

(2  — — _y  -)dx  + ( - X -~^~?)dy  = 0 Rpta.  — + arctg-  = c 
v x~  + y x 2 + v y y x 

I 

y(x2  + y2  + 2)dx  + x(2-2x2 y2  )dy  = 0 Rpta.  x~cy2eX} 
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y(2xy  + \)dx  + x(l  + 2xy-xy  y*)dy  = O 


3jtv+1 

Rpta.  y = ce  3 v v 


dy  y- jcv2  - x3 
dx  x + x~y  + y' 


Rpta.  x2  + y2  +2arctg  — = K 
x 


Demuéstrese  que  la  ecuación  diferencial  xpq  (aydx+  ftxdy)+  xr  ys  (yydx  + dxdy)  = O 
donde  p,  q,  r,  s,  a,p,y,5  son  constantes  conocidas,  tienen  un  factor  integrante  de  la 
forma  xa yb  en  que  ayb  son  constantes  adecuadas. 


(jc  V + 2y4  )dx  + (x3  + 3 xy3)dy  = 0 


i 

Rpta.  5x2>>2  + \2xl0yis  = c 


Demuéstrese  que  — = — — puede  resolverse  efectuando  una  transformación  a 

dx  x(/-x2+ 1) 

coordenadas  polares  r y 0 en  la  cual  x = r eos  0,  y = r sen  0 y hallar  su  solución. 


Rpta.  x2  -\-cxy  + y2  = 0 


Si  <)>  es  un  factor  integrante  de  la  ecuación  diferencial  M (x,y)  dx  + N (x,y)  dy  - 0, 
demostrar  que  <(>  satisface  a la  ecuación  de  derivados  parciales. 


dy  dx  dy  dx 


158)  Demuéstrese  que  si  la  ecuación  diferencial  M (x,y)  dx  + N (x,y)  dy  - 0 es  tal  que 

1 dN  dM  . , I Fitndu 

( ) = F(xy)  es  decir  una  función  del  producto,  entonces  eJ 


xM  - vN  dx  dy 

es  un  factor  integrante  siendo  u = xy. 


159)  (v  + xv  + l)dx  + (x  +xy  + \)dy  = 0 


Rpta.  exv(x  + y)  = c 


160)  (x3  +xy2  + y)dx-xdy  = 0 


Rpta.  x2  - 2 arctg  — = c 
x 
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© 

(x-yjx2  +y2  )dx  + (y-yjx 2 + .y2  )dy  = 0 

Rpta. 

yj  x2  + y2  =x  + y + c 

© 

(x3  +y)dx  + (x2y-x)dy  = 0 

Rpta. 

i 2 

x +xy  -2  y - ex 

(D 

(x2  +y2  + y)dx  + (jc2  + j>2  - x)dy  = 0 

Rpta. 

x + y-  arctg  — = c 
x 

(D 

(x  — jc 2 — y 2 )dx  + (jy  + x 2 + _y 2 )¿y  = 0 

Rpta. 

ln  | x2  +y2  ¡ + 2y - 2x  = c 

(D 

(x2y  + y3  - x)dx  + (x 3 +jcy2  - j)¿/y  = 0 

Rpta. 

ln(x2  + y2 ) = 2 xy  + c 

(D 

(jcy 2 + jc  sen 2 jc  - sen  2x)dx  -2ydy  = 0 

Rpta. 

x2  -21n(y2  -fsen2  x)  = c 

© 

(5xy  + 4y2  + \)dx  + {x2  + 2xy)dy  = 0 

Rpta. 

4x5 y + 4x4 y2  + x4  = c 

© 

(3  + y + 2y 2 sen  2 x)c/x  + (x  + 2xy  - y sen  2x)dy 

= 0 

Rpta. 

y 2 sen  2x  = c + 2x(3  + y + y 2 ) 

© 

eos  0(1  + 2r  eos2  d)dr  + r sen  0(1  - re  os2  0)¿/0  = 

= 0 

Rpta.  r2  eos2  0+r  = c. eos 0 

© 

( r 2 sen  0 - tg  d)dr  + r sec  0(sec  0 + r 2 tg  0)¿/0  = 

0 

Rpta.  r2  sec 0 + tg0  = re 

© 

(jc3  + xy2  + j)dx  + (j>3  + x2.y  + x)dy  = 0 

Rpta. 

(x2  + y2  )2  = c-4xy 

© 

( jc3  H-  jcy 2 -y)dx  + (y*  + x2  y + x)dy  = 0 

Rpta. 

~ y 22 

2 arctg  — = c- x -y 

X 

© 

(y  2 eos  x - y)dx  + (jc  + y 2 )rfy  = 0 

Rpta. 

y2  -x  = >>(c-senx) 

© 

(x  + x3  sen  2y)dy  -2ydx  = 0 

Rpta. 

x2  (c  + cos  2y)  - 2 y 

© 

(2 y sen  x - eos3  x)dx  + eos  x dy  = 0 

Rpta. 

y = (x -fe)  eos  2 X 

© 

(2x  + 2xy2  )dx  + (x2 y + 2y  + 3y3)dy  = 0 

Rpta. 

(x2  +y2)s¡\  + y2  — c 
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yVjc-My 

Probar  que  si  — = R , donde  R depende  sólo  de  xy,  entonces  la  ecuación 

xM  - yN 

diferencial  Mdx  + Ndy,  tiene  un  factor  integrante  de  la  forma  M (xy).  Hallar  una  fórmula 
general  para  este  factor  integrante. 

Hallar  un  factor  integrante  y resolver  la  ecuación  diferencial 
(2 y3  + 2x2y-by)dx-(2x*  +2xy2  -2bx)dy  = Q 


(x  + y)2  (x  dy  - y d)  + [y2  -2  x2  (x  + y)2  ](dx  + dy)  = 0 


Encontrar  la  solución  general  de  la  ecuación  (Ay -a  )dx  + (xy- y~  )dy  = 0 , aplicando  un 

9 ? 

factor  integrante  de  la  forma  u = (p(y  - x)  Rpta.  x~  — y -c 


Resolver  la  ecuación  diferencial  y{2xy  + \)dx  + (a  + 2a2 y - a4 y3  )dy  = 0,  sabiendo  que  u 


es  factor  de  la  forma  u = , donde  Mx  - Ny  * 0. 

Mx-Ny 

11, 

Rpta.  3 3-  + ln  y = c 

A'y~  3 a y 


Resolver  la  ecuación  diferencial 
integrante  de  la  forma  u = cp(x  - y). 


(3  a + ~)dx  + (—  + —)dv  = 0 encontrando  un 

y y x 


Rpta.  a3 y + y 3 + 3 a 2 ~c 


¡ actor 


dx 

2A-ysen(Ay)  + (3y‘'  - a sen  xy)—  = 0 

dx 


yexv  - 8 a + ( 2 y + xe xy ) — = 0 
dx 


Rpta.  a “ + y3  - sen  xy  = k 


Rpta.  exy  - 4a2  + 2 y 2 = c 
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2.8.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  LINEALES  DE  PRIMER 
ORDEN.- 


Consideremos  la  ecuación  diferencial  ordinaria: 


aí(x)^~  + a2(x)y  = f(x) 

dx 

donde  aj,  a2  y f son  funciones  solamente  de  x ó constantes. 


(1) 


Suponiendo  que  ai  (x)  * 0,  entonces,  dividiendo  a la  ecuación  (1)  por  ai  (x)  se  tiene 

dy  a2(x)  f(x) 

— + _= y = , de  donde  se  tiene: 

dx  al  (x)  a,  (x) 


«y 

dx 


+ p(x)y  = Q(xY 


a la  ecuación  (2)  llamaremos  ecuación  diferencial  lineal  de  primer  orden  en  y. 
Si  Q(x)  = 0,  la  ecuación  (2)  toma  la  forma: 


+p{x)y  = 0 
dx 


(2) 


~ (3) 


a la  ecuación  (3)  llamaremos  ecuación  diferencial  lineal  homogénea  y es  una  ecuación 
diferencial  de  variable  separable  y su  solución  es: 


y = Ke 


jp{x)di 


Si  Q(x)  * 0,  la  ecuación  (2)  es  decir: 


T + pWy  = eW 


llamaremos  ecuación  diferencial  lineal  no  homogénea. 


Como  Q(x)  * 0,  la  ecuación  (2)  no  es  exacta. 

Luego  hallaremos  un  factor  de  integración  para  su  solución. 

Si  I(x)  es  un  factor  integrante  sólo  de  x a la  ecuación  (2)  lo  expresaremos  así: 
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[p(x)  y - Q(x)]  dx  + dy  = O,  al  multiplicar  por  l(x). 

I(x)  [p(x)  y - Q(x)]  dx  + I(x)  dy  = 0,  es  una  ecuación  diferencial  exacta. 


por  lo  tanto: 

dI(x)(p(x)y-Q(x))  _ 

, efectuando: 

dy 

dx 

I(x)p(x)  = 

, de  donde  agrupando 
dx 

d/(x)  , , 

= p(x)dx  , integrando  con  respecto  a x 

I(x) 

tdl(x)  Í 

J /(r)  J 

\p{x)dx  =>  ln  I(x)  = ^p{x)dx  de  donde: 

Íp( *)dx 

I(x)  = e' 

, el  factor  de  integración 

ahora  multiplicamos  a la  ecuación  diferencial. 


\p(x)dx 

(p(x));-  Q(x))d-x  + dy  = 0 por  /( x)  = eJ 


f p(x)dx  [p(.*)<k 

e *’  f p(x)  y - Q(x)]dx  + eJ  dy-  0 agrupando 


1 p(  x )dx  1 p(x  )dx  I p(  x )dx 

eJ  p(x)ydx  + eJ  dy  = eJ  Q(x)dx 


[/»<*)<*«  \p{x)dx  r \p{*)dx 

d(e J y)  = eJ  Q(x)dx  , integrando:  eJ  y=  le  Q{x)dx  + c , de  donde: 


-f  p(x)dx  r f P(x)dx 

y = e J [ Je'  Q(x)dx  + c] 


Que  es  la  solución  general  de  la  ecuación  (2) 


a.  Ejemplos:  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


(T)  — + 2y  = x2  + 2x 

W dx 

polución 
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— + 2y  = x2  + 2x,  de  donde  p (x)  = 2,  Q( x)  = x2  + 2x 
dx 


© 


- I p(x)dx  r \p{x)dx 

Como  la  solución  general  es:  y - e J [\eJ  Q(x)dx  + c] 

- h dx  r ¡2dx 

y-e  J [le  (jc*  +2x)dx  + c]  efectuando, 
f 2t 

y = e~2x  [ I e (jc2  + 2x)dx  + c]  integrando  por  partes  se  tiene:  y = 


2x~  +■  2x  -“1  •», 

+ ce  * 


x ln  jc  — -y  = jc3  (3  ln  | jc  | —1) 
dx 


Solución 


a , . . , .u.  , dy  1 x2(31n  | x | -1) 

A la  ecuación  diferencial  escribiremos  asi: y = , ecuación 

dx  x ln  jc  ln  x 

lineal  en  y.  Como  la  solución  general  de  la  ecuación  es: 

\p(x)dx  r | P(*)dx 
y 


[p(x)dx  r [p(x)dx 

'-e  • [\eJ  Q{x)dx  + c]  reemplazando 
v = (.  í ílnWr  íj  -vln|x|  (3  ln  I X 1 -1)  ¿y  + C1 


ln  1 jc  ! 


f-  ln(,ftu  ’ ^31n|xJ-l) 


y = emmx'\y 


ln  I x I 


dx  * . simplificando 


v = ln  | x | ( ^ — — — — — dx  + c) , poniendo  bajo  un  diferencial 

J ln ' | x | 

r ¿ Jr3  , 

y = \n\x  ( </(— — ) + c)  = ln|x|(  — — + c)  y = x + c.ln|*| 

J ln  x ln  x i 


O ^7- + <>'(•*  )v -<!>(*>♦  Y*)  = 0 

dx 
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Solución 


A la  ecuación  diferencial  expresaremos  así: 


-j- = <K*  )<!>'(*) 
dx 


- \p{x)dx  r \p(x)dx 

Como  la  solución  general  es:  y = e J ( je J Q(x)dx  + c)  reemplazando 
V = e J ( \e} 


)\x)dx 


y = e <J>(jr)  je  c{>(jc)c()  '(x)dx  + c)  integrando  por  partes. 

f«  = <t>(jf)  \du=4f\x) 

\dv-e^x)^>'(x)dx  [v  = el|><'r' 


^ = e',t'(l,((t.(x)ew*)-e*(jr,+c) 


y = <f>(x)  - 1 + c.e 


© - — ■ — 

dx  x sen  v + 2 sen  2 y 


Solución 


dy  _ 1 

dx  x sen  y + 2 sen  2 y 


— = jc  sen  y + 2 sen  2 y 
</y 


— = -(sen  y).x  = 2 sen  2 y , ecuación  lineal  en  x. 

dy 


- í-sen>¿/>-  r I _ sen  ydy 

= * j ( e* 


x — e 


2 sen  2y</y  + c) , calculando  la  integral 

' ^ JeC0S;  ^ sen  + c ) donde 

(4  jecos  v sen  y.  eos  ydy  + c)  integrando  por  partes. 


v) 
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x = e cos  v(-4cosyeGOS> +4ecos> +c) , simplificando  x = 8sen2 


© 


dy  i 7z  «i2 

— -yctgx  = 2x-x  ctgx,  >’(-)  = — + 1 
dx  2 4 


Solución 


La  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es: 

- f-ctgjrdx  r \~c\gxdx  , 

y = e J [ \eJ  (2x- x~c  tg  x)dx  + c] , efectuando  la  integral 


© 


/•  -Lnsenx 

y = eLnsenxl  \e  (2x-x  c tg  x)dx  + c) , simplificando 

[2x-x~c  tg  x 


y - sen  x( 


í- 


sen  x 


- dx  + c)  integrando 


2 , 2 71  7t 

y = senx(x  + cosecx  + c)=x  + csenx,  para  x = — , y = — + 1 

2 4 

2 2 

71  71  , . 2 

h 1 = h c =>  c = 1 , por  lo  tanto  /.  y = x + sen  x 

4 4 

(l+x2)ln(l  + x2)  — -2xy  = ln(l  + x2  )-2x  arctg  x donde  y->-  — cuando  x -►  <x¡ 


dx 


Solución 


A la  ecuación  diferencial  expresaremos  así: 


2x 


1 


2x  arctg  x 


dy ^ i 

dx  (x2  +l)ln(x2  +1)  ’ l + x2  (l  + jt2)ln(l+x2) 
La  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es: 


Í— 2 xdx  /■ 

(T2+])ln(.r2  + l)r 


-2  xdx 


f je-'(i2+l)ln(v2+I)(.  1 


2x  arctg  x 


l+.r2  (1  + je2 ) ln(l  + ) 


- )dx  + c] 


y = e 
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y = eln(ln(l+Jf2 ' | jV  ln(ln(x2 +l))  (—1— — -Ctg*  , )dx  + c] 


l + x2  (1  + x:  )ln(l  + x: ) 


y = ln(l  + x 


2 X f[ 

J (1  + 


1 


(1  + jf  )ln(l  + .t¿)  (1  + x )ln‘ (1  + jr ) 


, = ln(l  ♦ ,■ )[  «l-toO+x2  x-^+  c) 

J ln(l  + jr2 ) ln(l  + x‘) 


. ..  2 \ j j j y arctgx  -n 

y = arctg  x + x ln(l  + x ) de  donde  c = ; — para  y ->  — , x — 

ln(l  + x2)  ln(l  +jc*  ) 2 


71  7T 

c = 0-  0 = 0 =>  c = 0.  Luego  la  solución  particular  es:  y = arctgx 

ac  oc 


J--2 xy  = eos  x-2x  sen  .v,  donde  y es  una  función  acotada,  cuando  x -*» 
dx 


Soiución 


2x y = eos  x - 2x  sen  x,  la  solución  general  es: 

dx 


- í-2*í/jr  p [-2x  dx 

y = e J [ leJ  (eos x — 2x sen  x)dx  + c] , simplificando 


2 rx 

y = ex  [le  (eos  x-2x  sen  x)dx  + c]  > poniendo  bajo  un  diferencial 

2 f _ 2 2 _ .2  2 

y = ex  (I  d{e  x sen  x)  + c)  = ex  (e  sen  x + ce x )) 


2 

y = senx  + cex  , como  sen  x varía  entre  -1  y t además  y es  acotado 

Cuando  x — > oo  y c = , por  lo  tanto  y = sen  x 

dy  1 
dx  -x 
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Solución 


A la  ecuación  diferencial  expresaremos  así:  — = — * 


dx 


— = e}  - x de  donde: 
dx  e v -x  dy 


— + x = ey,  ecuación  diferencial  lineal  en  x cuya  solución  general  es: 
dy 


- í dy  r I^V 

: = e J e}  dy  + c] , integrando  tenemos: 

* 

2y 

= e~y[  Je2*  dy  + c]  = e ~y(^-  + c)  por 


lo  tanto  x — — + ce 

2 


b.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 


I. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


xtg2  ydy  + xdy  = (2x2  + tgy)dx 


dy  r 1 1 x 

e y = — sen  — e cos- 

dx  x2  x 


xsen  0d0  + (x3  -2x2  eos  0 + eos  0)¿/jc 


x2dy  + xydx  = 8jc2  eos2  x dx 


Rpta.  tg  y = x (2senx  + c) 

_ 1 

Rpta.  y- eos  — + ce 


Rpta.  eos  0 = 4-  exe 


Rpta.  xy-2x~  + 2xsen  2x  + cos  2x  + c 

2 


Rpta.  y = xi(^-  + c) 


(jr  + 3y)dx-xdy  = 0 
dy  = x-5{4xAy  + lx4y-'  + 256 y7  +768/  +864/  + 432y + 8\y~' )dx 


dy  sen(2;c) 

y.c  tg  x = 

dx  2 


eos  y . dx  = (x  sen  y + tg  y)  dy 


Rpta.  y = K senx  + sen  x 
Rpta.  x = K secy  - secy  . Ln  cosy 
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(2x  — + 7)\/l  +x  = 1 + 2x 
dx 

Rpta. 

y = ^+J¡TX 

Vx 

x(l-x2)  — -7  + ax3  =0 
dx 

Rpta. 

ex 

(7  2 -\)dx  = y (x  + y)dy 

Rpta.  x = yjy2  -\(Ln(y  + y¡y2  — 1)  + C) 

(1  + y2)dx  = (t]\  +y2  sen7-x7)¿/v 

Rpta. 

Xyj\  + y2  4- eos  7 = c 

dy 

— + y eos  x = sen  x eos  x 
dx 

Rpta. 

7 = ce”senx  4- sen  x - 1 

dy 

— (x  eos  7 + a sen  27)  = 1 
dx 

Rpta. 

x = ce%tny  - 2a(\  + sen  7) 

dy 

— 4-  y - sen  x 
dx 


dy 

— 4-  xv  = 2x 
dx 


Rpta.  y = ce  x +—  (sen  x-cos  x) 


Rpta.  y = ce  2 +2 


x 2 dy- sen  2x dx  + 3x>* dx  = 0 

dy  3 + xv 

dx  2x2 

dy  y ,2 

dx  1 + x 

(x  + y)2  (x  dy  - y dx) + [y2  - 2 x2  (x  + y)~  ](dx  ^ 

Rpta. 

(x2  +1  )dy  = (x3  +xy  + x)dx 


Rpta.  4x3  v + 2x  eos  2 x = c sen  2x 

Rpta.  y - c>/x  — - 
x 

_ , x X2  1 . 

Rpta.  7 = 1+ + c(l  4 — ) 

2 2 x 

¿fy)  = 0 

(v-x2  -xv)(x4- y)2  = K(y  + 2x2  4-2xy) 
Rpta.  7 = x2  4-14-  cs¡x2  4-1 
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23)  — = 


dy  1 — xy 


dx  1 -x2 


Rpta.  y = x + c^J\-x2 


dy 

4- — y)  = x-v 
dx 


Rpta.  xy  - ce * -x-1 


241  2xdy-(y~3x  lnx)¿/x 


Rpta.  y = — x2Lnx  + c\fx 


25)  — + xsenx  = — 

dx  x 


Rpta.  y = x eos  x & ex 


26)  -4» 


dy  2y  + (2x  ~\)ex 
dx  2x  + 1 


Rpta.  y = ex  + c(2x  + 1) 


27)  — = 


dy  y x -y 


dx  x x -2 


Rpta.  (x  - 2)  y = x (x  + c) 


dy-(x  + \)ydx 
x2  + 4x  + 2 


= dx 


Rpta.  y - ce  2 — jc  — 3 


29)  (x2  +2x-\)y'-(x  + \)y  = x-\ 


Rpta.  y = c\lx 2 + 2x  - 1 + x 


Sug.  para  la  integral  d( — ) ='  ^ ^ — — 
2 2 


30)  (x  + l)dy-[2y  + (x  + 1)  ]dx  = 0 


Rpta.  y = c(x  + 1)2  + -^(x  + 1)4 


(31)  x ln  jc.  — - (1  + ln(x))>>  + (2  + ln  x)  = 0 

dx  2 


Rpta.  v = cxlnx  + >/x 


32)  y-y  = 2xe' 


»*r  i 


Rpta.  y - e + ce 


33)  xy9-  y + x'  senx 


Rpta.  y = -x  eos  x + ex 
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x(x-\)y'+y  = x2{lx-\) 

Rpta. 

CX  i 

y — + x" 

x — 1 

y eos  y + sen  y = x + 1 

Rpta. 

sen  y = x + ce  ’ x , sug.  z = sen  y 

® 

y’+seny -fxcos  y + x = 0 

Rpta. 

v _x 

tg  — = ce  — x + 1 

sug:  sen  2y  = 2 sen  y eos  y,  eos2  y = 

1 -f  eos  2 y 

2 

® 

y'-—v  = ex{x  + \)n 

x + \ 

Rpta. 

y = (x  + \)"(c  + e') 

® 

(y3  - y)dx  + (xy2  -x-y2  + \)dy  - 0 

Rpta. 

x(y2  -1  ) = y2  +1  + cy 

® 

dv 

x—  + y(xc  tgx  + 1)  = ctgx 
dx 

Rpta. 

(xy  - 1 ) sen  x = c 

@ 

(x  + sen  y - 1 )dy  + eos  y dx  = 0 

Rpta. 

x (sec  y + tg  y)  = y + c 

© 

(ey  -2xy)y'=y2 

Rpta. 

xy2  = ey  + c 

@ 

y-xy'=  y'  y2e' 

Rpta. 

x - yey  + cy 

@ 

dy  , 4 

x 3 y = x 

dx 

Rpta. 

4 3 

y = x + ex 

® 

y'+yc  tg  jc  = 2x  eos  ecx 

Rpta. 

y = x 7 eos  ecx  + c.  eos  ecx 

® 

y'+y=  ^ 2. 

1 -fe 

Rpta. 

y = e~x  arctg  ex  + ce  x 

@ 

y'+y  = 2xe  x +i2 

Rpta. 

y = x2e~x  +x2  -2x  + 2 + oe~* 

® 

( 1 + x 2 )dy  + 2 xy  dx  -c  tg  x dx 

Rpta. 

ln(senx)  c 

y - Ux  + l + x2 
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® 

(x5  + 3 y)dx  - x dy  - 0 

Rpta.  2 y = xi+cx* 

@ 

2(2  xy  + 4 y-  3 )dx  + (x  + 2) 2 ¿/y  = 0 

_ 2 c 

Rpta.  y — i 

' x + 2 (x  + 2)4 

(2xy  + x2  -f  x4  )í/x  — (1  + x2  )dy  = 0 

Rpta.  y = (1  + x2  )(c  + x-arctgx) 

© 

( v - eos 2 x)¿/x  + eos  x dy  = 0 

Rpta.  y (sec  x + tgx)  = c + x-  eos  x 

@ 

(y  - x + xy  ctg  x)  dx  + x dy  = 0 

r '¡j  - / r 

Rpta.  xy  sen  x = c + sen  x - x eos  x 

© 

2 y(y2  -x)dy  = dx 

2 

Rpta.  x = y - l + ce 

(1  + xy)dx  - (1  + x2  )dy  = 0 

l 

Rpta.  y = x + c(l  + x2  )2 

© 

dx  - (1  + 2x  tg  y)  dy  = 0 

Rpta.  2xcos2  y = y + c + seny  eos  y 

© 

(1  + eos  x )y'=  sen  x(sen  x + sen  x.  eos  x - y) 

Rpta.  y = (1  + eos  x)  (c  + x - sen  x) 

>(\  t 

y'+  y'  =x-l 
x- 1 

Rpta.  y = — (x  — l)3  + (x- 1)2  + K2 

6 

{x1  +X)y'-(\-x)2y  = xe~x 

ce'  -(2x  + X)e 

Rpta.  v = r 

4(.x  +1) 

© 

x sen  x — 4-  (sen  x + x eos  x)#v  = xex 
dx 

„ . e'(x-l ) + c 

Rpta.  y = 

xsenx 

© 

x'h  + fZ_-(i+VT7v 

dx  Ji_x2 

Rpta.  y-(  )(e  +c) 

X 

© 

dv 

(1  + senx)— + (2cosx)y  = tgx 
dx 

sen  x + ln(l  - sen  x)  + c 

Rpta.  v ; 

(1  + sen  x)2 

© 

7 _ 2 

x(x  + l)y'+y  = x(x  + 1)  e 

1 1 v2 

Rpta.  y = — (1  h — )(c~e  ) 

2 x 
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® 


y'-(tg  x)y  = e** 1 para  O < x < — 


Rpta.  y = secx.esen*  + cos  ecx 


y + 2 xy  ~ xe 


„ X¿  _.2  _ 2 

Rpta.  y = — e +ce 


^ + my  = e"m 
dx 


mx  . —mx 


Rpta.  y - xe  + ce 


dv 

h (sen  x)y  = Kx 

dx 


Rpta.  y = ceC0SX  + Kecosx  jelg(í)dt 


(\-x2)—  + xy  = Kx 
dx 


Rpta.  y = K+c\l  1+jc2 


dv  2.v 
X+IT"" ty~* 

dx  x~  + 1 


Rpta.  y = 


x4  4-  2x2  4-  c 
4(x2  + 1) 


2 v ln  y + y-  x 


Rpta.  x - v ln  v H — 

v 


— 2 

x(x}  +!)>’’+  (2x3  -!)>>= 


_ ex  1 

Rpta.  y — r + — 

X + 1 -X 


- 2 

y’+xsen  2y  = xe  eos  y 


n X"  _r2 

Rpta.  tgv  = (c  + — )e  , sug:  z = tg  y 


xy  = x - y 4-  tg  x 


Rpta.  xy  eos  x = c + eos  x + x sen  x 


(sen  x . sen  y + tg  x)  dx  - eos  x eos  y dy  = 0 Rpta.  eos  x . sen  y — ln  (cosec  x) 

K sen  x 

xsenx.y'+(senx  + xcosx)y  = senx.cosx-x  Rpta.  y — heosx 


l-4x 

(2x  - \)y 2y  = — j— 

r 


Rpta.  y = c(2x-l)  + — 
x 
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@ 

y'+  sen  x.y  = 2xeCOSA 

Rpta. 

y = (x2  + c)ecosx 

@ 

x1  dy  + xy dx  = 8x2  eos 2 xdx 

Rpta. 

xy  = 2x2  + 2xsen  2x  + cos 

® 

dy  + 2ydx  = sen  3x  . dx 

Rpta. 

y = -^-(2sen  3x-3cos3x) 

dx  - x dy  = ln  y dy 

Rpta. 

rc.~v 

x + ln y-e}  J dy 

(sen  x + eos  y)dx  + eos  x dx  - sen  y dy  = 0 

Rpta. 

sen  x + eos  y - ce~x 

(x2  + x + l)jy+(2x  + \)y2  = 2x-  1 Rpta. 

>>2(x2  +x  + l)2  = x4  +^x3  + 2x2  - 

® 

¡4>(ajcy  a = m4>(x) 

J 

Rpta. 

n-\ 

<(>(x)  = c.e  n 

® 

(1  + 2x  . ctg  y)dy  = dx 

Rpta. 

x = sen2  y(c~cigy) 

© 

f(x)dy  + 2yf'(x)dx  = f(x).f\x)dx 

Rpta. 

3y  = /(x)  + c.(/(x))-2 

© 

f\y)^-  + Zf(y)f\y)x  = ny) 
dv 

Rpta. 

2 x.f3(y)  = f2(y)+c 

eos  x.y' '+  sec  x.y+(sec  x.  tg  x + eos  x)y  = 2 sec 

2 X tg  X 

eos  x dy  + 3 y sen  x dx  - eos 2 xdx  - 0 


Rpta.  y = cosx  + c.e  tgx  f elg{t)dt  + K 
Rpta.  y sec3  x = 2 tg  x + c 


dy 


eos  x—  + sen  x = 1 - y 
dx 


Rpta.  y (secx  + tgx)  = x + c 


y 


sen  x — y eos  x + sen 


2 


x 


Rpta.  y = (x  + c)  senx 
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xyy'+y  * = sen  x 


Rpta.  x 2 y 2 = 2 sen x - 2x eos x + c,  sug.  x = y2 


x(x2  + l)y’+2y  = (x2  +1)3 


Rpta.  x2y  = — (jr2  + 1)3  +c(x2  +1) 

4 


y=i+3j  tgx 


Rpta.  3y eos3  x = c + 3sen;c-sen3  x 


(x  + ¿z)y'  = Z?x  - ny , a,  b,  n constante,  n * 0,  n * - 1 

Rpta.  n(n  + \)y  = b(nx  - a)  + c(x  + a)~n 

sen2  x 

(eos  2y  - sen  x)  dx  - 2 tg  x sen  2y  dy  = 0 Rpta.  sen  x eos  2^ -c 


(3x2  + \)y'-2xy  = 6x 

(x2  + 1 )y  V xv  = (1  - 2x)yjx2  4-1 


Rpta.  y = -3  + k(x  + 1) 


Rpta.  y = : 


x - x + c 


\ 


\jx2  +1 


dy 


dx  yflxTl 


= 1 + V2x  + 1 Rpta.  >>  = (- — -)[2z  -21n  | z + 1 1 +c] , z = V2xTT 


z — 1 


sen  x eos  x — + v = tg  x 
dx 


Rpta.  y = 1 + k ctg  x 


x 2 dy  4-  (2xy  - x + 1 )dx  = 0 
xy'+(l  + x)>>  = éT* 


11c 

Rpta.  y = - — +-r 
2 x x 


Rpta.  j = e'x  (1  + — ) 


y'+-2—'=x2  -x 
l-x 


Rpta.  y = (]-x)(c — — ;) 


2 v i 

>;'  = -¿-  + (l  + x)3 
1 + x 


Rpta.  y = (x  + 1)*  [x  + — - + c] 


xdy  = (2y  + 3x4  +x2)dx 


2 ?>X~  . , 

Rpta.  y~x  [ + lnx  + c] 

2 
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® 

Í108) 


y'+2xy  + x = e ' 


vtgx  = e *(tgx-l) 
dx 


^105)  ^-  + xy-x2  +x3  (y- x)2  =1 

3 2 

Í107)  (5j>-2x3j>2  )í/x  + x4j2¿/y  = O 


Supongamos  que  es  una  función  con  derivada  continua  en  0 £ x £ 1 que  satisface 
<|> “ 24>(ac)  ^ 1 y (J>(0)  = 1 probar  que  <|>(x)  <,  ^e2x  — j 


[109) 

® 

ím> 


y'  '+(tg  x)y+  sec2  x.y)  = eos  jc 


( ny  + (x+  \)n+'ex  )dx-(x  + 1 )dy  = 0 


Rpta.  y = eos  x [ln|sec  x|+  c.Ln|sec  x + tg  x |+  k] 


Rpta.  y = (x  + \)n ex  + c(x  + 1)" 


( x2  +2x  + sen(jc2  + y2)  + 2x  cos(x2  + y 2 )dx  + 2>>  cos(x2  + y2  )dy  = 0 


112)  dy  + (4x¿y- x2e~x  )dx  = 0 


113)  sen(2x)— + 2sen2  x.y  = 2senx 
dx 


y'+(-t-)y  = lx,  y(3)  = 4 
x-2 


II. 

© 


Hallar  la  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  con  las  condiciones  dadas. 
dy  2 eos  x 


dx  x x 


, y(7i)  = 0,  x > 0 


„ senx 

Rpta.  y = —: — 


© 

© 

© 

© 


xy'+y  ~ex  = 0 , y (a)  = b 


y' r--l-x  = 0 , y(0)  = 0 

1-  x 


y-ytgx  = , y(0)  = 0 

cosx 


y'-(\  + -)y  = x + 2 , y(l)  = e - 1 
x 


Rpta.  y = 


ex+ab-ea 


Rpta.  y = — (Wl  -x2  + are.  sen  x).h^- 
2 \l-x 


Rpta.  y = - 


cosx 


Rpta.  v = x3e*  -x 
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© 

® 


x^--2 y = x2+x,  y(  1 ) = I 
dx 


Rpta.  y = x2  lnx  + 2x“  -x 


)’-j--2x  = 3y2  -2 , y(l)  = 1 
dx 


Rpta.  x = 3y2\ny  + 1 


y dx  - 4x  dy  = ybdy  , y (4)  = 1 


Rpta.  2x  = y4 (y2  + 7) 


y'-2xy  = eos  x - 2x  sen  x , y es  una  función  acotada  cuando  x — > x Rpta.  y = sen  x 
2 Vi>-  y - -sen  Jx  - eos  Vi,  y es  acotada  cuando  x — » + oc  Rpta.  y — eos  Vi 


y-v  ln  2 = 2sen  *(cosx- 1)  ln  2 , y es  acotada  cuando  x x Rpta.  y = 2S 


2x7y-x>*  = 2xcosx-3  sen  x , y —>  0,  cuando  x ->  + oo 


Rpta.  y = 


sen  x 


. sen2  X n j 

y sen  a-  - v eos  x = ¡ — , y -»  0,  cuando  x — > x 

x“ 


Rpta.  y = 


senx 


, x 1 I r I „ „ 1 

y — e v = — sen e eos— , y — > 2,  cuando  x — > -x  Rpta.  y~e  + cos  — 

x2  x x x 

y'-y  ln  x = -(1  + 2 ln  x)x~x  , y ->  0,  cuando  ' ->  + oc  Rpta.  y = x 

di  £ 

L — r Ri  = E , donde  L,  R,  E son  constantes,  i (0)  - 0 Rpta.  / = — (1  - e 1 ) 
dt  R 


di 

~dt 


Ri  - Zf.senco  t , cuando  t = 0,  i=0 


Rpta.  i = EZ  2(/?.sen to/ -«¿costo/  + coLe  L)  donde  Z = tf2  + «2¿~ 


(3x4  v - 1 )¿/x  + = 0 , y ( 1 ) = 1 


Rpta.  x4  v = 2x  - 1 
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@ 

(y'+y  tg  v)  = 

sen  2x , y (0)  = 2 

@ 

di  2í 

— + _v  = e , 
dt 

x(0)=  1 

Rpta.  v = 4 eos x- 2 eos  x 

_ *2'  le " 

Rpta.  } = — + —j¡- 


2.9.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  DE  BERNOULLI.- 


Las  Ecuaciones  diferenciales  de  la  forma: 


dv 

~ + P(x)y  = Q(x)y  ; n* 
dx 


...(1) 


Se  conoce  con  el  nombre  de  Ecuación  Diferencial  de  Bemoulli. 

La  ecuación  ( 1 ) no  es  una  ecuación  diferencial  lineal. 

Luego  para  resolver  la  ecuación  (1),  primero  se  transforma  a una  ecuación  diferencial 
lineal,  mediante  el  procedimiento  siguiente: 


Io 


A la  ecuación  (1)  se  multiplica  por  y n , es  decir: 


—n 


y 


dy  . , 
-7 - + P(x)y 
dx 


1—  n 


= Q(r) 


2°  A la  ecuación  diferencial  del  Io  paso  se  multiplica  por  (1  - n),  es  decir: 

(1  - n)y~"  -j-  + (1  - n)p(x)y'~"  = (1  - n)Q(x) 
dx 


3°  Sea  z = y]~n 


<h 

dx 


(l-n)y 


dy 

dx 


4° 


Se  reemplaza  el  3o  paso  en  el  2o  paso,  es  decir: 


— +(l-«)p(.v)r  = (l-w)0(x) 
dx 


Que  es  una  ecuación  diferencial  lineal  en  z de  primer  orden  y la  solución  es 
conocida  de  acuerdo  a 2. 1 1. 


a. 


Ejemplos:  Resolver  las  ecuaciones  diferenciales  siguientes: 
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2x—  + 2y  = xy3 
dx 


Solución 


¿¡y  1 y* 

A la  ecuación  diferencial  dada  expresaremos  así:  — + — >>  = — ; multiplicando  por  y 

dx  x 2 

*3  dy  1 _?  1 

y — + — y - — ; multiplicando  por  (1  - n)  es  decir  por  -2. 
dx  x 2 


~ _3  dy  2 2 , 

-2y  y =-l 

dx  x 


(1) 


Sea  z = y 2 ^ = -2 y 3 ^ reemplazando  en  ( 1 ) 


úfe  2 

z = -1 , ecuación  diferencial  lineal  en  z,  y la  solución  general  es: 

dx  x 


- f-2¿.  f í 7l 

z-e  * T [ \e0  x (-l)dx+c]  efectuando  z-e2Xnx[ 


!- J«"ilniífr  + c] 


-2  2 
>>  =X  + CJC 


© f- 


¿/v  x 


¿¿v  jTy  + j3 


Solución 


— = =>  — = X y + y , de  donde  — -j<y  = y3x  1 , multiplicando  por  x. 

dx  x2  y + y~  dy  x dx 


jc  — - yr2  = y3 , multiplicando  por  (1  - n)  o sea  por  2. 
dx 


2x--2yx:=2y3 

dx 


(1) 
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Sea  z = x2  ~>  — = 2x—  reemplazando  en  ( 1 ) 


dz 


dx  dy 


-2 yz  - 2 v3 , ecuación  diferencial  lineal  en  z,  y la  solución  general  es: 


dy 

- 2 v í/>'  r í-2  ydv 

z = e.  * 


- \-2ydy  r \-2ydv  . .2  f _ ;2  , 

e J [ j<?J  2yVy  + c]  = ey  [je  y 2 y'dy  + c\  integrando  por  partes. 


y ** 


z-ey  \-y2e  v -e  y + c]  simplificando  (x2+y2+l)e  y =c 


y2(y6-x2)/=  2x 


Solución 


y2(y6 -x2)y'  = 2x  =>  2x—  =y2(y6 -x2)  de  donde  — jc  = ^—x  1 

dy  ' dy  2 2 

dx  v2  ? y8 

multiplicando  por  x:  x — + : — x = — 
dy  2 2 

dx  2 8 

multiplicando  por  (1  - n)  o sea  por  2 se  tiene:  2x — + y x~  = y 

dy 

n 2 dz  _ dx  . , / , v 

Sea  z = x ->  — = 2x — reemplazando  en  (1) 
dy  dy 

+ y2z  - y*  ecuación  diferencial  lineal  en  z,  y la  solución  general  es: 

f \y2dy  % "*V  f T 8 

[ leJ  y*dy  + c],  integrando  se  tiene:  z-e  3 [ I e’  y dy  + c] 


...  (1) 


dz  2 


dy 

-j}  2Jy  r f 
z-e  J 1 le 


.£  6 2 3 i_ 

integrando  por  partes  z = e 3 [9(-^ — + 2)e3  +c]  simplificando 


x2  - yb  - 6y3  + 1 8 + ce  3 
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*3y 

ydx  + {x--^-)dy  = 0 


Solución 


A la  ecuación  diferencial  dada  expresaremos  así:  — + — x = — , multiplicando  por  x 3 

dy  y 2 


i dx  1-2  1 ^ _3  dx  2 _2 

x3 — + — x =-  =>  2jc  3 — h — x 1 =1 
dy  y 2 dy  y 


_ dz  _ . i , 

Sea  z = x =>  — = -2x  — reemplazando. 
dy  dy 


— z-l  =>  — z = - 1 ecuación  lineal  en  z.  Luego  la  solución  es: 
dy  y dy  y 

_ f 2 (2. 

z = e ^ v [je0  y (-l)¿/v  + c],  integrando  z = e21nv[- Je”2ln  Vy + c] , simplificando 


. jr  2 = y + cy2 


3xdy  = y(\  + jrsen.*-3j'3  sen*)*/* 


Solución 


3x  dy  = y(l  + x sen  r - 3y 3 sen  x)¿¿c  expresaremos  así: 


3a—  = y(l  + a sen  x — 3 v3  sen  a)  de  donde 
dx 


- y = -( )y  , multiplicando  por  y 

dx  3a  a 


dy  1 + xsenx  _3  _ sen  a 

v y — — 

dx  3a 


A 
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Sea  z = y 3 =>  — — = y — reemplazando. 
3 dx  dx 


dz  1 4-  x sen  x sen  x dz  l + x sen  x ^ sen  x 

z = =>  — + z = 3 

3 dx  3x  x dx  x x 


que  es  una  ecuación  diferencial  lineal  en  z,  cuya  solución  general  es: 

f+xsenjr  , fl+jrsenj^ 

dl  f i v‘1  sen  t 

[ \eJ  x 3 dx  + c],  integrando 


J, 


Inx-cosx  s sen  X 


^#LUSJ  m 

dx  + c],  simplificando  z = [3  je_COSJr  sen  xdx  + c] 


z = — [3e~cosx  + c] 


_3  3 C.ec,)< 

y =-+ — 

JC  X 


© *-1-^-7 


Solución 


dy  2 2 _2  . 2 

A la  ecuación  diferencial  expresaremos  así: y = x y , multiplicando  por  y 

dx  3x 


2 dv  2 j 2 

r-r-— r = * 

ax  3x 


.•(1) 


l í/z  ' di 

Sea  z = y =>  — = 3y  — , reemplazando  en  ( 1 ) 
dx  dx 


— — z = x2  =>  — - — z = 3x2 , ecuación  lineal  en  z,  cuya  solución  general  es: 

3dx  3x  dx  x 


f 2¿t  . f 

= ^ J X [ Íp  J 


z = e 


2 dx 

e J x 7>x2dx+c\  =e2in*[je~2ln*3x2dx+c] 


de  donde  y3=x2(x  + c)  =>  y3=x3+cx2 
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(2 xy3  - y)dx  + 2x dy  - O 

Solución 

A la  ecuación  diferencial  escribiremos  en  la  forma: 

2x—  + 2xy3  - v - 0 =>  — v-->*3 
dx  dx  2 x ' 


, . ..  _i  dv  1 _7  , 

multiplicando  por  y ’ se  tiene:  v — y = -l 

dfr  2jc  ' 


_?  dz  ; í/y 

Sea  z = =>  — = -2  y — reemplazando  en  ( 1 ) 

dx  dx 


dz  1 dz  1 

z = — 1 =>  — + — z = 2 ecuación  lineal 

2 dx  2x  dx  x 


Cuya  solución  general  es: 


-f-  r f- 

z = É>  j,r[  |eJ  v : 


2 dx  + c] 


z = e 


-ln  a 


2 dx  + c] 


z — 


1 r 2 -1 

-[x  +c] 


2>'  = 


de 

— + y*c  tg  a = eos  ecx 
dx 


Solución 


...d) 


A la  ecuación  diferencial  expresaremos  en  la  forma: 


dv  cigx  eos  ecx  _i  . . . 

— 4- .y  - y , multiplicando  por  y. 

dx  2 2 


dv  cigx  i eos  ecx 
y — + — —y  =— — — 
dx  2 2 


...(1) 


Sea  z = y2  =>  — = 2y—  reemplazando  en  ( 1 ) 
dx  dx 


dz  ctgx  eos  ecx 
2 ~d~x"  2 2 


dz 

— i-  c tg  A'.z  = eos  ecx 
dx 
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© 

© 

® 


© 

© 

© 


que  es  una  ecuación  diferencial  lineal  en  z,  cuya  solución  general  es: 

, = e f'^r  f> 


[ eos  ecxdx  + c]  =e  ln^n  x 1 [ jVn(sen  x ) eos  ec  x dx  + c] 

z - eos  ecx[x  + c]  =>  y * = x eos  ec  x + c.  eos  ec  x. 


b.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


(x  2 + y 2 +1  )dy  + x y dx  = 0 


T+- + 

dx  x + 1 2 


Rpta.  v4  + Ix2y2  +2 y2  = K 


Rpta.  -f  = - — + C(jt+  I) 

y 2 


-2  ■ “2-2  ~ 1 - 1 :(-\n\x  + >Jl  + x*  l-Wl  + .v2  +c) 


(x2+l)/=*v  + .vV 


Rpta.  — - 


dv  4 sen*  v 


dx  x5  + x tg  y 


y Vi+*2  ^ 

Rpta.  x (K-lntg>0  = tg  y 


(x2  + y2  +(y  + 2x)x  1 )¿/y  = (2(x2  + v2 ) + (>>  + 2x)x  2y)¿/x 


2 v v 

Rpta.  (y- 2x)  = — — + 10arctg  — sug:  y=  u x 

x \ 


(xy2  y = (xy)2 (x2  +1) 


dy  - y sen  x dx  = y ln(yecos  * )dx 


(x  + y2 ) + 6xy2 y'  = 0 


Rpta.  v = 


45 


45c \fx  - 5 X5  - 9 x 3 

Kex  -cosjc 


Rpta.  y — —e 


Rpta.  y3  = — - + c.x  2 


(^9)  (xy 2 -f  x sen 2 x - sen  2 x)dx  - 2 y dy  = 0 Rpta.  y * = sen*  x + c.e  : 


Ecuaciones  Diferenciales  de  Primer  Orden 


141 


dv  1 


- + v = 5(x-2)y[y 


dx  x-2 


Rpta.  y2  =c(x-  2)  2 + (x-2)2 


© 


3 y2^r+J^-S(x+i)=o,  y(0)  = o 

dx  x + 1 


Rpta.  p,(*  + l)=®[(*  + l)3-l] 


12) 


dx  e2x+y2 


Rpta.  y2  =(c-21n|^|)e21  sug:  z = e2x  =>  dx  = ~- 


13)  2 eos  y dx-(xsen  y-  x3  )dy  - 0 


Rpta.  secy  = x2  (c  + tg  y) 


© 

© 


dy  +—ydx  = 3 x2y2dx 
x 


dy  + ydx  = lxy2ex  dx 


Rpta.  xy(c-^-)  = 1 


Rpta.  \=yex{c-x2) 


_ dv  3 44 

3 — + — v = 2x  v 

dx  x 


Rpta.  x 3 y 3 +x2  =c 


17)  x dx  = (xsen  v-l)rfy 


Rpta.  — -cey  + — (sen  v + cos  y) 
x 2 


.8)  3A 


dx  x3  + y + 1 


Rpta.  x3  = c.ey  -y -2 


19)  Kw-i  = — 


>>/í7í 


Rpta.  y 4 = cyfx  + VxTT 


2 sen  x.—  + jeosx  = y*(xcosx~senx)  Rpta.  — = x+Á2senx 

dx  y 


21)  X~r- 


dy  y x(x  + lnx) 
dx  ln  x y2  ln  x 


3 ,x2  -6x  3 x2-12xx  1 ,3x2 -72x  + c j 

Rpta.  y=  3*  + -(— )--(  . i~)  + 7(  „ ó )] 

2 lnx  2 ln  i 4 (lnx) 
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(22)  (jc-1)^ — 2j y = yj(x2-\)y  Rpta.  y = [(1  - x)(c  + — ln(x  + \¡x2  - 1 ) - \¡x2  - 1 )]2 

dx  2 


® 

, f xsenvcosy  f 

dx  + x.c  tg  y.dy  = — — dy 

x*  sen*  y + 1 

Rpta.  x2  sen2  y + 2 ln(x sen  y)  = sen 2 y -ve 

2 , > 
dx  + (— )xdy  - 2 x~ y~dy 

y 

Rpta.  x ]y  2 =c-2y 

3 > 2 v * 

dx  - 2xy  dy  = 6x  y“e  dy 

Rpta.  x'2e2y  =c-4y3 

® 

(\2e2xy2 -y)dx  = dy,  y (0)  = 1 

Rpta.  y'  e~x  =\3-\2e> 

® 

x — + y = y2  Inx 

dx 

Rpta.  cxy  + y (In  x + 1)  = 1 

® 

2xy^--y2+x  = 0 
dx 

Rpta.  y2  = xln(— ) 
x 

® 

yey  = (y3  + 2x  ey  )y* 

Rpta.  x = y2(c-e  v) 

© 

xy3dx  = (x2y  + 2)dy 

Rpta.  r2  = 1 — — + c¿  * 

y 

dy  4 xJy 
dx  je4  + y 2 

Rpta.  xA=y2+cy 

® 

x^dy  + 3x  dx  = 2 eos  y dy 

Rpta.  x3  = sen  y + eos  y + ce 

® 

x3¿/x-(x4  + y2)dy  = 0 

^ y 

Rpta.  x - seny  + cosy  + c.e 

© 

yy'+y*  = cosx 

2 _2x  2 4 

Rpta.  y = c.e  + — senx  + — cosx 

5 5 

© 

>•  = 5.T  >>  + — 

2x 

Kpla.  f**~4x* 

s 
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dy  2 

cosx ysenx+y  =0 

dx 


37) 


¿y+L 

dx  x 


x 

y 


@ 2 


dy 

dx 


y(2x  + 3jy‘ ) 


dy  2 

cosx . — = yscnx  + y tgx 
dx 


(4-x2  y y2  )dx  + 4ydy  = 0 , y(2)  = 1 


® >•= 


2 


Rpta. 

Rpta. 


— = senx  + ÁT.cosx 

y 

y 

I 

ye2*  — c 


Rpta. 

RpU. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 


x1  = {c-3x)y2 

2 cosx 
Á\cos‘  x — 1 

x2  = (1  + c.ex  )y2 

, 0 i-- 

y*  = (x-2)‘  +e  2 

2 2 2 
x +y  -a  =cy 


. , x2+a2  x(3x 2 -a2)  1 

3y+—i — 2T  y = ~ 2 — 

x(x  -a  ) x -a  y 
ydx  = (y  — x)dy 
(x2  - l)dy-y(2x-3y)dx  = 0 
ydx  + ( x2 y 4 -3 x)dy  = 0 

dx  3x  3 

2 ^ 3 X a 

x — — x_y  + y e =0 
dx 

xy2y'+y3  =xcosx  Rpta. 


Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 


3 CX  2 

y =-r~ i+x 

x -a 


4 xy  = y +c 
x2  - 1 = y(3x  + c) 
7 .y3  +c) 


-3  * 2x  2 

y = — + — + 4x 
y 5 3 


= 3 sen  x + 


Rpta.  x 

9 cosx 


= y2(lex  +c) 

1 8 sen  x 1 8 eos  x 
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6y2dx-x(ax3  + y)dy  = 0 

Rpta.  (2x3  -y)2  =cyx 6 

2x}y'=y(y2  + 3x2) 

Rpta.  y2(c-x)x3 

2y  dx  + x(x2  \ny-\)dy  =0 

Rpta.  y(\  + x2  -x2  ln  y)  = ex2 

2xyy'=  y2 -2x3,  y(  1 ) = 2 

Rpta.  y2  = x(5-x2) 

© 

( y 4 -2xy)dx  + 7>x2 dy  = 0 , y (2)  = 1 

Rpta.  x2  = y3  (x  + 2) 

® 

(2 y3  - x2  )dx  + 3xy2 dy  = 0 , y (1)  = 1 

Rpta.  5x2y3=x5+4 

@ 

(x2  + 6y2)dx~4xydy  = 0 , y (1)  = 1 

Rpta.  2y2  =x2(3x-l) 

© 

dy  y2  scnx  veos  x „ 

— = Rpta. 

dx  sen  x.  eos  x 

y = (sen  x.  ln  | eos  eclx  + c tg  2x  | + sen  x) 

® 

3jt 

(x2  +\)y¡yy'  = xe2  +(1  -xfyjy 

1 - 2 

Rpta.  y = ex(—  + c(x2+ 1)  2 )3 

© 

1 

y'~4y  = 2ex y2  , y(0)  = 2. 

Rpta.  y = {JÍe2x  + e2x  -ex)2 

© 

y'-y  = -y2  (x2  + x + 1) , y (0)  = 1 

Rpta.  y=  , _x 

x2  - x + 2 - e 

® 

1 

xy'-2y  = 4x2 y2  , y ( 1 ) = 0 

Rpta.  y = (x3  — x)2 

® 

2 2 1 

xy'+y  = x y lnx,  y(  1)  = - 

Rpta-  y = 

x +x-x  lnx 

y'  = ^ — — donde  y(x)  es  una  función  dada  Rpta.  y = 

x + c 

© 

y"  \ay'+y)  = x 

nt 

Rpta.  nyn  = ce  a +nx  — a 
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xdx  = ( yi)dy 

y 


Rpta.  x2  =y2(c-y2) 


y'+-2-+y2=  o 

X+l 


Rpta.  y = 


1 


(1  + x)[c  + ln  1 1 + x| 


3 -2 

xdy-2ydx  = — [3{yx  z):  +2yx  * ]dx  Rpta.  6yx~~ -4  ln  | 3yx  "+2|=3  x~ +c 


68)  y - y eos  x = y eos  x(l  - sen  jc) 


Rpta.  y = 


tg  x + sec  x 
c + sen  jc 


2 2 
3>y+3;  tg  x = eos  x 


Rpta.  y2  = (2x  + c)cos?  x 


70)  S- 


¿V  ^2y  _ 2 yjy 


dx  x — 2 


eos  x 


„ c + ln|cosx|  x2 

Rpta.  y = ( ! ^tgx)2 


(7l)  2xyy'+  (1  +x)y2  = ex , j^(l)  = Rpta.  y=( 


x . 2-x  1 

fc  )2 


72)  = 

¿¿C  X + l 3;* 


Rpta.  12(x  + 1)23/3  =3x4  + 8x3  + 6x2  + c 


73)  —~xy  = y^  xex 
dx 


Rpta.  3 y*  =ex  +ce4 


3 dy  4 — jc2 


74)  3;  — + X3>  = xe 

dx 


Rpta.  e2x  y4  = 2ex  + c 


75)  (\-x2)—  + xy  = x(l-x2)yh2,  y(0)  = 1 

dx 


Rpta.  3j2  +\-x2  =4(\-x2)4 


76)  2ydx  = (x2y4  +x)dy , y (1)  = 1 


Rpta.  10  x = (9  + xy4)y2 


77)  xy'+y  = y ln  x 


Rpta.  y (1  + ln  x + ex)  = 1 
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(78)  xy“  4y-xZyfy  = O Rpta. 

(l9)  (x  + \)dy  = y[y(x  + l)ln(jc  + l)-l]í/r  , y = — , x = — 

e e 


Rpta.  2y~'  (x-l)_l  = 3-[ln(x  + l)]2 

dy  2 

v tg  x + y eos  x = 0 

dx 

Rpta.  y (x  + c)  = secx 

, ay'  bdx 

ydy -dx  — 

X X 

Rpta.  y2  = c.e~2a  x — 

a 

x dy  = y (xy  - y)  dx 

l 

Rpta.  xe'}  =c 

® 

2x2  — + y = 4yi 
dx 

1 

Rpta:  y = , 

c + 4e v 

® 

( ey  -2xy)y’=y¿ 

Rpta:  xy*  + c 

® 

xy'+y  = x 4 y 3 

• 

„ 1 4 2 

Rpta:  — - = -x  + ex 

),é 

® 

y-xy'=y'y2e-v 

Rpta:  x = yev+cy 

® 

xy2y'+y^  = xcosx 

1 „ 9cosx  18senx  18cosx  _3 

Rpta:  y"  - 3 sen  x n r ; — + cx 

X X1  X 

® 

¿/y  + (4y-8y  ~3  )xí/jc  = 0 

2 1 

Rpta:  y = [2  + c.e  Sx  ]4 

s-te 

+ 

^ l'< 

11 

II 

K> 

Rpta:  x2/  = x4  +15 
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= (3*+y 1 -/)<*>•;  y (1)  = -1 

Rpta:  x = y'  [1  +y  ln(-y)] 

íA  ^ 2 5 V 
— = 5x  f +■  — 
dx  2x 

_ C A 3 1 

Rpta:  u=  — -4x  , y = ~ ■= 

X"  \¡U 

© 

dy  x 

dx  x2y  + yl 

? ? _ ,2 

Rpta:  (x  + jy  +l)c  v =c 

3 xy'+y  + x2yA  =0 

(3  sen  y-5x)dx  + 2x2c  tgy  dy  - 0 

/tg  x. sen  2y  = sen 2 x + cos2  y 

eos  y.  sen  2x  dx  + (eos 2 y-  eos  2 x)  dy  = 0 
y (x  tg  x + ln  y)  dx  + tg  x dy  = 0 

i 

yy'+ym  tg  x = eos"  x 

dy  _ 3/ctgx  + sen  xcosx 
dx  2 y 


Rpta:  y 3 =x2  +cx 

Rpta:  x3(sen y-x)2  = c.sen2  y 

Rpta:  (sen^  x + 3cos2  y)scnx  = c 

i:  eos2  x(l  + sen = eos >>(>>  + <: -eos y) 
Rpta:  sen  x . ln  y = x eos  x - sen  x + c 
Rpta:  y2  =(2x  + c)cos2  x 

Rpta:  y2  + sen  x = c.sen 3 x 


dx  t + l _ t + 1 
dt  2 1 xt 


ydx  + (xy~  + x — y)dy  = 0 


_ i 4 + c lc 

Rpta:  x*  = 


Rpta:  x = - 


1 + c.e  2 


, 2x  4 ¡2 

y-- y y~  —¡=  arctg  xy 


1 + x2  VI  + v: 


y2  sec2  x dx  — (1  — 2y 2 tg  x)dy  - 0 


x2ydx  + ( 3x4  -j3)^  = 0 


Rpta:  ^ = vi  + x2  [arctg2  x + c] 

Rpta:  y2tgx  = ln|cy| 

Rpta:  15x4^12  = 4>>15  + c 
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ydx-  x(l  + xy*)dy 


dy 

— - tg  y.c  tg  x - sec  y.  eos  x 
dx 


4v_ 

dx 

x — 
dx 


y 


3 


1 - 2xy2  ’ 
-y  = xKy 


n 


y(0)=i 


Rpta: 


Rpta:  y(5  + xy4 ) - ex 

Rpta:  sen  y + sen  x . In  (c  sen  x)  = 0 

Rpta:  xy2  - In  | y |=  0 

(n  + K-l)y'~n  =(1  ~n)xK  + c.x1~'\  n*  l,K  + n*  1 
xK  =Kln|^|,n=  1,K*0;  y=cx2,  n=  1,  K = 0, 


y1'*  =(l-n)x'-n  ln|cx|,  n*l,  K + n=l 


(x3  +cos2  x + lx2y2  +sen2  x)dx  + 2x3ydy  = 0 Rpta:  x2y2=-— — lnx  + c 


dy  (x  + l)lnx-x(3x  + 4)_y3 
dx  (je3  + 2jc2  — 1 )y2 


<■”> 


sen  2x 


6 


y'+y  = (1  + cosx)y3 


(x2  +x  + l)y/+(2x  + l)y2  = 2x-l 


[113)  2(1  -x2  >y— (1  -x2)_v  = xy2e~x 


[y  eos  x — y 3 (x  eos  x - sen  x)]dx  + 2 sen  xdy  = 0 


xy'-3y  = 2x , y(  1 ) = 0 


116)  (xy2  + x2y2  + 3)¿/x  + (xzy)dy  = 0 


3 vV+— 8x  + 8 = 0 

x + \ 


^ — ' dx  X y ‘ 


xy(\  + xy2)^j-  = \ , y(l)  = 0 
dx 


[120)  3(1  + x2)-^-  = 2xy(y3  -1) 

dx 
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2.10.  ECUACIÓN  DIFERENCIAL  DE  RICCATI.- 


Consideremos  la  ecuación  diferencial  de  la  forma: 


^ = P(x)y  + Q(x)y2+R(x) 
dx 


...  O) 


donde  P (x) , Q(x)  y R(x)  son  funciones  sólo  de  x. 

A la  ecuación  (l)  se  conoce  con  el  nombre  de  ecuaciones  diferenciales  de  “RICCATI”. 
Estas  ecuaciones  diferenciales  no  se  puede  resolver  por  métodos  hasta  este  momento 
estudiados,  pero  sin  embargo  si  se  conoce  una  solución  particular,  se  puede  hallar  la 
solución  de  la  ecuación  diferencial  suponiendo  que  y = i|/  (x)  sea  una  solución  particular 
entonces  se  puede  hallar  la  solución  de  la  ecuación  diferencial,  haciendo  y = v;/  (x)  + z, 
donde  z es  una  función  incógnita,  que  se  va  ha  determinar  con  la  ayuda  de  la  ecuación 
diferencial. 


Es  decir:  y - y(x)  + z =>  — = y '(x)  + — , reemplazando  en  la  ecuación  ( 1 ) se  tiene: 

dx  dx 


v '(*) +~r~  P(xXv  (*) +z)+ Q(x  Xv(*) + z)2  + R(x) 

dx 


...  (2) 


Agrupando  los  términos  de  la  ecuación  (2) 

dz 


dx 


P{x)  + 2 g(x)y(x))z  - Q(x)z  + (\|/  \x)  - P(x)y(x)  - 2(x)\|/  (x)  ~ R(x))  = 0 ...  (3) 


Como  y = y (x)  es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  de  “RICCATI”  entonces  se 
tiene:  y,(x)-JP(x)\|/(x)-g(x)y2(x)-^(x)  = 0 ...  (4) 

t 


de  las  ecuaciones  (4)  y (3)  se  tiene: 


— - (P(x)  + 2 Q(x)v(x))z  = Q(x)z2 
dx 


..  (5) 


Luego  la  ecuación  (5)  es  una  ecuación  diferencial  de  Bemoulli  y la  solución  de  estas 
ecuaciones  ha  sido  estudiado  en  (2.12). 
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a.  Ejemplos:  Resolver  las  ecuaciones  diferenciales  siguientes: 


JV  1 1 2 

— = — y + — y -1,  donde  una  solución  es  y = y (x)  = x 
dx  x x2 


Solución 


Sea  y = y (x)  + z = x + z,  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  dada,  donde  z es  una 

función  por  determinarse,  entonces  — = 1 + — , reemplazando  en  la  ecuación  diferencial 

dx  dx 


dada. 


(JZ  1 l 2 

1+ — = — (x  + z)  + — (x  + z)  -1  simplificando 
dx  x x 1 


— - — z = z2  , ecuación  diferencial  de  Bemoulli 
dx  x x2 


dz  3 1 2 , • , , 

z = — z , multiplicando  por  z 

dx  x x 


¿/z  3—1  1 , . t . . . , . . 

z z ' =—  , multiplicando  por  ( 1 - n)  o sea  por -1 

dx  x x~ 


-z 


-2 


dz  3 _1 
— + — z 
dx  x 


...  (1) 


Sea  co  = z 


d(ó  _2  dz 


...  (2) 


d o 3 1 . 

reemplazando  (2)  en  (1)  se  tiene:  — + — z = — - ecuación  lineal  en  co. 

dx  x x 


y la  solución  general  es:  co  = e [ 

• . * 


(*  * “x  — dx 

\e'  ( — — ) + c]  calculando  la  integral 


co  = e~3inx[ 


f -.ín  , í/x  , 1 , x . 

_ b-'^_  + c]=  (_  +C) 

J x x 2. 
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1 1 _c_  2c- x2  __  2x3 

Z 2x  X*  2xi  2c  - X 2 

Luego  la  solución  general  es  y = x + z 

— = x + (—  - x2)y  + y2  , donde  una  solución  es  y = \|/(x)  = x 2 
dx  x 

Solución 

Sea  y = x1  +z  , la  solución  de  la  ecuación  diferencial  dada,  donde  z es  una  función  por 

determinarse,  entonces  — = 2x  + — reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  dada. 
dx  dx 


r = 


2 ex  + jc 
2c  - jc2 


¿ - l 2w  2 


2x  + — = jc  + (—  - jc2  )(jT  + z)  + (jc2  + z)2  simplificando 
dx  x 


— - (—  + x2  )z  = z2  ecuación  de  Bemoulli 
x 


multiplicando  a la  ecuación  diferencial  por  z “ 

z“2  — + x2)z_l  = I ; de  donde  co  = z_l  se  tiene: 
dx  x 


— = z 2 — , reemplazando  obtenemos 
dx  dx 


diú  ,1  1 d w J 2 \ , 

(-+X  )íD  = l =>  + ( h X )t0  = — 1 

dx  x dx  X 


es  una  ecuación  lineal  en  co  cuya  solución  es:  co  = e 


- f-(-+x2)í/A-  r f-(i+x2 


= J x 


[\e 


J x 


)dx 


{-dx)  + c] 


¡T  . J1  ¿ r 

r'1^'  3[-J<'  3c¿x+c]  =>  z' 1 = xe  }xdx  + c) 
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b.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 


© 

© 

© 


© 

© 

® 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


dv 


— = y — + 1 — , una  solución  es  cp(jc)  = — + tg  jc 


dx 


4x¿ 


2x 


n 1 K sen  jc  + eos  x 

Rpta;  y = - + - 

2jc  Acosjc-senjc 


jc3>,,=  x2 y + y2  -x2  , una  solución  es  (p  (x)  = x 


Rpta:  y = 


2 cxex  + x 


2 cex  -1 


¿\  2 

jc(jc-I)— -(2jc  + 1)j>  + y + 2.v  = 0,  una  solución  es  tp  (x)  = x 
dx 


Rpta: 


x2  + c 

y = - 

x + c 


y'-xy2  +(2x-l)y  = x-1 , una  solución  es  <p  (x)  = 1 Rpta:  y-  1 + 


1 -x  + ce 


22  I 2 , , x eos* 

y- sen  x.y“  + >>  + cos_  jc  = 0 , una  solución  es  (p(jc) : 


sen  x eos  x 


sen  jc 


D . senAT  -sen"  a U . 

Rpta:  y = (l  + (c\e  — ) ) 

eos  x 2 


y'+y2x  - (1  + 2ex  )y  + e2x  - 0 , una  solución  es  y~ex 
y'+xy2  - 2 x2 y + x*  = x + 1 , una  solución  es  <p  (x)  = x - 1 


— = -8 xy2  + 4jc(4 jc  + 1 )y  - (8 jc3  + 4jc2  - 1)  una  solución  es  (p  (x)  = x 
dx 

_2 Y2  -1 

Rpta:  >>  = [2  4-  ce  ] + x 


— = — 4-  jc3  v2  - jc5  una  solución  es  (p  (x)  = x 
dx  x 


V 

Rpta:  c.e 5 


> - y 
y + x 
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© 

© 


dy  , 2 2senx  , 1 „ 3coszx 


dx 


+ y~  sen  x = - 

eos  X 


una  solución  es  y= Rpta:  y-  secjc  + ~ 


COSJC 


c — eos  x 

5x 


dy  c H- 

— = 3 y + _y~  - 4 , una  solución  es  <p  (x)  = 1 Rpta:  ^ — 

dx  c-e5x 


y'=  x + (1  - 2x)j>- (l  - x)>>“  una  solución  es  cp  (x)  = 1 Rpta:  y = 1+- 


x + ce 


dv 

— = (l-x)j  +(2x-\)y-x  , una  solución  es  cp  (x)  = 1 
dx 


Rpta:  y = (x-2+ce  x)  +1 


(U)  ^ = 


, ~ 2 27 

ay  2 eos  jc-sen  jc  + j; 


2 cosjc 


, una  solución  es  <p  (x)  = sen  x 


Rpta:  sen jc  + (AT cosjc sen. v)  1 


y'  = — + una  solución  es  (p(jc)  = — Rpta:  >>  = jc  1 +2jc(jc2 +2jc) 

X*  X X 


16}  y=l  + jc2  -2jcy+y2  una  solución  es  cp  (x)  = x Rpta:  >>  = jc  + (c-jt) 


-i 


17}  — = -y2+xy  + \ una  solución  es  <p  (x)  = x 

dx 


dy 


18}  ^ = e2x-yex+e~  x y1 , una  solución  es  .y  = ex  Rpta:  y = ex 

dx  c + exp(:c-ex) 


exp^.t-e' ) 


2.11.  ECUACIONES 

DIFERENCIALES 

DE 

LAGRANGE 

Y 

CLAIROUTS.- 

a)  Las  ecuaciones  diferenciales  de  Lagrange  son  de  la  siguiente  forma: 


y = xf(y')  + g{y') 


...  (1) 
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Para  resolver  la  ecuación  diferencial  de  Lagrange  se  transforma  en  otra  ecuación 

dy 

diferencial  lineal  en  x como  función  de  P,  haciendo  — -P  de  donde  dy  = P dx 

dx 


dy 

Luego  se  sustituye  — = P en  la  ecuación;  ( 1 ) 
dx 


y = x f (P)  + g (P)  ...  (2) 

diferenciando  la  ecuación  (2)  se  tiene:  dy  = f(P)dx  + x f'(P)dp  + g'(P)dp  ...  (3) 

reemplazando  en  la  ecuación  (3),  dy  = Pdx  se  tiene: 

Pdx  = f(P)dx  y x f(P)dp  y g'{P)dp  ...  (4) 

^ , dx  f(P)  g'(P) 

La  ecuación  (4)  se  puede  expresar  en  la  forma:  — + x = 

dp  f(P)-P  f(P)~P 

Que  es  una  ecuación  diferencial  lineal  en  x,  cuya  solución  general  es  x = (p(P,c) 
donde  Pds  un  parámetro  y la  solución  general  de  la  ecuación  (1)  se  dá  en  forma 
paramétrica. 


U = <p(/V) 

\y  = <p(P,c)f(P)yg(Py 


P es  un  parámetro 


b)  Las  ecuaciones  diferenciales  de  Clairouts  son  de  la  siguiente  forma: 

y = *y'+g{y') 

La  solución  de  la  ecuación  diferencial  de  Clairouts  se  obtiene  siguiendo  el  mismo 
procedimiento  del  caso  de  la  ecuación  diferencial  de  Lagrange. 


c)  Ejemplos:  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 
(T)  2 y = xy'  + y'  ln  y' 

Solución 


A la  ecuación  diferencial  expresaremos  en  la  forma: 


v'  y’lnv’ 

y = x-y- — 

2 2 


...O) 
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dy 

Sea  y ' = — = P =>  dy  = P dx,  reemplazando  en  ( 1 ) 
dx 


P PXnP  A't 

y = x — i , diferenciando  se  tiene: 

2 2 


dy  = y dx  + ^ dp  + ^ dp+^- , reemplazando  dy  = p dx 


pdx  = ^dx  + ^dp  + dp  + , simplificando 


& 1 InP  + l „ • , | . 

x = , que  es  una  ecuación  diferencial  lineal. 

dp  P P 


cuya  solución  de  ésta  ecuación  es:  x = e 


dp  + c]  = - ln  P - 2 + pe 


y la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es: 
(l^  y = 2xy'  + seny' 
dy 


x ~ pc-\nP-2 

c _ , P es  un  parámetro 

y = -p  -p 


Sea  y} 


dx 


Solución 

P dp  = p dx,  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  se  tiene: 


y = 2xp  + senP,  diferenciando  se  tiene:  dy  = 2xdp  + 2pdx  + cosPdp, 

reemplazando  dy  = pdx,  pdx  ~ 2xdp  + 2pdx  + eos  Pdp,  simplificando 

dx  2 eos  P ■ r 

— + — x = , que  es  una  ecuación  lineal  cuya  solución  de  ésta  ecuación  es: 

dp  P P 


pjp  njp 

x = e p [ p )dp+c\- 


cos  P _ c 

sen  P + — r 

p p2 


p 


p 
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de  donde  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es: 


eos  P n c 
x sen  P + r~ 

p2  p - 

2 c 2 eos  P 

y sen  P 

P P 


, P es  un  parámetro 


y = *y 


Solución 

dv 

Sea  y'  = — = P =>  dy  = p dx,  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  se  tiene: 
dx 


y = xp  + — , diferenciando  ambos  miembros 


dy  - xdp  + pdx  - dp , reemplazando  dy  = pdx 

P3 


© 


2 a 2a 

pdx  - xdp  + pdx  - -~r  dp  =>  (x-  —r)dp  = 0 


2a 

de  donde  x = — - v dp  = 0 =>  P = c Luego 
P 3 


2a 


x = - 


a 

y =■  xc  + —r 
c 


y = xy+y 


Solución 


Sea  /=  = P =>  dy  = p dx  reemplazando  en  la  ecuación  dada:  y = xp  + r , 

dx 

diferenciando  =>  dy  = xdp  + pdx  + 2pdp  al  sustituir  dy  = pdx  se  tiene: 

- L 

pdx  = xdp  + pdx  + 2pdp  =>  (x  + 2p)  dp  = 0 de  donde 


Íx  + 2P  = 0 x = -2  P 


\<¡P  = o 


P = c 


donde 


í x = -2c 


[y  = xe  + c~ 
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d.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales 


c 1 


y = 2x :/+  ln  y' 

Rpta. 

P2  P 

2 c 

y = — + LnP- 2 

P 

•© 

y = x(\  + y')  + y'2 

Rpta. 

1 x = 2(\-P)  + ce~p 
{y=2(\-P)  + ce~p(V+P)+P2 

© 

y = -*y2+y2+i 

Rpta.  y = 1 + (c- Vl-x)2 

© 

y = 2xy'-2y'+l 

Rpta.  (y-1)2  = c(jt-l) 

© 

y = 2 xy'2  +y 

Rpta.  | 

\x(2P-\)1  = lnP-2P  + c 

\ y = 2 xp2  + P 

© 

3 , v 

y = — jcv  +e- 
2 ' 

Rpta. 

c „ p,  1 2 2 

p)  />2  />3 

3c  * 3 3 

y = 2 2e  (i  + ) 

2P2  P P2 

© 

.2  • 

>'  = •*>•  — ; 

.v 

Rpta.  « 

cp 1 +2p-\ 

X~  2p2(P-\)2 

cp2+2p-l  1 

2(P-1)2  P 

© 

>-  = (x+])y2 

Rpta. 

_2p- p2  + c 
(P-l)2 

y = (x  + 1)P 


y = xseny  + cos/  Rpta, 


XQX  p( 


j'  eos  u du  ^ |*  sen  1 1 du 


Jb  sen  u ~u  Jo  sen  u 
y = x sen  P + eos  P 


exp( 


r 


eos  x 


Jo  senz-z 


® 


dz)du 
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@ y = 2xy'-2y'  + \ 

© yya+(2x-\)y'=y 

(12)  y = -xy'2+y'2  + 1 

(13)  y = (y'-\)x  + ay'+b 

^4)  y = mxy'  + ay'+b 

@ y + xy'=/2 

© y''-xy’+2y  = 0 

© 2y'2+xy’-2y  = 0 

@ 2y'i+xy'-2y  = 0 

© y = xy'+y'2 

(20)  y = xy'-3y'3 

® y = *y'+-. 

W y 

® y-xr'Í77 

(23)  y = xy'+ciyJ\-\- y'2 


Rpta.  (y-\y  =c(x~ 1) 

Rpta.  y2  = 2(1  + 2c)(;c  + c) 

Rpta.  y = \ + (c-y]\-x)2 ,y  = 1 
Rpta.  y = (x  + a)  ln  (x  + a)  + c (x  + a)  + b - x 
Rpta.  m (y  - b)  = ( 1 - m)  (mx  + a)  ln  (mx  + a) 


Rpta. 


2p  . 4 

jc  = — + cp  * 
3 

y = -Xp  + P2 


Rpta. 


ix=P(e-3P) 

[2 y = P2  (c- 4 P) 


Rpta. 


Rpta. 


[ x = 4P\n(pc) 

\y  = P2[\  + 2\n(pc)\ 

x - 2P(3P  + c) 

2y  = P2(4p  + c) 


Rpta.  y = ex + e 
Rpta.  y = ex  -3c 

Rpta.  y = ex  + — 
c 


Rpta. 


Rpta. 


y — ex  + 


í 


2 2 2 
■ , x3,  + y3  = a 3 


1 + c‘~ 


L T 2 2 

y = ex  + ¿W1  + c , ~ 


x +y  -a 
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, a 

y = xy+  — 

y 

y = xy'  + sen  y ' 

y=  ln(xv'- >0 

, .2 
y = xy-y 

y = xy'+<Jl-y'2 

® 

i* 

i 

> 

ii 

® 

y~xy  + b'- 1 

© 

y = xy'-y¡l-y'2 

© 

y+y'2  = y' x 

© 

y = xy'+ayj\-y' 

x y - y = ln  y* 

1 

> 

li 

@ 

^=(x+i)y+y2 

© 

>>  = .*y+y-y2 

© 

* = (x+i)y-i 

© 

y = xy'+y¡[+  y' 

@ 

(y-\]\  + y'2  )dx- 

„ a 

Rpta.  y = xc  + — 
c2 

Rpta.  y = ex  + sen  c 
Rpta.  y = cx-ec 
Rpta.  y = cx-c2 

Rpta.  y = ex  + yj\-c2 

Rpta.  y-cx-ec 

„ 1 

Rpta.  y - ex  + 

yjc~  1 

Rpta.  y = cx  + \ll-c2  -c.arccosc 
Rpta.  y - ex- c1 

Rpta.  y - cx  + ayj  1 -c3 
Rpta.  y = ex  - ln  c 

Rpta.  y = cx-3c3 

• 

Rpta.  y = cx  + c + c* 

Rpta.  y — ex  + c - c * 

Rpta.  y = ex  + c - 1 
Rpta.  y = cjc  + Vl  + c 

Rpta.  v = cx  + yj\+c2 
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2.12.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  NO  RESUELTAS  CON 
RESPECTO  A LA  PRIMERA  DERIVADA.- 


1°  Ecuación  de  primer  orden  y de  grado  n con  respecto  a y' 

Las  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  y de  grado  n con  respecto  a y'  son  de 
la  siguiente  forma: 


(/)"  +-P,(*,>0(>'T-1  +P2(x,y)(yy-2+Pn-](x,y)y'+Pn(x,y)  = 0 


- (1) 


Para  encontrar  la  solución  de  estas  ecuaciones  diferenciales,  se  resuelve  la  ecuación 
( 1 ) con  respecto  ay';  como  la  ecuación  ( 1)  es  de  grado  n,  entonces  se  puede  tener: 


y'=A(x,y),  y'=f2(x,y),  y'=h(x,y), ... , y'=/K(x,y) , (K  = n)  ...(2) 


que  son  las  soluciones  reales  de  la  ecuación  (1) 

Luego  el  conjunto  de  las  soluciones  de  la  ecuación  (2)  es: 
<P,  (*»  y*ci)  = 9 , ip2(x,y,c2)  = 0y ....  <pK(xyy,cK)  = 0 


donde  (p,  (*,  y,  c, ) = 0 , i = 1,2,...,  K es  la  solución  de  la  ecuación  diferencial 
y=  fj(x9y)  c,  i=l,2,...K  y que  representa  la  solución  general  de  la  ecuación  (1 ). 


2o  Ecuaciones  diferenciales  de  la  forma  f(y,  y' ) = 0 

Cuando  en  esta  ecuación  diferencial  se  puede  despejar  y*  se  obtiene  ecuaciones 
diferenciales  de  variable  separable,  por  lo  tanto  nuestro  interés  está  en  los  demás 
casos. 


a)  Si  en  la  ecuación  diferencial  /(y,  / ) = 0 se  puede  despejar  y es  decir: 

y-(p(y')  — (1) 


dy 

entonces  para  obtener  la  solución  se  introduce  un  parámetro  y'  = — = P en  la 

dx 


ecuación  ( 1 ),  es  decir: 


y = <P(P) 


...  (2) 
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ahora  diferenciando  la  ecuación  (2)  se  tiene:  dy  - y'(P)dp 


...  (3) 


dy 

Como  — = P =>  dy  = p dx  que  al  sustituir  en  (3) 
dx 

se  tiene:  p dx  = q>(P)dp  de  donde  dx  = ^ x = ~dp  + < 

y la  solución  de  la  ecuación  diferencial  se  ha  dado  en  forma  paramétrica: 


b)  Si  en  la  ecuación  diferencial  /(y, y’)  = 0 , no  se  puede  despejar  ni  y,  ni  y\ 
pero  estas  últimas  pueden  expresarse  en  forma  paramétricas  mediante  algún 
parámetro  t. 

y = <p(0;  /=<p(0  (^=^7-) 

dx 

y'=-j-  = i (K0  =>  dy=<?(t)dx 

dx 


Como  y = cp(/)  =>  dy  = (p(t)dt , de  donde 
<p\t)dt 


(p (t)dx  — (p(t)dt  =>  dx  - - 


<P(0 


de  donde  x = 


í 


<P«) 


+ c 


y la  solución  de  la  ecuación  diferencial  es  dada  en  forma  paramétrica. 

f<p'(0 


x = 


J 


-dt  + c 


q>(0 

y = <p(0 

3o  Ecuaciones  diferenciales  de  la  forma  f(x,y* ) = 0 

Si  en  la  ecuación  diferencial  /(x,  y')  = 0 , se  puede  despejar  x es  decir: 

x = <píy')  —(O 
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de  donde  para  obtener  la  solución  se  hace  y'—  P de  donde  en  la  ecuación  (1)  se 


tiene: 

x = cp  (P)  =>  dx  = cp  (P)  dp 

...  (2) 

Además 

d\  r.  . d.V 

— = P =>  dx  = — 
dx  P 

...  0) 

de  (2)  y (3)  se  tiene  ^ = (p\P)dp  de  donde  dy  = P(p'(P)dp  =>  y=  ^Py\P)dp 

Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es  dada  en  forma  paramétrica: 

x = <p(P) 

y=  jp<v'(P)dP 

a.  Ejemplos:  Resolver  las  siguientes  ecuaciones. 


@ y 2 ~(2x  + y)  y'  + (x: 2 + xy)  = 0 


ti  ;« 


Solución 


y'2 ~(2x  + y)y'  + (x¿  + *y)  = 0,  despejando  y'setiene: 


2x  + y±  J(2x  + y)2  -4(x2  + xv)  2x  + y ± v 

y'  = 2 = — 


de  donde 


I v.  = x + y 

i ! 

b:  = x 


y,  = cer  - x - 1 
x2 

-V2  = — + c 


@ xy'2+2xy'-y  = 0 


Solución 


xy*1  +2xy'-y  = 0 , despejando  y'  se  tiene:  yf  = 


~2x  ± yJ4x2  + 4xy 

— simplificando 


2jc 


\X 


de  donde  r ~ = x + y 
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_ dz  , , _ dz  _ dz  . , z ~ dz  z 

2 z — = 1 + y =>  y - 2z 1 de  donde  2z 1 = -1  ±—=  =>  2z — = ±—¡= 

dx  dx  dx  yfx  dx  fx 


dx  i — 

2 dz  = ±—=  integrando  z = ±yjx  + c 
>Jx 

yjx  + y =±sfx  +c  =>  x + y = x + c2  ±2c-fx 
y-c2  =±2cy/x  =>  (y-K)2=4Kx 


y = y '2  cy 

Solución 

Sea  y'-P  =>  dy  = pdx,  remplazando  en  la  ecuación  dada 

y-p2ep  =>  dy  ~ (2pep  + p2ep  )dp  , de  donde  p dx  - (2pep  + p2ep  )dp 

dx  = ( 2e p + pe p )dp  , integrando  x**ep+ pe p+c 

\x  = ep  + pep  +c 
\y  = Plep 


2 2 2 
y5  + .y'5  =a5 


Solución 


Sea 


j y = a eos5  t 
¡v ' = a sen5  t-P 


dx  = — = - 

P asen  ’ t 


dt  ~ -5c  tg  tdt 


dx  = -5c  tg4  tdt  integrando  x = 5c  tg  t + 5/  + c 


x = - 


5c  tg3/ 


- 5c  tg  / + 5/  + c 


y = a eos  t 


3 
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© yA  -y'4-yy'2  =0 

Solución 

Sea  y'-yt  reemplazando  en  la  ecuación  y4  -yAtA  - y}t~  = 0 y~ytA 

y(\-tA)  = r =>  y = — — - diferenciando  dv  = — — ~r dt 
i-/4  • o -t4)2 


como  y = P =>  v = — puesto  que  y'=yt 


^--/>4-— = 0 =>  P = -!—~  Como  P = ^- 
í4  t \-t4  dx 


dy  = 

• i-/4 


í3<¿c  2t5  + 2t 


de  (1)  y (2)  se  tiene:  ‘ — ~rrdl  r=>  dx  = ^ + —f-  integrando 

l-/4  (i-rr  (í4-ir 


A H C DE 

x = -2  |l  — + ^-  + + + — 

J / r / + 1 /-I  r 


£/  + £ 


+ 1 


)dt) 


2 , , / + ! ^ 

x = — + ln  I -2  arctg  t + c 

/ f-1 


v = 


i-r 
x = ln  y + sen  y 


Solución 


Sea  y'=P 


x = ln  P + sen  P diferenciando  se  tiene: 


dx  - — + eos  p.dp  Como  dx  - — 

p P 


-t2=  0 

...d) 

...  (2) 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


© 

© 


~ = ~ + cos  pdp  =>  dy  = dp  + Pcos  pdp. 

y = P + P sen  P + cos  P + c 

b.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 

Resolver  los  siguientes  ejercicios. 

y'2-2yy'=  y2(ex  -1) 
x 2 y'2  +3xyy'+2y  2 = 0 

xy'2  -2yy'+x  = 0 

y2-2y-8x2  =0 


integrando 

J jc  = ln  P + senP 
[ y = p + Psen  P + cos  P + c 

Rpta.  ln(Ky)  = x±2ex/2 
Rpta.  xy  = c,  x 2 y = K 
ex 2 1 

Rpta.  j = — + — , y = ±x 
2 2c 

Rpta.  y = 2x2+c,  y = -x2+K 


y3+(  jc  + 2)cv  =0 


Rpta.  4e  3 = (.r  + 2)3  + c 


y'i-yy'2-X2y'+X¿y  = 0 

y'4  -(x  + 2y  + l).v’3  +(x  + 2 y + 2xy)y'2  -2xyy'  = 0 

Rpta.  y = o,  ,y  = x + c2 , 2y  = x2  +c3  , y = cAe 

sug:  y(y-ix/-*X/-2y)=o 


.v2  x2 

Rpta.  y = — + c,y  = ~ — +K  ,y-Ae 


xyy'2+(x2  + xf+  y2)y'+x2  +xy  = 0 


Rpta:  2xy  + x2  -c  = 0 , x2  + y2  = c 


(x2  + x)y'2  +(x2  +x-2xy- y)y'+y2  - xy  = 0 Rpta:  y = c (x  + 1),  y - -x  - ln  c x 
x 2 y 2 +xyy'-6y 2 = 0 Rpta:  y = cx2y  y = -j 
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© 

© 

© 

@ 


Rpta:  2y-x~  = c , xy  - x = c 
Rpta:  y = x + c,  y2  + x2  = C 


xy':-2yy'+4x  = O Rpta:  y + y]y2 -x2  = cx2(y  + >]y2  -x2  ) = c 

y 4 -(*  + 2y  + l)y 3 +(jv  + 2y  + 2 xy)y'2  -2xy.y'=  O 


Rpta:  y = c,y-x  = c,  2 y-x2  =c,  y = ce2x 


© 

xyy'2+(x2  +xy  + y2)y'+x2  +xy  = 0 

Rpta:  2xy  + x2  -c  = 0 , x2  + y2  -c  = 

© 

(x2  +x)y'2+(x2  -x-2xy- y)y'+y2  -xy  = 0 

Rpta: 

y-c(x+  1 ) = 0,  y + x ln  (ex)  = 

© 

x2  y'2 +xyy'-6y2  =0 

Rpta:  y -ex2  = 0 , y -ex2. 

@ 

xy'2+(y-x2  -l)y-x(j-l)  = 0 

Rpta:  2y-x2  -he  = 0 , xy  - x + c = 0 

® 

xy'2-2)y'+4x  = 0 

Rpta:  cy  = x2+c2 

® 

lx4y,2-xy'-y  = 0 

Rpta:  xy  = c (3  ex  - 1) 

® 

l¡  \ d\  \ 

y = a(— )'  +b(—)  , a,  b constantes. 
dx  dx 

Rpta:  < 

„ 3 bp2 

x = 2a  p + 1-  c 

2 

y=P\nP 

® 

^ = yin  y 

Rpta: 

(lnP  + l)2 

X = — + c 

2 

y = Pin  P 

y = y (i  + y eos  y) 

Rpta: 

í x = ln  P + sen  P + P.  eos  P + c 
V^P  + P2  eos  P 

© 

y = {y'~  i)e> 

Rpta: 

f p 

\x  = e +c 

[y  = {P-\)ep,  y = -l 
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y = arcsen  y + ln(l  +y'*  ) 


jr 

© y'  = ey 

@ y'~+ey  = 2 

2 2 

© ^+/3=1 

© x = y'2-2y'2+2 

© *(1+/2)  = 1 

© y'2  x = ey 

y 

© x(l  + y2)2=u 


X 


= y+  sen  y 


Rpta. 


. „ , , l + Vl-P2  , 

x = 2 arctg  r - ln  | — +c 

j;  = arcsen  Z3  + ln(l  + P~ ) 


Rpta: 


x = lnfln  P)  + + c 

ln/> 


J = 


ln  p 


Rpta: 


1 i j. 

x = -r=r\n  p +c 

V2  P + V2 

y = ln(2-P2) 


Rpta: 


í x = 3¿  + 3c  tg  ¿ + c 


eos'  t 


Rpta: 


x = P2  -2p  + 2 

y = -P3  -P2  +c 
3 


Rpta: 


v + c = ±(\lx-x2  + arcsen 


>/x) 


Rpta: 


.t  = * 


P* 

l 

ep(P  + 1) 


+ c 


Rpta: 


1 X = <2  COS  t 

[y  = -a sen3 1 + c 


Rpta: 


x = P + sen  P 


y = b P sen  P + eos  P + c 

2 


168 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


Xyj\  + y'2  =y' 


Rpta: 


r 

yj[  + p- 

_l 

F+P 


+ c 


x =y3-y 


x = P?  -P 


Rpta:  ■ 


P 2 

— + c 


2 


2.13.  SOLUCIONES  SINGULARES.- 


Consideremos  una  ecuación  diferencial  o la  forma:  F(x , y,/)  = 0 ...(1) 

Llamaremos  solución  singular  a y = (p(x)  de  la  ecuación  (1)  si  en  cada  punto  se  infringe 
la  propiedad  de  unicidad,  es  decir,  si  por  cada  uno  de  sus  puntos  (;c0 , v0 ) además  de  esta 
solución  pasa  también  otra  solución  que  tiene  en  el  punto  (x0,^0)  la  misma  tangente 
que  la  solución  y = cp  (x),  pero  no  coincide  esta  última  en  ningún  entorno  del  punto 
( x o » Lo ) arbitrariamente  pequeño. 


A la  gráfica  de  una  solución  singular  se  denomina  curva  integral  singular  de  la  ecuación 

(1). 


Si  F(x,  y,y'  ) = 0 y sus  derivados  parciales  — y — , son  continuas  con  respecto  a 

8y  dy' 

todos  sus  argumentos  x,  y,  y' . 


Entonces  cualquier  solución  singular  de  la  ecuación  (1). 


También  satisface  a la  ecuación: 


rF(.x,y,y') 

ey 


= o 


...  (2) 


Por  lo  tanto  para  hallar  las  soluciones  singulares  de  la  ecuación  (1)  se  elegirá  y'  entre  las 
ecuaciones  (l)y  (2)  obteniendo  la  ecuación. 


...  O) 


M / (x,y)  = 0 
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A la  ecuación  (3)  se  denomina  P - discriminante  de  la  ecuación  ( 1 ) y la  curva  determinada 
por  la  ecuación  (3)  se  denomina  curva  P - discriminante  (C.P.D.)  siempre  ocurre  que  una 
curva  P - discriminante  se  descompone  en  unas  cuántas  ramas,  en  este  caso  debe 
averiguarse  si  cada  una  de  estas  ramas  por  separado  es  solución  de  la  ecuación  ( 1 ) si  es 
afirmativo  se  debe  comprobar  si  es  solución  singular,  es  decir,  si  se  infringe  la  unicidad 
en  cada  uno  de  sus  puntos. 

Llamaremos  envolvente  de  una  familia  de  curvas.  <j>  (x,  y,  c)  = 0 ...  (4) 

a la  curva  que  en  cada  uno  de  sus  puntos  es  tangente  a una  de  las  curvas  de  la  familia  (4) 
siendo  cada  segmento  de  la  misma  tangente  a una  infinidad  de  curvas  de  la  familia  (4). 

Si  la  solución  (4)  es  la  integral  general  (1),  la  envolvente  de  la  familia  de  curvas  (4),  en 
caso  que  exista,  será  una  curva  integral  singular  de  esta  ecuación. 

En  efecto,  en  los  puntos  de  la  envolvente  los  valores  x,  y,  y'  coinciden  con  los  valores 
correspondientes  de  la  curva  integral  que  es  tangente  a la  envolvente  en  el  punto  (x,y),  por 
lo  tanto  en  cada  punto  de  la  envolvente  los  valores  x,  y,  y'  satisfacen  a la  ecuación 

F(.\\  v,  y' ) = 0 es  decir  la  envolvente  es  una  curva  integral. 

Además  en  cada  punto  de  la  envolvente  se  infringe  la  unicidad,  puesto  que  por  cada  punto 
de  la  misma  pasan  al  menos  dos  curvas  integrales  en  una  misma  dirección,  la  envolvente 
y la  curva  integral  de  la  familia  (4)  que  es  tangente  a ésta  en  el  punto  considerado. 

En  consecuencia,  la  envolvente  es  una  curva  integral  singular,  además  por  el  curso  de 
análisis  matemático  se  conoce  que  la  envolvente  forma  parte  de  la  curva  c - discriminante 
(C.C.D.)  determinada  por  el  sistema  de  ecuaciones: 


J 

Hx>y>c)  = o 

d<t <x,y,c)  _n 

■ ■ — — 0 

de 

Una  rama  de  la  curva  c - discriminante  es  envolvente,  cuando  en  ella  se  cumple  las 
condiciones  siguientes. 
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í3u>  í ¿ 

Que  las  derivadas  parciales  — , — 

8x  dy 


ex  dy 


existan  y sus  módulos  están  acotados. 


donde  M y N son  constantes 


2o  — * 0 ó sino  — * 0 
dx  dy 

Observaciones 


a)  Las  condiciones  Io  y 2o  solamente  son  suficientes,  por  lo  cual  pueden  ser 
envolventes  también  las  ramas  de  la  curva  c - discriminante  en  las  que  no  se  cumple 
algunas  de  estas  condiciones. 

b)  En  el  caso  general,  el  P - discriminante  contiene: 

i)  A la  envolvente  (E) 

ii)  Al  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  contacto  al  cuadrado  (C2 ) 

iii)  Al  lugar  geométrico  de  los  puntos  cúspides  (ó  de  retroceso)  (R) 

Ap  = E.C2  R 

c)  El  c - discriminante  contiene: 

i)  A la  envolvente  (E) 

ii)  Al  lugar  geométrico  de  los  puntos  Anocdales  al  cuadrado  (A  ) 

iii)  Al  lugar  geométrico  de  los  puntos  cuspidales  (o  de  retroceso)  al  cubo  (R 3 ) 

A c=  E.A 2.R3 

Entre  todos  los  lugares  geométricos  solamente  la  envolvente  es  solución  (singular) 
de  la  ecuación  diferencial. 

Esta  figura  tanto  en  la  curva  P - discriminante  como  en  la  curva  c - discriminante  a 
la  primera  potencia,  circunstancia  que  facilita  la  averiguación  de  la  solución 
singular. 
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a)  Ejemplos: 


Encontrar  la  solución  general  y también  la  solución  singular,  si  ella  existe,  de  la  ecuación: 

(^)2  +4^5^-12^V  = 0 
dx  dx 

Solución 


Sea 


dy  = pdx 


p2  +4x5 p-\2x4 y = 0 diferenciando 


2pdp  + 20x4 pdx  + 4x5dp-48x*y  dx-  \2x4 dy  = 0 

2 a 5 

2 pdp  + 20x4  pdx  + 4xsdp  - 48x3(~ - )dx  - 1 2 x4  pdx  = 0 

12x 

(2p  + 4xs)dp  + 20x4pdx-4^  ■ 1 dx  - 1 2 x4  pdx  = 0 

x 

• 

(2p  + 4a  ' )<//?  + ^x4  pdx — dx  - 1 6x4/x¿x  = 0 

x 


(2p  + 4xs)dp-(^— 


-Sx4  p)dx  = 0 =>  2x{p  + 2x5)—-4p(p  + 2x5)  = 0 

dx 


(p  + 2x5)(x^--2p)  = 0 

dx 


<=>  (/?  + 2x5)  = 0 


x — — 2/7  = 0 
dx 


Si  x— - = 2p  ->  - = ln  /;  = 2 In  x + In  ->  lnp  = ln/Cx2  ->  P = Kx2 

dx  p x 

reemplazando  p - Kx4  en  la  ecuación  /?"+4x5/7-12x4y  = 0 
se  tiene  K2x4  +4Xx7  = L2x4_y  =>  ÁT2+4Ax3=12v 


£(£  + 4x3 ) = 12  y solución  general. 
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Si  p + 2x5  = O =>  p = - 2x 5 reemplazando  este  valor  en  la  ecuación  dada  tenemos: 


4x10 -8x10  = 12x4  =>  3 y = -x6  solución  singular. 


( 2 ) Encontrar  la  solución  general  y también  la  solución  singular,  si  ella  existe,  de  la  ecuación: 


dx  dx 


Solución 


Sea  — = p =>  dy-  pdx  , reemplazando  en  la  ecuación  dada 
dx 

x* p2  + x2 py  + 1 = 0 =>  y = -xp diferenciando 

x P 

dy  = -xdp- pdx  + ^^-+  f*  • ; pero  dy  = pdx 
xrp  p x* 

pdx  = -xdp  - pdx  + + ~~  =>  (2 p ^-)dx  + (x y~y)dp  = 0 


x p p x 


X p 


P X 


1- 


Si  x — + 2/7  = 0 => 


dx 


P x 
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| 9 1 

Si  1 = O =>  p = — =>  p ~ x 2 reemplazando 

x'  p~  x 

_3 

enlaecuación  x3  p2  + x2py  + \ = 0 se  tiene  1 + x2x  + 1 = 0 =>  2 + Vxy  = 0 


Z t 

y ~ — -=  =>  >>  x - 4 = 0 solución  singular 

y¡X 

Encontrar  la  solución  general  y también  la  solución  singular,  si  ella  existe,  de  la  ecuación: 

x{*Lf  _2y(%2  -\6x2  =0 
dx  dx 

Solución 


dy 

Sea  — - p dy  - pdx 
dx 


xp3  - 2 yp2  - 1 6x~  = 0 


xp  8.iT 


diferenciando  dy  = — dp  + — dx  - ^—7-  dx  + — dp 

2 2 p2  p 


_ . . f x f p _ 16x  Iójc'í//? 

Como  ay  = pox  =>  pdx  = — dp-\ — dx — dx  h — 

2 2 p y 


,x  I6x2  p 16x..  „ . , .1  \6x^dp  .1  16x 

(—  h )áp  -(— + — —)dx  = 0 , factorizando  x(—  h — =-)  — — p(—  + — =-)  = 0 

2 n3  2 n2  2 rf  dx  2 n3 


,1  16 x-,  dp  1 16x  4°  a 

(-+— y)(x-7--p)  = 0 O - + — = 0 V X- p = 0 

2 p5  dx  2 p 3 dx 


dp  „ dp  dx  _ . 

Si  x— — p = 0 => = 0 integrando 

dx  p x 


ln  p --  ln  x = ln  K =>  ln  — = ln  K =>  p = Kx 
x 
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reemplazando  en  la  ecuación  y ~~~ 


Kx 2 8jc2  Kx2  8 

se  tiene  y = — — =>  y 

2 K2x2  2 K 2 

2K2 y - K2, x2 —\6  es  la  solución  general 


1 \6x  16x  1 p2 

Si  — + — — = 0 =>  — - = =>  -2—  - -2 

2 p 3 p 3 2 16x 


i 


p 3 = -32x  =>  p = -2>/4x'  reemplazando  en  la  ecuación 


_ ¿ 

xp  8x2  x(-2>/4x3)  8x 

v = — se  tiene  y = 

2 p2  2 


4\f\6x3 


3/T  3 2x3 

,=-*  T 


4 

.V  = -(fe  =>  2/ =-27/ 


2>y3+27x4=0  solución  singular 


b.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 

Encontrar  la  solución  general  (S.G)  y también  la  solución  singular  (S.S.)  si  ella 
existe  de  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


© 

dy  ~,dy  2 
y = * 2( — ) 

dx  dx 

Rpta:  S.G.:  y~kx-2k2  ; S.  S.:  &y  = x2 

© 

2 ,dyp  ^ dy 
y (—)  +3x~- y = 0 
dx  dx 

Rpta:  S.G.:  y3  +3 kx-k2  = 0;S.G.:9x2  + 4>>3  = 

© 

xi—)1  -2y—+4x  = 0 
dx  dx 

Rpta:  S.G.:  k2x2 -ky  + ] ; S:S.: y2  -4x2  ■ 
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© 

x(^)2-2y^  + x + 2y  = 0 
dx  dx 

Rpta:  S.G.:  2x2  + 2£(x-y)  + A:2  =0 

S.S.:  x2  +2xy-y2  = 0 

© 

(1+y2  )y 2 - Ayy'-Ax  = 0 

Rpta:  S.S.:  y*  =4x  + 4 

© 

O 

ti 

T 

«N 

Rpta:  S.S.:  y = 0 

© 

y3  -4xyy'+$y2  = 0 

Rpta:  S.S.:  y = 0,  y = -“-x3 

© 

y'2-y2  =0 

Rpta:  No  hay  S.S. 

© 

ftf+jÉL-rfy.  0 

dx  dx 

Rpta:  S.G.:  A:2+Ax2=2y  ; S.S.:  8y  = -x4 

@ 

dx  dx 

Rpta:  S.G.:  2*3x3  = 1 - 6¿2p  ; S.S.:  2y  = x2 

@ 

0 

¿X  dx 

Rpta:  S.G.:  y-kx-k 2 ; S.S.:  4y  = x2 

@ 

dy  ^^A\2 

y = x — + A.  ( — ) 
dx  dx 

Rpta:  S.G.:  y = bc  + k2c  ; S.S.:  x¿  - -Aky 

@ 

x8(— )2  +3x  — + 9^  = 0 
dx  dx 

Rpta:  S.G.:  x\y  + k ) + k = 0 = 0 ; S.S.:  4x*y  = 1 

® 

4*)J-2j,*  + 4,  = 0 
dx  dx 

Rpta:  S.G.:  x2  =k{y-k)\  S.S.:  y =•  2x,  y = -2x 

dx  dx 

Rpta:  S.G.:  xy  = k(3kx-l)  S.S.:  12x‘y  = -l 

® 

o 

II 

1 

+ 

1 

+ 

CM 

Rpta:  S.G. : xA; 2 + (x  - y)k  + 1 - y = 0 

S.S.:  (x  + y)2  =4x 
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© 

6 / dy , 3 dy 

x ( — ) - 3x 3y  = 0 

dx  dx 

Rpta:  S.G.:  3.ry  = k(xk2 -3) ; S.S.:  9*V  =4 

@ 

£.  dv  \ dv 

dx  dx 

Rpta:  S.G.:  >bc>-  = Ar(Ar2JC-l) ; S.S.:  21xiy2  =4 

® 

«¡tf -2yÁUn¿  .0 

dx  dx 

Rpta:  S.G.:  2A'3 y = k4x2  + 12 ; S.S.:  3 y2  = ±8x3 

© 

> = » 

dx  dx 

Rpta:  S.G.:  xk  - v¿2  + 1 = 0 ; S.S.:  4y3  =27 x1 

,dx  2 dx  4 

4—)  + >-— = 3y 
ay  ay 

Rpta:  S.G.:  3y  = k (1+ k xy) ; S.S.:12xy‘  =-l 

@ 

x(— f-2y(— )2+4x2  =0 
dx  dx 

Rpta:  S.G.:  x2  = 4k(y-8k2) ; S.S.:  8y3  = 27x4 

© 

4x5(— )2+12x4y  — + 9 = 0 
ífe  ¿X 

Rpta:  S.G.:  x\2ky-\)  = k2\  S.S.:  x3y2  =1 

@ 

(fin-4)  = i 

abe  abe 

Rpta:  S.G.:  (/:  + l)  (y-Ax)  = l 

S.S.:  4(x  + y)3  = 27x2 

@ 

I**,’ -*,£  + ,.<> 
dx  dx 

Rpta:  S.G.:  kx  = y2+k 2 ; S.S.:  x = ± 2y 
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CAPÍTULO  III 

3.  APLICACIONES  DE  LAS  ECUACIONES 

DIFERENCIALES.- 

3.1.  PROBLEMAS  GEOMÉTRICOS.- 


Consideremos  una  curva  C descrita  por  la  ecuación 


C : F (x,  y)  = 0 


y tomemos  un  punto  P0  (x0 , v0 ) de  la  curva  C 


y la  ecuación  de  la  recta  tangente  es: 


Lr  ■ y-y0  = y0(x-x0) 


...(i) 


La  pendiente  de  la  recta  normal  es:  mL  = 

mL,  y'0 


LN--y-y0  = — ~(x_*o) 

yo 


y la  ecuación  de  la  recta  normal  es: 


...  (2) 


178 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


ahora  calculamos  el  punto  de  intersección  de  la  recta  tangente  con  el  eje  x. 
Sea  A e Lt  n eje  x ==>  y = 0 , de  la  ecuación  de  la  tangente  se  tiene: 


V’o  v 

—y0  = y o (x  ~ *o ) =>  x~xo de  donde  A(x0 — - — ,0) 

y o y' o 

También  calcularemos  el  punto  de  intersección  de  la  recta  normal  y el  eje  x. 
Sea  B e LN  n eje  x =>  y = 0 , de  la  ecuación  (2)  se  tiene: 


-y0= — \-{x-x0)  =>  x = x0+y0y'0  dedonde  B(x0  +^0>’o,0) 

y o 

La  longitud  del  segmento  de  la  tangente  entre  el  punto  P0  y el  eje  x es  Lr  = d(A,  P) 


¿r  = J(» 6 -(** ~ ^~))2  + (>o  -O)2  = Jü  y’02 

V y o y o 


La  longitud  de  la  sub  tangente  es  la  proyección  del  segmento  tangente  AP0  sobre  el  eje  x 
es  decir: 


¿o  =d(A,c) 


uo-(^-4)>2+0=4- 

y o y o 


La  longitud  del  segmento  de  la  normal  entre  el  punto  P()  y el  eje  x es:  LN  = d(B , P0 ) 

ln  = y¡(x0-(x0+y0y'0))2  +(j'o~°)2  = -vo  + >’  '02 

La  longitud  de  la  sub  normal  es  la  proyección  del  segmento  normal  BP0  sobre  el  eje  x, 

es  decir  

LS„  = d(C,B)  = + ypy ’0-.r0):  ■+  (0 -0):  = y0y\ 

Generalizando  estas  longitudes  en  cualquier  punto  p(x,y)  de  la  curva 


C:  F (x,y)  = 0 se  tiene: 


Aplicaciones  de  las  Ecuaciones  Diferenciales 


179 


Lt  =^-J\  + y'2 

— 

longitud  de  la  tangente 

y 

H 

o-r 

o 

= 

longitud  de  la  sub  tangente 

y 

L„=yyjl+y'2 

- 

longitud  de  la  normal 

O) 

II 

% 

= 

longitud  de  la  sub  normal 

para  el  caso  en  que  la  curva  está  dado  en  coordenadas  polares.  Consideremos  la  curva: 
C:  r = f (0)  y P (r  ,0)  e C entonces: 


tga  = r— — , donde  a es  el  ángulo  comprendido  entre  el  radio  vector  y la  parte  de  la 
dr 

tangente  dirigida  hacia  el  origen  de  la  curva. 


2 J0 

r tg  a = r — , 
dr 


dr 

re  tga-  — , 

</0 


es  la  longitud  de  la  sub  tangente  polar. 


es  la  longitud  de  la  sub  normal  polar 


c/0 

rsena  = r2  - — , es  la  longitud  de  la  perpendicular  desde  el  polo  a la  tangente. 
ds 
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ds  - yj(dr)2  + r2(dQ)~ 


+(—)2de 

de 


es  un  elemento  de  longitud  de  arco. 


, es  un  elemento  de  área. 


a.  PROBLEMAS  RESUELTOS 

(7)  Hallar  la  ecuación  de  las  curvas,  tales  que  la  parte  de  cada  tangente,  comprendida  entre  el 
eje  Y,  y el  punto  de  tangencia,  queda  dividido  en  dos  partes  iguales  por  el  eje  de  las  X. 


Solución 


© 


Hallar  la  ecuación  de  las  curvas,  tales  que  la  parte  de  cada  tangente,  comprendida  entre  el 
eje  de  las  x y el  punto  de  tangencia,  está  dividido  en  dos  partes  iguales  por  el  eje  de  las  y. 


Solución 


En  el  A M A P se  tiene: 


tg  0 = 


AP 

MA 


y_ 

2x 


Como  tg0  = — 
2x 
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A , , dv  . dy  y 

Ademas  — = tg  0 =>  — - — 
dx  dx  2x 


— = — , integrando  se  tiene: 
y 2x 


In y = ye  =>  v2  = Kx 
2 

(3)  La  tangente  en  cualquier  punto  de  una  curva  y la  recta  que  une  ese  punto  con  el  origen 
forman  un  triángulo  isósceles  con  base  en  el  eje  de  las  x.  Hallar  la  ecuación  de  la  curva 
sabiendo  que  pasa  por  el  punto  (2,2) 

Solución 


^ i 

i 

\ 

( /ln 

M /p(*.yj 

^ y = f(x) 

/IV ^ 

0 

i 

/ 

X 

Como  Lw  _L  Lt  =>  tg  a.  tg  0 = - 1 r=>  tg0  = -ctga  = - — 

* 


además  — = tg  0 = -cía  =>  — = , de  donde 

dx  dx  x 


— + — = 0 , integrando  ln  xy  = Ink,  es  decir:  C:  xy=k 

x y 


pero  (2,2)  e C ->  k = 4,  xy  = 4 


Hallar  la  ecuación  de  una  curva  tal  que,  si  en  un  punto  cualquiera  de  ella,  se  trazan  la 
normal  y la  ordenada,  el  segmento  que  ambos  interceptan  sobre  el  eje  de  las  x es  una 
constante  a. 
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Luego 


-T  = ±c  tg  a 
dx 


dy  a . . 

— - ±—  , de  donde 
dx  y 


y dy  = ± a dx  integrando  se  tiene: 


y~  ± 2 ax  - c 


Hallar  una  curva  para  la  cual  el  área  a Q-  limitada  por  la  curva,  el  eje  OX  y las  dos 
ordenadas. 

v 

x = 0,  x = x,  sea  una  función  dada  de  y:  Q = a~  ln  — 

a 


Solución 


de  donde 


5 

y = 

c-x 


(hipérbolas) 


Demostrar  que  la  curva,  que  posee  la  propiedad  de  que  todas  sus  normales  pasan  por  un 
punto  constante  es  una  circunferencia. 

Solución 


Sin  pérdida  de  generalidad  podemos  asumir  que 
c(h,k)  = c (0,0). 

d\ 

Sea  LN:  y = bx,  donde  m LN,  además  mLt  = — y 

dx 

como  LN  _L  LT,  entonces: 

r 1 dx  , . dx 

mL v es  decir  que  b- , 

mL{  dy  dy 
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© 


como  y = bx  =>  b = — de  donde  — = - — y dx  + x dx  = 0 integrando 

.v  x dy 

a"  + y~  = R 

Hallar  la  curva  para  la  cual,  la  razón  del  segmento  interceptado  por  la  tangente  en  el  eje 
OY,  al  radio  vector  es  una  cantidad  constante  positiva. 

Solución 


Por  dato  se  tiene:  — = c La  ecuación  de  la  recta 

d2 

tangente  es:  Lt  : y - y0  = m(x  - x0 ) , de  donde 
Lt  : y = y'  (_v0  )x  - y'  (x0  )a0  + y0 


para  x = 0 se  tiene  d]  = yQ  - y'  (a0  ) .v0  además  d2  - y[x%  + vó  , luego  : 


y a ~ v (A‘n  )a0  , . v-v  x 

- = c , generalizando  se  tiene:  . ■■=  -c 

¡22  2 2 
yjxo  + >’o  vx  +-v 

y - xy ' = Cy¡x2  + y2  =>  ( cyjx 2 + v2  - y)dx  + x dy  - 0 

Sea  y = ux  ==>  dy  = udx  + xdu 


(cyjx2  -f  z/2a2  - ux)dx  + x(udx  + xdu)  = 0 , para  x ^ 0 


(cyj\  + u2  —u)dx  + udx  + xdu  = 0 =>  cyl\+u2dx  + xdu  = 0 , separando  las  variables. 

c ——  h — ~==^=  = 0 integrando  cln(.r)  + ln(w  + Vi  ) = ln  A 

v Vuii2 


ln 


n 2 

xc  (u  + yh  + u2)  = \nk  =>  xc  (u  + Vl  + i/2  ) = A: , de  donde  : ac  (—  + ) = k 


y + ^/a2  + y2  - áa1  c ^/A:,  t-  y2  = Aa1  ¿ - y , elevando  al  cuadrado 
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x2  + y2  = k2x2{l~c)  -2kvx]  c + y2  , de  donde  v = — kx[  'c — -x1+c 

2 k 

Hallar  la  línea  para  la  cual  la  subnormal  en  cualquier  punto  sea  a la  suma  de  la  abscisa  y 
la  ordenada  como  la  ordenada  de  este  punto  es  a la  abscisa. 

Solución 


Sea  P (x,y)  un  punto  cualquiera  de  la  línea. 

dy 

La  subnormal  en  el  punto  P(x,y)  es  y — 

dx 


Luego  de  acuerdo  a las  condiciones  del  problema  se  tiene: 


x — = x + y (x  + y)dx  - x dy  = 0 
dx 


xdy  - ydx  = xdx  de  donde 


xdy  - ydx 


dx 


x 


y dx 

d(— ) = — integrando 
x x 


v 

— = ln(xc) 

A' 


y = x ln(*c) 


Hallar  la  línea  para  la  cual  la  distancia  que  media  entre  la  normal  en  cualquier  punto  suyo 
el  origen  de  coordenadas  y la  que  media  entre  la  misma  normal  y el  punto  (a,b)  están  en 
razón  constante  e igual  a k. 


Solución 
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se  tiene: 


(b  + --c) 


U 


1 + 


1 


a x.x 

c = k(b  -f c)  como  v = + c =>  c = y -i — 

m m m 


Luego:  y + — = k(b  + — - y-—) 

/w  m ' m 

my  + x = k (bm  ra-my-x)  =>  [ak  - (k  + 1 ) x]  + [kb  - (k  + 1 ) y]  m = 0 

[ak-(k  + l\x]  + [kb-(k  + l)Y]—  = 0 =>  [ak  - (k  + 1)  x]  dx  + [kb -(k  + 1)  y]  dy  = 0 

dx 

i £ + 1 2 k + \ 2 

integrando:  akx — x + kby — y = c] 

2 2 2k 

x +v (ax  + bv)  = c 

k + ] 

Hallar  la  curva  que  posee  la  propiedad  de  que  la  magnitud  de  la  perpendicular  bajada  del 
origen  de  coordenadas  a la  tangente  sea  igual  a la  abscisa  del  punto  de  contacto. 


Solución 


Por  dato  del  problema  se  tiene:  d - xQ 
además  m Lt\ „ = y'  (a0  ) , y la  ecuación  de  la 
recta  tangente  es:  L/::y-y0  = mLt(x  - xy)) 


S“  v Es  decir:  t:xy'(x0)- y + y0  - yx0.y'(x  0)  = 0 


d(()J  <)  - - ' iAf--  , por  condición  del  problema  se  tiene:  d(0,  Lt)-  xc 

>/[y(.v0)]2  +1 


Lvp  -Vq->;'(*o)I 

^1  + [.v'(.v0)]2 


= v,  generalizando  en  cualquier  punto 


jyjLÍ  = ,v  =>  \y-xy’\=yj\  + (y')2x 
+ (r1)2 
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y2  -2xyy'+x2 y'2  = x2  +x2y'2  de  donde  y2  - x2  -2xyy'=  0 =>  (y2  - x 2 )dx - 2xydy  = 0 

Sea  y = ux  =>  dy  = udx  + xdu 

(w  x“  - x )dx  - 2x~u(udx  - xdu)  = 0 para  x^O 
2 2 2 

(u  - \ )dx  - 2 u dx  - 2 uxdu  = 0 =>  -(u  + \)dx  - 2uxdx  = 0,  separando  las  variables. 

dx  2 uda  . . , , , 2 , * 

— + — = 0 integrando  In  x + \n(u  + 1)  = ln  k 

x uz  + 1 

de  donde  se  tiene:  lnx(w2  + 1)  = InA:  =>  x(u2+l)  = k 


y* 

reemplazando  u se  tiene:  x( — + 1)  = ¿ =>  x~  4 -y“=/cv 

x2 


Dada  la  figura  adjunta,  determinar  todas  las  curvas  para  las  cuales  PR  es  tangente  y 
al  mismo  tiempo  es  QR  ortogonal  al  radio  vector  OP 


Solución 


v 1 x i 

tga=  — =>  RQ  : y = — (x-  x)  = ( x - x)  =>  y---(x-x) 

x tg  a y x 
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RO  a eje  v =>  x = O =>  y - — OR  = — ...  (2) 

y y 


de  ( 1 ) y (2)  se  tiene:  OT  = — — 

yy' 


(3) 


T ■ y-yo  =y'(x-x  n) 


T a eje  y =>  x = O =>  OR  = y-xy'  (4) 

_í 

de  (2)  y (4)  se  tiene:  — = y -xy'  =>  (x~  -y  )dx  + xvdy  = 0 

y 


Sea  y = ux  =>  dy  = udx  + xdu 

(x2  -u2x2)dx  + x2  y(udx  + xdu)  = O =>  (1  -u2  )dx  + m 2dx  + xudu  = 0 


dx  + uxdu  = 0 =>  — + udu  = O,  integrando  lnx  + — = c =>  lnx2  + — — = k 

x 2 


Calcular  la  curva  para  la  cual  la  longitud  de  la  porción  de  la  normal  comprendida  entre  la 
curva  y el  eje  X es  proporcional  al  cuadrado  de  la  ordenada. 


yjk2  v 


dy  1 *22 

= dx  integrando  — ln  | ky  + ^jk  y + 1 |=  x + c 


188 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


j\n\y  + ^y2  +^-\=x  + cx  =>  ln  ¡y  + ^j.V2  \=kx  + kC]  =>  y + Jy2+j¿-  = AeL' 

b.  PROBLEMAS  PROPUESTOS. 

La  normal  en  el  punto  p(x.y)  de  una  curva  corta  el  eje  de  las  x en  M y al  eje  de  las  y en 
N.  Hallar  la  ecuación  de  las  curvas  para  las  cuales  p es  el  punto  medio  de  MN. 


i ? 

Rpta.  y - x = k 


Determinar  una  curva  tal  que  si  por  un  punto  M de  ellas  se  traza  la  tangente  MA  a la 
parábola  y2  - 2px , la  tangente  MT  a la  curva  buscada  es  paralela  a OA. 


Rpta. 


2 p 

X - coi  C + — - 
3®3 


} 


CO 


c + 


2p  ) p 

3co3  ) co 


dv 

, co  = — 
dx 


l ) El  eje  de  las  x,  la  tangente  y la  ordenada  en  cada  punto  de  una  curva  forman  un 

triángulo  de  área  constante  k.  Hallar  la  ecuación  de  la  curva,  obteniendo  los  valores 
correspondientes  de  k y de  la  constante  de  integración,  suponiendo  que  pasa  por  los 
puntos  (0,4)  y ( 1 ,2).  Rpta.  y + xy  - 4 = 0 


Hallar  la  ecuación  de  la  curva  que  pasa  por  el  punto  (1,2)  y tal  que  la  tangente  en  un 
punto  cualquiera  p y la  recta  que  une  este  punto  con  el  origen  determinan  el 

2 2 

ángulo  complementario  con  el  eje  de  las  x.  Rpta.  y — x =3 


La  parte  de  la  normal  comprendida  ebtre  el  punto  p (x,y)  de  una  curva  y el  eje  de  las 

2 2 2 

x tiene  una  longitud  constante  k.  Hallar  la  ecuación  de  la  curva.  Rpta.  y + (x  - c)  = k 


© 


La  normal  en  el  punto  p (x,y)  de  una  curva  corta  al  eje  de  las  x en  M y al  eje  de  las  y en 
N.  Hallar  la  ecuación  de  las  curvas,  para  las  cuales  N es  el  punto  medio  de  PM. 

2 > 

Rpta.  y + 2x~  - k 

Las  normales  en  todo  punto  de  una  curva  pasan  por  un  punto  fijo.  Hallar  la  ecuación  de 
la  curva.  Rpta.  (x  - h)2  + ( v - k)2  = R 
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Hallar  la  ecuación  de  una  cuna,  tal  que  el  área  comprendida  entre  la  curva,  el  eje  de  las 
x,  una  ordenada  fija  y una  ordenada  variable,  sea  proporcional  a la  diferencia  entre  estas 

jr 

ordenadas.  Rpta.  y = Aek 


El  área  del  sector  formado  por  un  arco  de  una  curva  y los  dos  radios  que  van  desde  el 
origen  a sus  extremos,  es  proporcional  a la  diferencia  de  esos  radios.  Hallar  la  ecuación 
de  la  cuna.  Rpta.  ((0  + c)  + 2k  = 0 


© 

© 


El  arco  de  una  cuna  es  proporcional  a la  diferencia  de  los  radios  trazados  desde  el  origen 
a sus  extremos.  Hallar  la  ecuación  de  la  cuna.  Rpta.  ln(  0 = - 


V*2 


+i 


El  área  limitada  por  y = f(s),  el  eje  de  las  x,  y dos  ordenadas  es  igual  al  producto  de 
las  ordenadas.  Comprobar  que  f(x)  = 0 es  la  única  solución. 


Ei  área  limitada  por  el  eje  de  las  x,  una  cuna  y dos  ordenadas  es  igual  al  valor  medio 
de  las  ordenadas  multiplicado  por  la  distancia  entre  ellas.  Hallar  la  ecuación  de  la  cuna. 


Rpta.  y -y0=c(x-xQ),  y = v0 


13)  Hallar  la  linea  que  pase  por  el  punto  (2,3)  y cuya  propiedad  sea  la  siguiente:  el  segmento 
de  cualquier  tangente  suya  comprendido  entre  los  ejes  de  coordenadas  se  divide  en  dos 
partes  iguales  en  el  punto  de  contacto.  Rpta.  xy  6 


Hallar  la  ecuación  de  una  cuna  tal  que  la  suma  de  los  intersectos  de  la  tangente 
en  cualquier  punto  es  una  constante  k.  Rpta.  y = ex  + kc 


15)  La  tangente  a una  cuna  en  cualquier  punto,  forma  con  los  ejes  de  coordenadas 

ck. 

un  triángulo  de  área  2k.  Hallar  la  ecuación  de  tal  cuna.  Rpta.  y = ex  ±— ==- 

VI  + C2 

16)  Por  cada  punto  de  una  curva  se  trazan  paralelos  a los  ejes  para  forma  un  rectán  do 
con  dos  lados  sobre  los  ejes.  Hallar  la  ecuación  de  la  curva  sabiendo  que  i da 
rectángulo  de  esta  clase  queda  en  dos  partes  cuyas  áreas  son  el  doble  una  de  la  otra. 


Rpta.  y“  - ex  ó x~  - c\ 
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© 

@ 


Hallar  la  ecuación  de  la  curva  cuya  normal  en  cualquier  punto  pasa  por  el  origen. 

Rpta.  jt  + y ¿ = c' 

Si  el  producto  de  las  distancias  de  los  puntos  (-a,0)  y (a,0)  a la  tangente  de  una  curva 
en  cualquier  punto  en  una  constante  k.  Hallar  la  ecuación  de  dicha  curva. 


Rpta. 


y = ex  ± yjk  + (k  + ci2)c~ 


Hallar  una  curva  que  pasa  por  el  punto  (0,-2)  de  modo  que  el  coeficiente  angular  de 
la  tangente  en  cualquier  de  sus  puntos  sea  igual  a la  ordenada  del  mismo  punto, 

aumentada  tres  veces.  Rpta.  y = -2e 


Hallar  la  línea  que  pase  por  el  punto  (2,0)  y cuya  propiedad  sea  la  siguiente:  el  segmento 
de  la  tangente  entre  el  punto  de  contacto  y el  eje  de  ordenadas  tiene  la  longitud  constante 


e igual  a dos. 


Rpta.  y = V4-  xm  +2  ln 


2->¡4-x: 


[21)  Hallar  la  curva  para  la  cual  la  pendiente  de  la  tangente  en  cualquier  punto  es  n 
veces  mayor  que  la  pendiente  de  la  recta  que  une  este  punto  con  el  origen  de  coordenadas. 

Rpta.  y = kxn 


22)  Hallar  todas  las  líneas  para  las  cuales  el  segmento  de  la  tangente  comprendida  entre 

el  punto  de  contacto  y el  eje  de  las  abscisas  se  divide  en  dos  partes  iguales  en  el 

l 

punto  de  intersección  con  el  eje  de  ordenadas.  Rpta.  parábolas  y~  = ex 


^23)  Encontrar  las  curvas  cuyas  subnormales  son  constantes.  Rpta.  y2  ~2kx  + c 


Hallar  todas  las  líneas  para  las  cuales  la  subtangencias  sea  proporcional  a la  abscisa 
del  punto  de  contacto.  Rpta.  yk  = ex 


Empleando  coordenadas  rectangulares,  hallar  la  forma  del  espejo  si  los  rayos  que  parten 
de  un  punto  dado,  al  reflejarse,  son  paralelos  a una  dirección  dada.  Rpta.  y"  = 2 ex  4-  c 
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Hallar  la  curva  para  la  cual  la  longitud  del  segmento  interceptado  en  el  eje  de 
ordenadas  por  la  normal  a cualquiera  de  sus  punto,  es  igual  a la  distancia  desde  este 


punto  al  origen  de  coordenadas. 


1 9 1 

Rpta.  y = —(cx~ — ) 

2 c 


Hallar  la  curva  para  la  cual  el  producto  de  la  abscisa  de  cualquiera  de  sus  puntos  por  la 
magnitud  del  segmento  interceptado  en  el  eje  O y por  la  normal,  es  igual  al  duplo  del 

*>2  4 

cuadrado  de  la  distancia  desde  este  punto  al  origen  de  coordenadas.  Rpta.  x~  + y = ex 

Hallar  la  línea  que  pase  por  el  punto  (a,l)  y cuya  subtangente  tenga  la  longitud 

e(x-a) 


constante  a. 


Rpta.  y = - 


(29)  Hallar  la  línea  para  la  cual  la  longitud  de  la  normal  sea  la  magnitud  constante  a. 


a i 


? 2 

Rpta.  (x  -c)~  + y~  - a 


Hallar  la  curva  cuya  tangente  forma  con  los  ejes  coordenadas  un  triángulo  de 


área  constante  S = 2a“ 


Rpta.  xy  = ±a ~ 


Hallar  la  línea  para  la  cual  la  suma  de  las  longitudes  de  la  tangente  y de  la  subtangente  en 
cualquier  punto  suyo  sea  proporcional  al  producto  de  las  coordenadas  del  punto  de 


contacto. 


Rpta.  y = — ln  | c(k2x2  -1) ! 
k 


Hallar  la  curva  por  la  cual  el  segmento  de  la  tangente  comprendido  entre  los 

2 2 2 

ejes  coordenadas  tiene  una  longitud  constante  a.  Rpta.  x3  + y3  = ci3 

Encontrar  la  curva  que  pasa  por  el  punto  (1,2)  cuya  normal  en  cualquier  [ ito 

2 2 

(excepto  en  x = 0)  se  biseca  por  el  eje  x.  Rpta.  y + 2x"  = 6 


34)  Hallar  una  curva  que  pase  por  el  punto  (0,1)  y que  la  subtangente  sea  igual  a la  sun  de 

X 

las  coordenadas  del  punto  de  contacto.  Rpta.  y - ey 
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En  todo  punto  P en  una  curva,  la  proyección  de  la  normal  sobre  el  eje  x y la  abscisa  de 
P son  de  longitud  igual.  Encontrar  la  curva  que  pasa  por  un  punto  (2,3). 

Rpta.  y2  - x~  =5  ó x2  + y2  - 13 

Hallar  la  línea  para  la  cual  el  cuadrado  de  la  longitud  de  un  segmento  recortado 
por  cualquier  tangente  del  eje  de  ordenadas,  sea  igual  al  producto  de  las  coordenadas  del 


punto  de  contacto. 


Rpta.  x - ce 


Hallar  la  curva,  sabiendo  que  la  suma  de  los  segmentos  que  intercepta  la  tangente  a 
la  misma  en  los  ejes  de  coordenadas  es  constante  e igual  a 2a  Rpta.  y = (\/2q±  yfx )2 


La  suma  de  las  longitudes  de  la  normal,  y de  la  subnormal  es  igual  a la  unidad.  Hallar  la 

2 —x 

ecuación  de  la  curva,  sabiendo  que  esta  por  el  origen  de  coordenadas.  Rpta.  y — 1 - e 


Encontrar  la  curva  en  el  punto  (0,2)  tal  que  la  proyección  de  la  tangente  sobre  el  eje 
x siempre  tenga  la  longitud  2.  Rpta.  y~  = 4e 


Hallar  la  curva,  para  la  cual,  ángulo  formado  por  la  tangente  con  el  radio  vector  del  punto 
de  contacto  es  constante.  Rpta.  r ==  cea¥ 


dallar  la  línea  por  la  cual  la  ordenada  inicial  de  cualquier  tangente  es  igual  a la 
subnormal  correspondiente.  Rpta.  x = y ln  (cy) 


42)  Encontrar  la  familia  de  curvas  que  tienen  las  siguientes  propiedades:  la  perpendicular  del 
origen  a la  tangente  y abscisa  de  tangencia  son  de  igual  longitud.  Rpta.  x2  + y2  - ex 


Encontrar  la  curva  que  pasa  por  el  punto  (2,1)  tal  que  la  intersección  del  eje  X 


2-(— ) 


con  la  tangente  es  el  doble  de  la  ordenada  del  punto  de  tangencia.  Rpta.  y 1 - e ’ 


Hallar  la  curva,  sabiendo,  que  el  área  comprendida  entre  los  ejes  de  coordenadas, 
esta  curva  y la  ordenada  de  cualquier  punto  situado  en  ella,  es  igual  al  cubo  de  esta 

2 

ordenada.  Rpta.  3 y -2x-k 
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Hallar  la  curva,  para  la  cual,  el  segmento  que  intercepta  la  tangente  en  el  eje  OX,  es  igual 
a la  longitud  de  la  propia  tangente.  Rpta.  x~  + (y  -b)~  - h~ 


Hallar  la  línea  para  la  cual  la  ordenada  inicial  de  cualquier  tangente  sea  dos 
unidades  de  escala  menor  que  la  abscisa  del  punto  de  contacto.  Rpta.  y = ex  x !n  ¡xi  - 2 


Hallar  la  curva,  para  la  cual,  el  segmento  de  tangente,  comprendido  entre  los  ejes  de 
coordenadas  se  divide  en  dos  partes  iguales  por  la  parábola  y2  = 2a  . Rpta.  y"  + ló.v  = 0 


Encontrar  las  curvas  para  las  cuáles  cada  norma!  y sus  intersección  con  x tiene  la 
misma  longitud.  Rpta.  a2  + >’2  = ex 


(49)  Hallar  las  curvas  en  el  plano  XY  para  las  cuales,  el  segmento  de  cada 
tangente,  comprendido  entre  los  ejes  de  coordenadas,  es  bisecado  por  el  punto  de 
tangencia.  Rpta.  xy  = c 


(50)  Hallar  las  curvas  en  el  plano  XY  para  las  cuáles,  la  pendiente  de  las  normales  en  todos 
sus  puntos  es  igual  a la  razón  de  la  abscisa  a la  ordenada.  Rpta.  xy  = c 


Hallar  la  línea  para  la  cual  la  longitud  de  su  norma!  sea  proporcional  el  cuadrado  de  la 
ordenada.  El  coeficiente  de  proporcionalidad  es  igual  a k.  Rpta.  y = — [ek^c  + e ' 


Hallar  la  curva,  para  la  cual,  la  normal  a cualquiera  de  sus  puntos  es  igual  a la  d ancia 

2 2 2 

desde  este  punto  hasta  el  origen  de  coordenadas.  Rpta.  y - .v  = c ó x + ■ = c 


Hallar  la  línea  para  la  cual  el  área  comprendida  entre  el  eje  de  abscisa,  la  misn  línea 
y dos  ordenadas  una  de  las  cuáles  es  constante  y la  otra  variable,  sea  igual  a la  r ación 

del  cubo  de  la  ordenada  variable  a la  abscisa  variable.  Rpta.  (2  v"  - x~ ) = cx~ 

Hallar  la  ecuación  de  las  curvas  que  corta  al  eje  de  abscisas  en  x = 1 y que  tiene 
la  siguiente  propiedad:  la  longitud  de  la  subnormal  en  cada  punto  de  la  curva  es  igual  al 

promedio  aritmético  de  las  coordenadas  en  este  punto.  Rpta.  (a*  + 2y)(.v  — y)'  = i 
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Una  curva  que  se  halla  en  el  primer  cuadrante  pasa  por  el  punto  A(0,1),  si  la 
longitud  del  arco  comprendido  entre  A(0, 1 ) y un  punto  de  la  curva  p(x,y)  es 
numéricamente  igual  al  área  limitada  por  la  curva,  el  eje  X,  el  eje  Y y la  coordenada  del 

í?A  + a A 

punto  p(x.y).  Encontrar  la  ecuación  de  la  curva.  Rpta.  y = 


La  normal  en  cada  punto  de  una  curva  y la  recta  que  un  dicho  punto  con  el  origen 
de  coordenadas  forma  un  triángulo  isósceles  cuya  base  está  en  el  eje  de  abscisas. 

Hallar  la  ecuación  de  la  curva.  Rpta.  .y*  - y'  = c 

Hallar  la  ecuación  de  la  familia  de  curvas  en  el  plano  XY  de  tal  manera  que  el  triángulo 
formado  por  la  recta  tangente  a la  curva,  al  eje  de  las  abscisa  y la  recta  vertical  que 
pasa  por  el  punto  de  tangencia  siempre  tiene  una  área  igual  a la  suma  de  los  cuadrados  de 

las  coordenadas  del  punto  de  tangencia.  Rpta.  ln  cy  = arctg(-X  V- ) 

vi  5 VI 5 x 


Hallar  la  curva  para  lo  cual  el  segmento  de  tangente  comprendida  entre  los  ejes 

'y 

coordenados  se  divide  en  partes  iguales  por  la  parábola  y~  = 2x . Rpta.  y“  + 1 6x  = 0 


Hallar  la  línea  para  la  cual  el  área  del  rectángulo  construido  sobre  la  abscisa  de  cualquier 
punto  y sobre  la  ordenada  inicial  de  la  tangente  en  ese  punto  es  una  magnitud  constante 

7 

e igual  a (a 2 ) . Rpta.  y = ± h xc 

2x 


(60)  Encontrar  la  ecuación  de  una  curva  tal  que  si  se  traza  una  normal  en  un  punto  M 
cualquiera  de  ella  encuentra  al  eje  x en  el  punto  P,  y la  línea  que  une  los  puntos  medios  de 

MP  describe  una  parábola  de  ecuación  y/~  = 36x. 


Hallar  la  ecuación  de  la  curva  que  pasa  por  el  punto  (1,0)  y goza  de  la  siguiente 
propiedad:  “si  por  un  punto  cualquiera  P de  ella  se  traza  la  tangente  geométrica  y la 
normal  respectiva,  la  tangente  corta  el  eje  Y en  T y la  normal  corta  al  eje  x en  N resulta 

i 

TN  perpendicular  a,  OP,  siendo  O el  origen  de  coordenadas.  Rpta.  a*  + y“  = x 


Aplicaciones  de  las  Ecuaciones  Diferenciales 


195 


Hallar  la  ecuación  de  la  curva  que  pasa  por  el  punto  (2,1)  y para  la  cual  el  área  del 
triángulo  que  forma  el  eje  X de  abscisas,  la  tangente  a la  curva  en  cualquiera  de  los 
puntos  y el  radio  vector  de  dicho  punto,  sea  constante  e igual  a 4 unidades  cuadradas. 


Rpta.  x = 2 y 

y 


Determinar  la  ecuación  de  una  curva  que  pasa  por  (1,1)  y tenga  la  siguiente  propiedad: 
por  un  punto  P de  ella  se  traza  la  recta  tangente  y la  recta  normal  de  modo  que  la  primera 
corta  al  eje  de  las  y en  el  punto  A y la  segunda  al  eje  de  las  X en  el  punto  B. 

cumpliéndose  la  siguiente  condición  OA  = OB  , donde  O es  el  origen  de  coordenadas. 

Rpta.  ln(x2  + y1 ) + 2 arctg  — = c 

x 


Supongamos  que  un  halcón  H,  se  encuentra  en  el  punto  (1,0)  y divisa  una  paloma  Q en  el 
origen  volando  en  dirección  del  eje  Y,  con  una  velocidad  V,  el  halcón  vuela 
inmediatamente  en  dirección  de  la  paloma  con  una  velocidad  w = 2V  ¿Cuál  es  la 
trayectoria  que  debe  seguir  el  halcón  y en  que  punto  alcanzaría  a la  paloma? 

x x ~ ~ 2a  2 a 

Rpta.  y - (— ).(— )2  ~(ax)2  + — ecuación  trayectoria  (0, — ) es  el  punto  pedido. 

3 a 3 3 


Determinar  la  ecuación  de  la  familia  de  curvas  que  gozan  de  la  siguiente 
propiedad:  El  área  del  trapecio  por  lo  ejes  coordenados,  la  tangente  en  un  punto 
cualquiera  de  la  curva  y la  ordenada  del  punto  de  tangencia  sea  siempre  igual  a,  b 

unidades  cuadradas.  Rpta.  3 (ex2  - a^)  = 2b 


(66)  El  triángulo  formado  por  la  tangente  a la  curva,  el  eje  de  las  abscisas  y la  recta  \ ertical 
que  pasa  por  el  punto  de  tangencia  siempre  tiene  un  área  igual  a la  suma  de  los  cu<  rados 
de  las  coordenadas  del  punto  de  tangencia. 


El  área  del  triángulo  formado  por  la  tangente  a la  curva,  el  eje  de  abscisas  y la  noi  1 a la 
curva  es  igual  a la  mitad  del  valor  de  la  abscisas  de  intersección  de  la  recta  tangen  i 


La  normal  en  cada  punto  de  una  curva  y la  recta  que  une  dicho  punto  con  el  origen  de 
coordenadas  forma  un  triángulo  isósceles  cuya  base  está  en  el  eje  de  abscisas.  Hallar  la 
ecuación  de  la  curva. 
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Hallar  la  ecuación  de  la  curva  que  pasa  por  el  punto  (3,5),  que  tiene  la  siguiente 
propiedad:  ‘‘La  normal  en  cualquiera  de  sus  puntos  y la  recta  que  une  el  punto 
considerado  con  el  origen  de  coordenadas  forman  un  triángulo  isósceles  con  base  en  el  eje 
de  abscisas”.  Rpta: 


y2 -x2  =16 


Sea  una  curva  C en  que  la  tangente  y la  normal  de  la  curva  C en  un  punto  P(x,y)  corten  al 
eje  X en  A y y al  eje  Y en  B y R]  respectivamente.  Además  considere  el  punto  E 
(x,0)  y 0 el  ángulo  que  forma  AP  con  el  eje  X.  Considere  a los  segmentos  como  distancias 
dirigidas.  Determine  la  ecuación  de  la  curva  si  el  área  del  triángulo  °EA¡  es  igual  a una 

constante  k.  Rpta:  y3  - 6 kx  + c 


(71)  Hallar  la  curva  cuya  propiedad  consiste  es  que  el  producto  del  cuadrado  de  la  distancia 
entre  cualquiera  de  sus  puntos  y el  origen  de  coordenadas  por  el  segmento  separado  en  el 

eje  de  las  abscisa  de  ese  punto.  Rpta:  y4+2x2y2  =c 


Encontrar  la  ecuación  de  la  curva  que  pasa  por  el  punto  (2,  4)  y es  tal  que:  “La  abscisa  del 
centro  de  gravedad  de  la  figura  plana  limitada  por  los  ejes  coordenados,  la  curva  y por  la 


@ 


ordenada  de  cualquiera  de  sus  puntos,  sea  igual  a — de  la  abscisa  de  este  punto”. 

4 

Rpta:  y = x2 

Encontrar  la  ecuación  de  una  curva  tal  que  si  se  traza  una  normal  en  un  punto  M 
cualquiera  de  ella  encuentra  al  eje  X en  el  punto  P,  y la  línea  que  une  los  puntos  medios 


7 ) ■) 

de  MP  describe  una  parábola  de  ecuación  y ' = ax  Rpta:  y ~ = ax  + aT  4-  cxea 


Encontrar  la  ecuación  de  la  curva  que  pasa  por  el  punto  (1,3)  para  la  cual:  “La  ordenada 
PN  de  cualquier  punto  P(x,y)  corta  a la  recta  2x  + y - 10  = 0 en  un  punto  Q y si  sobre  PN 
tomemos  un  punto  M tal  que  PM  - NQ  entonces  la  recta  OM  resulta  paralela  a la  recta 
tangente  a la  curva  en  P”.  Rpta:  y = 2x  ln  x + 10  - 7x 

Hallar  la  ecuación  de  la  curva  que  pasa  por  el  punto  (4,  8)  y es  tal  que:  “La  tangente  de  la 
curva  en  un  punto  P(x,  y)  cualquiera  de  ella  corta  al  eje  X en  un  punto  M equidistante  del 

_ .X2  16 

Rpta:  — h + y = c 

y y 


punto  P y del  punto  A(0,4)”. 
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(76)  Se  dá  un  punto  sobre  el  eje  Y.  M (0,b);  se  pide  calcular  la  ecuación  de  una  curva  que  goza 
de  la  siguiente  propiedad:  “Si  un  punto  P(x,y)  cualquiera  de  la  curva,  se  traza  una 
tangente  a la  curva,  esta  corta  al  eje  X en  el  punto  R.  que  equidista  de  M y P,  además  la 


curva  pasa  por  el  punto  (7,5). 


„ i ~ 1 2 74  + b\ 
Rpta:  xÁ  + +b  = v( ) 


Hallar  la  ecuación  de  las  curvas  para  las  que  el  radio  de  curvatura  proyectado  sobre  el  eje 
X,  es  el  doble  de  la  abscisas.  Haga  el  correspondiente  gráfico. 


Rpta:  y = -f  J.r(c,  - x)  + — arctg  j— - — + c2 


c,  -x 


Si  X(t) 


s)eH,~s)e*ds.  Calcular  el  valor  de:  X"(l)  + 2X'(í)  + X(t) 


Determinar  la  curva  tal  que: 

a)  Cuya  subnormal  es  la  media  aritmética  de  la  abscisa  y la  ordenada  del  punto  de  ésta 
curva.  Rpta:  (y  - jc)  2 (x  y 2v ) = c 


b)  Cuya  subtangente  es  la  media  aritmética  de  la  abscisa  y la  ordenada  del  punto  de 


ésta  curva. 


Rpta:  (y-x)2  = ky 


Hallar  la  curva  para  la  cual  el  segmento  de  tangente  comprendida  entre  los  ejes 
coordenadas  se  divide  en  partes  iguales  por  la  parábola  y2  -2x.  Rpta:  v2  + 1 6x  = 0 

a)  Graflcar  y hallar  la  ecuación  diferencial  de  las  curvas  tales  que  la  tangente  en  un 
punto  cualesquiera  M forme  un  ángulo  0 con  el  eje  OX  y que  se  verifique 

© — (()  = — , siendo  c()  el  ángulo  que  Om  forme  con  OX. 

4 

b)  Resolver  la  ecuación  diferencial  hallada  en  (a). 

c)  Hallar,  partiendo  de  la  ecuación  diferencial,  la  relación  entre  el  radio  de  curvatura  en 
My  OM. 
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Sea  Q el  punto  de  corte  de  la  tangente  a una  curva  en  P(x,y)  y el  eje  Y.  Si  la 
circunferencia  cuyo  diámetro  es  QP  pasa  por  un  punto  fijo  F(a,0).  Hallar  la  ecuación  y 
resolver.  Graficar. 

La  normal  en  un  punto  P de  una  curva  encuentra  al  eje  X en  Q.  Encontrar  la  ecuación  de 
la  curva  si  pasa  por  el  punto  (0,b)  y si  el  lugar  geométrico  del  punto  medio  de  PQ  es 
v2  =kx. 

Sea  A el  punto  de  corte  de  la  tangente  a una  curva  en  P(x,y)  y el  eje  Y,  si  la 
circunferencia  cuyo  diámetro  es  AP , pasa  por  un  punto  fijo  (a,0).  Hallar  la  ecuación  de  la 
curva. 


3.2.  TRAYECTORIAS  ORTOGONALES.- 

Consideremos  una  familia  de  curvas  planas. 

f{*,y,c)  = o 

donde  cada  valor  del  parámetro  c representa  una  curva. 


(D 


Los  problemas  que  se  presentan  en  los  campos  tales  como  Electrostática,  Hidrodinámica 
y termodinámica  es  de  encontrar  una  familia  de  curvas  que  dependen  de  un  parámetro  k. 


g(*  i y**)  = o 


...  (2) 


Con  la  propiedad  que  cualquier  curva  de  (1)  al  interceptar  a cada  curva  de  la  familia  (2) 
las  rectas  tangentes  a las  curvas  sean  perpendiculares. 


a las  familias  de  las  curvas  ( 1 ) y (2)  se  denominan  trayectorias  ortogonales. 
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Observación.  Como  ejemplo  veremos  los  casos  siguientes: 

(T)  En  el  campo  Electrostático,  a una  familia  de  curvas  se  denomina  cunas  Equipo- 
tenciales y la  otra  familia  de  cunas  denominan  líneas  de  fuerza. 

© En  el  campo  Hidrodinámico,  a una  familia  de  curvas  se  denomina  curvas  de 
potencial  de  velocidad  y otra  familia  se  denomina  líneas  de  corriente  o líneas  de 
flujo. 

(T)  En  el  campo  Termodinámico  a una  familia  de  curvas  se  denomina  líneas  isotermas 
y a la  otra  familia  de  curvas  denomina  líneas  de  flujo  de  calor.  Si  se  tiene  la 
familia  de  curvas  (1),  para  encontrar  la  familia  de  curvas  (2),  primero  se  encuentra  la 
ecuación  diferencial  de  la  familia  dada  en  (1)  y despejamos  y'  obteniendo. 


y'=F(x\y)  ...(3) 

Como  la  pendiente  de  las  trayectorias  ortogonales  debe  ser  la  inversa  negativa  de  la 

V1- : ...(4) 


pendiente  (3)  es  decir: 


F(x.y) 


Luego  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  dada  se  obtiene  resolviendo  la 
ecuación  diferencial  (4). 


a.  Ejemplos 

Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  todas  las  parábolas  con  vértice  en  el  origen  y 
foco  sobre  el  eje  X. 

Solución 

La  ecuación  de  la  familia  de  parábola  es  de  la  forma:  y~  = 4px  , p * 0 


v . , 2xydv  - v~dx 

— = 4 p diferenciando  se  tiene:  — — <=  0 

x x 


2x  dy  y dx  = 0 


dv  y , dy  2x 

— - — y la  ecuación  diferencial  de  las  trayectorias  ortogonales  son:  — = de 

dx  2x  dx  y 


*>  y 

donde  2x  dx  + y dy  = 0 resolviendo  esta  ecuación  diferencial  se  obtiene  r+  — = c, 

c * 0 luego  las  trayectorias  ortogonales  a la  familia  de  parábolas  son  las  elipses  de  centro 
en  el  origen. 
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Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  de  circunferencias  de  centro  en  el 
origen  de  coordenadas. 

Sofación 


La  ecuación  de  la  familia  de  circunferencias  de  centro  en  el  origen  es  de  la  forma: 
x~  + y~  = c,  su  ecuación  diferencial  se  obtiene  diferenciando. 

dy  x 

se  tiene  x dx  + y dy  = 0 =>  — = — 

dx  y 


y la  ecuación  diferencial  de  las  trayectorias 

ortogonales  es  — - = — resolviendo  esta  ecuación 
dx  x 

se  obtiene:  — = — In  y = In  kx  =>  y - kx, 

y x 

Luego  las  trayectorias  ortogonales  a la  familia  de 
circunferencias  son  la  familia  de  rectas  y = kx. 


Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  todas  las  hipérbolas  equiláteras  de  centro  en  el 
origen  de  coordenadas. 

Solución 


2 2 

La  ecuación  que  corresponde  a una  familia  de  hipérbolas  es:  x -y  - c\  c * 0,  su 
ecuación  diferencial  se  obtiene  diferenciando  a la  ecuación,  xdx  - ydy  = 0 de  donde 

— = — , y la  ecuación  diferencial  de  las  trayectorias  ortogonales  es: 
dx  y 
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de  donde  In  yx  = ln  k 


dy  x dv  dx  , _ 

— = — =>  — + — = ln  A: , 

dx  y y x 


xy  = k ecuación  de  la  familia  de  las  trayectorias  ortogonales. 

vi 


(4)  Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  las  circunferencias  que  pasan  por  el  origen 
con  centro  en  el  eje  X. 

Solución 

La  ecuación  que  corresponde  a esta  familia  de  circunferencias  es:  x2  + y2  =cx,  su 
ecuación  diferencial  se  obtiene  diferenciando  a la  ecuación 


~ dy  1 2 _ dy  y2  -*x~ 

2 xy—  = y -x  =>  — = - 

dx  dx  2 XV 


y la  ecuación  diferencial  de  las  trayectorias 


ortogonales  es:  — = — v resolviendo  esta  ecuación 
dx  y -x 


2xydx  - x1  dy  = —y2dy 


Ixvdx  x 2 dy 


-dy  =>  d( — ) = -dy  integrando  se  tiene 


— ■ -y  + k =>  x2  + y2  = ky  ecuación  que  corresponde  a las  trayectorias  ortogonales 

y 

que  son  circunferencias  con  centro  en  el  eje  Y. 


b.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 


Q Encuéntrese  la  trayectoria  ortogonal  que  pase  por  ( 1 ,2)  de  la  familia  x2  + 3 y"  = cy 


Rpta:  y2  =x2(3x+l) 
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Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  ax~  + y = kx  donde  a es  un  parámetro  fija  y 

2 


k es  una  constante. 


2 2 

Rpta:  y = c[(a-2)x  -y  ],  a ^2  ; yey  - c para  a = 2 


(5)  Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  eos  y — acoshx  = k senhx,  donde  a es  una 
constante  fija  y k es  un  parámetro. 

.©  Probar  que  las  trayectorias  ortogonales  de  y — ln  ¡ tg(x  + sen  x + k)  | es  2 senh  x + tg = c 
® Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  de  curvas  dadas. 


a)  y = axn  y a es  un  parámetro 


Rpta:  x + ny~  = k 


b)  *2+^  = a2 
2 


Rpta:  y = 2bx 


c)  x2-^  = a2 
3 


Rpta:  a y = h 


2 2 

d)  x - xy  + y = c 


Rpta:  x-y  = k(x  + y) 


(js)  Encontrar  las  trayectorias  ortogonales,  que  pasan  através  del  punto  especificado,  de 
cada  una  de  las  siguientes  familias  de  curvas. 


a)  y =kx,(- 2,3) 


Rpta:  2x2  + y2  =17 


b)  y2=x2+ky,(  1,-2) 


Rpta:  x3  + 3x>2  = 13 


c)  y2  = 2x  + 1 4-  ke2x , (o,e) 


Rpta:  x = y2[\-\n y] 


O 

© 


Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  de  elipses  con  centro  en  (0,0)  y 
dos  vértices  en  (1 ,0)  y (-1,0) 


Rpta:  x2  + y2  = 2 Ln(kx) 


Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  las  siguientes  familias  de  curvas. 
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a) 

(x  - l)2  + >>:  + fcr  = 0 

Rpta: 

2 2 . 
x + y - 1 = cy 

b) 

2 2.3 

x = y + ky 

Rpta: 

T 2 2 

3x  + y - ex 

c) 

2 3 

y - ex 

Rpta: 

2x~  + 3y2  = k~ 

d) 

X -v 

e + e = c 

Rpta: 

ey  — e x = k 

e) 

y = ce 

Rpta: 

y = y¡2x  + k 

x sen  2x 

0 

y = tg  x + c 

Rpta: 

y = H 

2 4 

g) 

x2  + 3 y2  = ky 

Rpta: 

2 2 3 

y - x = ex 

h) 

y = k(sec  x + tg  x) 

Rpta: 

y2  = 2(c  - senx) 

Hallar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  de  circunferencias  que  pasan  por  los 
puntos  P(0.-3)  y Q (0,0).  Hacer  la  gráfica  para  ambas  familias. 

x2 

Rpta:  + y -31n  | 2y  + 3 \-c 

2y  + 3 

Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  de  curvas  j = jctg-^(y  + /:) 

Rpta:  x + y -ce 

Hallar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  de  curvas  P 2 = k(P  sen  0 - 1) 

Encontrar  la  ecuación  de  la  familia  de  trayectorias  ortogonales  a la  familia  de  curvas 

b1 

r = 4acos<9tg#  Rpta:  r2  - — 

eos2  0 + 2sen2  0 

La  temperatura  de  una  placa  delgada  está  dada  por  T(x,y)  = e v eos x.  Encontrar 
la  ecuación  de  las  líneas  de  flujo  de  calor.  Rpta:  y = ln  |sen  x|  + k 

Hallar  las  trayectorias  ortogonales  a la  familia  de  circunferencia  que  pasan  por  los 
puntos  (0,0)  y (2,0).  Rpta:  x"  + y“  + £(1  - x)  = 0 
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Hallar  la  ecuación  de  la  familia  de  trayectoria  ortogonales  a todas  las  circunferencias 
que  pasan  por  el  origen  de  coordenadas  y cuyo  centro  está  en  la  recta  y = x. 

Rpta:  x2  + y2  =( y-x)k 

Hallar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  de  curvas  que  satisface  la 
siguiente  propiedad;  la  recta  tangente  a las  curvas  en  cualquier  punto  P,  es  la  bisectriz 
del  ángulo  determinado  por  la  recta  vertical  que  pasa  por  P y la  recta  que  une  P con 


el  origen  de  coordenadas. 


v 2c 

Rpta:  y = —-  + c 


Hallar  el  valor  de  “m”  de  modo  que  x 7 + /’  + 25  = kx  c_ea  las  trayectorias  ortogonales 

Rpta:  m = 2 


2 2 

de  las  circunferencias  x + y - ley  = 25 


Una  familia  de  curvas  goza  de  la  siguiente  propiedad:  si  por  un  punto  cualquiera  P(x,y), 
de  cualquiera  de  las  curvas  que  componen  la  familia,  se  traza  la  recta  normal,  el  segmento 
de  normal  comprendido  entre  los  ejes  coordenados  tiene  una  longitud  constante  de  4 
unidades  de  longitud;  se  pide  hallar  la  ecuación  de  la  curva,  que  pasa  por  el  punto 
(4,0)  y es  ortogonal  a la  familia  de  curva  que  se  menciona. 

Hallar  la  ecuación  de  la  familia  de  trayectoria  ortogonal  a la  familia  de  curvas,  que 
cumple  la  propiedad  “si  por  un  punto  cualquiera  de  las  curvas  de  la  familia,  se  trazan  la 
recta  tangente  y normal  a la  curva,  el  área  del  triángulo  formado  por  las  rectas  tangente  y 

kx2 

normal  con  el  eje  Y es  igual  a — donde  k es  la  ordenada  del  punto,  en  que  la  tangente 
intercepta  al  eje  Y. 

Demostrar  que  la  familia  de  trayectorias  de  la  familia  (a'-^)(2x  + y)2  = kx6  con  una 
rotación  de  90°  en  el  origen  está  dado  por  (*  + y)(x-2y)2  =cyb . 

Hallar  la  ecuación  de  la  curva  que  pasa  por  el  punto  P(2,l)  y para  la  cual  el  área  del 
triángulo  que  forman  el  eje  X,  la  tangente  a la  curva  en  cualquiera  de  sus  puntos  y el  radio 

vector  de  dicho  punto  es  una  constante  e igual  a kn 2 . 

Determinar  una  curva  tal  que  si  por  un  punto  M de  ella  se  traza  la  tangente  MA  a la 
parábola  y2  = Ipx , la  tangente  a la  curva  buscada  es  paralela  a CA  . 


Aplicaciones  de  las  Ecuaciones  Diferenciales 


205 


Determinar  una  curva  tal  que  si  por  un  punto  M de  ella  se  traza  la  tangente  MA  a la 
parábola  y 2 = 2px , la  tangente  MT  a la  curva  buscada  es  paralela  a O A . 


Encontrar  las  trayectorias 
(x-1)2  +y 2 +kx  = 0 


ortogonales  a la  familia  de  curvas  definida  por 


Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  y - xtg— (y  + k) 

(26)  Hallar  la  curva  que  pasa  por  el  punto  ( 1 , 1 ) y corta  a las  parábolas  semicúbicas  y2  = kx 3 

(27)  Encontrar  las  trayectorias  ortogonales  de  y = ln  tg(x  + senx  + k) 

(28)  Hallar  la  familia  de  curvas  ortogonales  a la  familia  de  circunferencia  que  pasan  por  el 
origen  y con  centro  en  el  eje  Y. 


Hallar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  función  de  curvas  C : 2 ay2  = x(x2  + y 2 ) donde 
a > 0 es  una  constante. 


(30) 

© 

© 

(33) 


Hallar  las  trayectorias  ortogonales  a la  familia  de  curvas  y = 2ax~  + 1 
Hallar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  de  curvas  x2  - ay  2 =1 

Determinar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  de  curvas  (-a-x)y2  - x2  (x  -3ci) 

Hallar  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  de  curvas  que  satisfacen  la  siguiente 
propiedad:  “La  recta  tangente  a una  de  la  curva  en  un  punto  cualquiera  P,  es  la  bisectriz 
del  ángulo  determinado  por  la  recta  vertical  que  pasa  por  P y la  recta  que  une  P con  el 
origen  de  coordenadas”. 

Hallar  la  ecuación  de  las  trayectorias  ortogonales  de  la  familia  de  curvas  que  satisfacen  la 
propiedad:  “Si  por  un  punto  cualquiera  P(x,y)  de  una  de  las  curvas  se  trazan  la  recta 
tangente  y la  recta  normal  a ella,  entonces  el  área  del  triángulo  formado  por  la  recta 


tangente,  el  eje  X,  y la  recta  normal  es  siempre  igual  a *\ 

y' 
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^35)  Una  familia  de  curvas  goza  de  la  siguiente  propiedad:  “Si  por  un  punto  cualquiera  P(x,y), 
de  cualquiera  de  las  curvas  que  componen  la  familia,  se  traza  la  recta  normal,  el  segmento 
de  normas  comprendido  entre  los  ejes  coordenados  tiene  una  longitud  e igual  a 6 
unidades”.  Se  pide  hallar  la  ecuación  de  la  curva  que  pasa  por  el  punto  (6,0)  y es 
ortogonal  a la  familia  de  curvas  que  se  menciona. 


3.3.  CAMBIO  DE  TEMPERATURA.- 

La  ley  de  enfriamiento  de  Newton  establece,  que  la  rapidez  de  cambio  de  temperatura  de 
un  cuerpo  en  cualquier  tiempo  t,  es  proporcional  a la  diferencia  de  las  temperaturas  del 
cuerpo  y del  medio  circundante  en  el  tiempo  t.  Consideremos  a T la  temperatura  del 
cuerpo  en  el  tiempo  t y a Tm  la  temperatura  del  medio  circundante  y a T0  temperatura 
inicial  del  cuerpo  (t  = 0). 

Como  la  variación  de  la  temperatura  puede  ser  que  aumente  o disminuya. 

Luego  de  acuerdo  a la  Ley  de  enfriamiento  de  Newton  se  expresa  mediante  la  ecuación 
diferencial. 

dT  dT 

— - ~k{T -Tm)  ó — = -K(T -Tm)  ya  sea  que  aumente  o disminuya,  donde  k es  el 
dt  dt 

factor  de  proporcionalidad. 
dT  dT 

Si  — = -k(T  -Tm)  — - + KT-kTm  que  es  una  ecuación  diferencial  lineal  de 

dt  dt 

primer  orden  y su  solución  es:  T = e 

además  se  debe  cumplir  que  para  t = 0,  T = TQ.  Luego  T = Tm  + (7¿  - Tm)e 


[ I ekt  .kTmdt  + c]  de  donde  T = Tm+  Ae 


-Ai 


3.4.  DESCOMPOSICIÓN, 

CRECIMIENTO 

Y 

REACCIONES 

QUÍMICAS.- 

La  rapidez  de  descomposición  de  una  sustancia  radiactiva  en  un  tiempo  particular  t es 
proporcional  a la  cantidad  presente  en  ese  tiempo. 
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La  rapidez  de  crecimiento  del  número  de  bacterias  en  una  solución  es  proporcional  al 
número  de  bacterias  presente.  Si  S representa  la  masa  de  una  sustancia  radiactiva  presente 
en  el  tiempo  t,  o el  número  de  bacterias  presente  en  una  solución  en  el  tiempo  t,  entonces 

dS 

la  Ley  de  descomposición  y de  crecimiento,  esta  expresado  por  — = -KS  para  la 

dt 

descomposición  y — = KS  para  el  crecimiento,  en  donde  K es  un  factor  de 
dt 

proporcionalidad. 


Como  — = KS  , las  variables  s y t son  separables.  Luego:  — = kdt  , integrando 
dt  s 

In  (s)  = kt  4-  c S = Aekt  que  es  la  solución  general.  Si  S0  representa  a la  cantidad 
inicial  es  decir:  S = S0,  cuando  t = 0,  SQ  = A 

Problemas  Resueltos 

Según  la  Ley  de  Newton,  la  velocidad  de  enfriamiento  de  un  cuerpo  en  el  aire  es 
proporcional  a la  diferencia  en  la  temperatura  T del  cuerpo  y la  temperatura  Tm  del  aire. 
Si  la  temperatura  del  aire  es  de  20°C  y el  cuerpo  se  enfria  en  20  minutos  desde  100°C  a 
60°C.¿En  cuanto  tiempo  su  temperatura  descenderá  hasta  30°C? 

Solución 

Sean  T = temperatura  del  cuerpo  ;Tm  = Temperatura  del  aire  = 20°C 
Tq=  Temperatura  inicial 


La  descripción  matemática  es: 


— =-k(T-Tm) 
dt 


y la  solución  de  acuerdo  a lo  descrito  es:  T = Tm  + (Tq  - Tm)e 


para  t = 20°  , T — = 60°C  Entonces: 

60=20+(100-20)é?  20k  =>  40  = 80(T20*  =>  K=+~ 
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>2,  — t 

Ir/  i 70 

por  lo  tanto  7^20  + SOe  20  =>  T = 20  + 80eln2  =>  T = 20  + 80.2  20 

para  t = ? T = 30°C 

30  = 20  + 80.2'' 20 


Determinar  el  camino  S recorrido  por  un  cuerpo  durante  el  tiempo  t.  Si  su  velocidad  es 
proporcional  al  trayecto,  sabiendo  que  en  1 0 seg.  el  cuerpo  recorre  1 00  mts.  y en  1 5 segs. 
200  mts. 

Solución 


Sean  S = el  camino  recorrido  ; t = tiempo  en  segundos  ; V = — = velocidad  del  cuerpo 

di 


La  descripción  matemática  es:  — = ks 


La  solución  de  la  ecuación  diferencial  es:  S = Aekt , para  t = 10  seg.  S = 100  mts 

100 


reemplazando  se  tiene:  100  = Aem  =>  A = 


10/C 


.(1) 


>00 

para  t = 15  seg.  S = 200  mts.,  reemplazando  se  tiene:  200  = Ae  5 =>  A = ...  (2) 

e * 

igualando  ( 1 ) y (2)  se  tiene:  K = , reemplazando  en  ( 1 ) o en  (2)  se  tiene:  A = 25. 


Luego  el  camino  recorrido  es:  S = 25. 25 

(¿)  Cierta  cantidad  de  una  sustancia  indisoluble  que  contiene  en  sus  poros  2 Kgr.  de  sal 
se  somete  a la  acción  de  30  litros  de  agua.  Después  de  5 minutos  se  disuelve  1 Kgr.  de 
sal.  Dentro  de  cuanto  tiempo  se  disolverá  el  99%  de  la  cantidad  inicial  de  sal? 

Solución 
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Sea  S = cantidad  de  sal  por  disolverse 

ds 

La  descripción  matemática  es:  — = ks  , k factor  de  proporcionalidad 


La  solución  de  la  ecuación  diferencial  es: 

S - Aekt  \ determinaremos  A.  para  t = 0,  s = 2 kgr.  =>  A = 2 

Luego  S = 2ekt , determinaremos  k,  para  t = 5 min.  s = 1 kgr.  => 


-*1  n(-)  1 - 

por  lo  tanto  S = 2e5  2 =>  S = 2(— )5 

¿ ■;  \ 

para  determinar  t,  se  tiene  que  buscar  el  99%  de  s es  decir:  S = 1 .98  kgr. 

entonces:  1.98  = 2(—)5  =>  0.99  = (— )5.  Luego:  r=^*m  j min. 

2 2 In(-) 

(7)  Un  termómetro  que  marca  18°F,  se  lleva  a un  cuarto  cuya  temperatura  es  de  70°F, 
un  minuto  después  la  lectura  del  termómetro  es  de  31°F.  Determínese  las 
temperaturas  medidas  como  una  función  del  tiempo  y en  particular  encontrar  la 
temperatura  que  marca  el  termómetro  cinco  minutos  después  que  se  lleva  al  cuarto. 

Solución 

Sean  T = temperatura  del  cuerpo  ; Tm  = temperatura  del  cuarto  = 70°F 

dT 

La  descripción  matemática  es:  — = K(T -Tm) , K es  el  factor  de  proporcionalidad.  La 

dt 

solución  de  la  ecuación  diferencial  es:  T = Tm  + ( T0  - Tm  )ekl  para  determinar  k se  tiene: 


1=1  min.,  T = 3 1 °,  Tm  = 70°F 

39  39  3 

Luego  3!  = 70  + (l8- 70)e*  =>  e*  = — de  donde  k - In(^)  = In(-) 
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por  lo  tanto:  T = 70  - 52e 


rln(^) 
4 


para  t = 5 min.  T = ? setiene:  T = 70-52(— )5  * 58°F  , T « 58°F 

4 

A la  1 p.m.  un  termómetro  que  marca  70°F,  es  trasladado  al  exterior  donde  el  aire 
tiene  una  temperatura  de  - 10°F  a las  1.02  p.m.  la  temperatura  es  de  26°F  a las  1 .05 
p.m.  el  termómetro  se  lleva  nuevamente  adentro  donde  el  aire  está  70°F,  ¿Cuál  es  la 
lectura  del  termómetro  a las  1 .09  p.m.? 

Solución 


Sean  T = temperatura  del  cuerpo  ; Tm  = temperatura  del  aire  = -10°F 

dT 

La  descripción  matemática  es:  — = K(T  - Tm) , k el  factor  de  proporcionalidad 

dt 

La  solución  de  la  ecuación  diferencial  es:  T = Tm+  Aekt  para  t = 0,  T = T0  se  tiene: 
T ~Tm  +(T0-  Tm  )ekt  esto  es  a la  lp.m.  y a la  1 .02  p.m.  t = 2,  t = 26°F 


26  = -10  + 80e2*  =>  k = — ln(— ) 

2 20 

— In(— ) 9 ' 

Luego  T = -10  + 80e2  80  es  decir  T = -10  + 80( — )2 


a la  1.05  p.m.,  t = 5 min.  setiene:  7 = -10  + 80(^)2  =>  7 = 0.88°F 

Supóngase  que  una  reacción  química  se  desarrolla  con  la  ley  de  descomposición  si  la 
mitad  de  la  sustancia  A ha  sido  convertida  al  finalizar  10  seg.  Encuéntrese  en  cuánto 
tiempo  se  transforma  nueve  décimos  de  la  sustancia. 


Solución 


Sea  x = cantidad  de  la  sustancia  A 
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La  descripción  matemática  es:  — = - kx 

di 

La  solución  de  la  ecuación  diferencial  es:  x = Be  kt , determinaremos  B. 
para  t = 0,  x = x0  =>  B = x0  =>  x = x0e~kt 


Determinaremos  k,  para  esto  se  tiene:  t = 10  seg.  x = — - . Entonces: 


’ = V 


-10  k 


=>—  = <? 
2 


-10  k 


* = 


ln(2) 

10 


Es  decir,  x = xQe 


- - ln(2)  9x 

10  , ahora  para  t = ?,  x = — 

P 10 


9xn 


entonces:  — - = x0e  ,0]n(2) 

10 


9 — 

_ _ _ 2 i° 

10 


o , 101n¿) 

ln  — = ln( 2)  i - — 

10  10  ln(2) 


^ 33 seg.  Luego:  t = 33  seg. 


(j)  La  conversión  de  una  sustancia  B sigue  la  Ley  de  descomposición.  Si  sólo  una  cuarta 
parte  de  la  sustancia  ha  sido  convertida  después  de  diez  segundos.  Encuéntrese  cuanto 

tardan  en  convertir  — de  la  sustancia. 

10 

Solución 

Sea  x = cantidad  de  sustancia  B.  Según  los  datos  del  problema  se  tiene: 


X 

*0 

3*o 

4 

i 0 

10 

1 

0 

10 

t 

dx 

La  descripción  matemática  es:  — = -kx , k factor  de  proporcionalidad 

di 
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La  solución  es:  i — = -jc0  I dx  =>  k = ln(— ) 

j'  x j 10  4 

10 


l()ln(  > 


/ = - 


ínt^) 

4 


= 80sé>g. 


t = 80  seg. 


Una  cierta  sustancia  radiactiva  tiene  una  vida  media  de  38  horas.  Encontrar  que  tanto 
tiempo  toma  el  90%  de  la  radiactividad  para  disiparse. 

Solución 


Sea  x = cantidad  de  la  sustancia  radiactiva.  Según  los  datos  del  problema  se  tiene: 


X 

*0 

2 

9*o 

10 

t 

0 

38 

t 

La  descripción  matemática  es: 


— = ~kx , k factor  de  proporcionalidad 

dt 


La  solución  es: 


dt  =>  k - 


381n(— ) 
10 

ln(2) 


ln(2) 

38 


t = 126  años 


© Una  población  bacteriana  B se  sabe  que  tiene  una  taza  de  crecimiento  proporcional 
a B misma,  si  entre  el  medio  día  y las  2 p.m.  la  población  se  triplica.  A que  tiempo,  si  no 
se  efectúa  ningún  control,  B será  100  veces  mayor  que  el  medio  día? 

Solución 

Sea  x = cantidad  de  la  población  bacteriana  B.  Según  datos  del  problema  se  tiene: 


X 

*0 

3*0 

100;t0 

t 

0 

2 

t 
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La  descripción  matemática  es:  — = kx  , k factor  de  proporcionalidad. 

di 


l j solución  de  la  ecuación  es: 


r*.*  r 

Jv„  .T  J] 


dt  =>  k = 


ln(3) 


j*100^0  ¿/jc  ln  3 j* 


. 2ln(100)  0,0J 

dt  =>  í = 8.38/zr.v. 

ln(3) 


t = 8.38  horas. 


10)  Se  sabe  que  un  cierto  material  radiactivo  decae  a una  velocidad  proporcional  a su 
cantidad  de  material  presente.  Un  bloque  de  ese  material  tiene  originalmente  una  masa 
de  100  gr.  y cuando  se  le  observa  después  de  20  años,  su  masa  ha  disminuido  a 80  grs. 
Encuentre  una  expresión  para  la  masa  de  ese  material  como  función  del  tiempo. 
Encuentre  también  la  vida  media  del  material. 

Solución 

Sea  x (t)  = cantidad  de  sustancia  radiactiva  en  cualquier  t la  descripción  matemática  es: 

dx(t) 


dt 


■ = —kx(t) 


Resolviendo  la  ecuación  se  tiene:  x(t)  = Ae~h  determinaremos  la  constante  A,  para  esto 
se  tiene: 


Para  t = 0,  x (t)  = 100  gr.  =>  A = 100,  Luego  reemplazando  se  tiene:  x(r)  = 100<? 
determinaremos  la  constante  k,  para  esto  se  tiene: 


-ki 


para  t = 20  años,  x (20)  = 80  entonces:  80  = 100e 


-20*  =>  k = — ln(-) 

20  4 


Luego  x(f)  = !00exp[-^ln(^)] 


© Un  isótopo  radiactivo  del  carbono,  conocido  como  carbono  14  obedece  a la  Ley  del 

decaimiento  radiactivo  ^ = KQ , donde  Q(l)  denota  la  cantidad  de  carbono  14 

dt 


presente  en  el  tiempo  t. 
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a)  Determínese  K,  si  la  vida  media  del  carbono  14  es  de  5568  años. 

b)  Si  Q0  representa  la  cantidad  de  carbono  14,  presente  al  tiempo  t = 0.  Encuentre  una 
expresión  para  Q como  función  del  tiempo. 

c)  En  años  recientes  se  ha  hecho  posible  hacer  medidas  que  conducen  a conocer  la 

Oí  t \ 

razón  para  algunos  restos  de  maderas  y plantas  que  contienen 

Qo 

cantidades  residuales  de  carbono  14.  Los  resultados  de  a,  y h,  pueden  usarse 
entonces  para  determinar  el  tiempo  pasado  desde  la  muerte  de  estos  restos,  esto  es, 
el  período  durante  el  cual  ha  tenido  lugar  el  decaimiento.  Encuentre  una  expresión 
para  t en  términos  de  Q,  O0  y K.  Encuéntrese  el  intervalo  desde  que  principió  el 

decaimiento,  sí  el  valor  actual  de  — es  0.20. 

& 

Solución 

El  carbono  14,  obedece  a la  Ley  de  decaimiento  radiactivo. 

*'  * = KQ(t)  y la  solución  de  esta  ecuación 
di 

es:  Q(t)  = cekt  de  donde  para  t = 0,  0(0)  = 0O 


c = Qo  Luego  Q(t)  = 0Qekl 

a)  Determinaremos  k,  para  esto  se  tiene  que: 

La  vida  media  del  carbono  es  5,568  años  es  decir: 

para  t = 5,568  Q(í)  = ~~  entonces:  = Q^e5  568 ' 

k=  245x10^  =>  k=- 1.245  + 10-4 

5,568 


b)  Hallaremos  Q como  función  del  tiempo. 
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Q(t) 

Q o 

t 

0 

Hn(2) 

de  la  parte  (a),  se  tiene:  Q(t)  = Q0eKT  ó Q(t)=Q0e  x568  =>  Q(t)  » Q0 ~(L245vl0  >' 
c)  Hallaremos  una  expresión  para  t en  términos  de:  Q,  £>0  yK 


jjn(2) 

de  la  parte  b)  se  tiene  Q = 5 568 


ln(0  = ln(0o)--¿-ln(2) 

J .jOo 


üs«,lna  = 

5,568  Q ln(2)  Q 


< = — ^ln(0.20)  de  donde  t = ln( 5)  = 12,930  años 

ln(2)  0 ln(2)  ln(2) 

"‘Isótopo.-  Cuerpo  que  tiene  igual  número  atómico  y ocupa  el  mismo  lugar  que  otro  en  la 
tabla  periódica  de  los  elementos,  pero  que  se  distinguen  de  aquel  por  la  diferente 
constitución  y peso  de  sus  átomos” 

Í2)  Un  cuerpo  cuya  temperatura  es  de  30°C  requiere  de  2 minutos,  para  descender 
su  temperatura  a 20°C,  si  es  colocado  en  un  medio  refrigerante  con  temperatura 
constante  de  10°C.  Cuanto  tiempo  tardará  el  mismo  cuerpo  para  bajar  su  temperatura  de 
40°C  a 35°C,  si  ahora  el  medio  está  a la  temperatura  constante  de  15°C? 

Solución 

Llamemos:  T = Temperatura  del  cuerpo  en  el  instante  t. 

Tm  = Temperatura  del  medio  exterior  (refrigerante) 

Tq  = Temperatura  inicial  del  cuerpo  (t  = 0) 

Suponiendo  que  se  cumpla  la  Ley  de  Newton,  para  el  intercambio  de  temperaturas, 
entonces: 


— = -K(T  - Tm)  donde  K es  el  factor  de  proporcionalidad. 
dt 
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La  solución  para  la  ecuación  diferencial  es:  T = Tm  + ce  kt 

determinaremos  c,  para  esto  se  tiene:  para  t = 0,  T = T0  , C = T0-Tn¡ 

por  lo  tanto:  T = Tm  + (T0  + Tm  )e~kt  determinaremos  k,  para  esto  se  tiene: 

t = 2 min.  T = 20°C,  T0  = 30°C , Tm  = 10°C  de  donde  T = Tm+(T0  + Tm  )e~k' 

20  = 10  + (30  — 1 0)e_2A , que  al  despejar  k se  tiene:  k » 0.348 

por  lo  tanto:  T = Tm+  (T0  + Tm )e^MU 

de  donde  al  despejar  t se  tiene:  t * 0.64  minutos. 


© 


Una  sustancia  radiactiva  A se  descompone  dando  lugar  a una  sustancia  radiactiva  B,  la 


que  a su  vez  se  desintegra  para  dar  un  producto  estable  C,  según  el  esquema  siguiente: 


C 


B 


A 


En  el  instante  t = 0,  se  tiene  10  mgrs.  de  A,  mientras  que  B y C no  se  tiene  cantidad 
alguna.  La  vida  media  (es  decir  el  tiempo  que  debe  transcurrir  para  que  la  cantidad 
original  de  sustancia  se  reduzca  a la  mitad)  de  A es  de  2 horas,  mientras  que  la  de  B es  1 
hora,  ¿Cuál  es  el  valor  de  B y C después  de  2 horas? 


Solución 


Llamemos  m}  , m2  y w3  a las  cantidades  de  sustancias  radiactivas  de  A,  B y C 
respectivamente  en  el  instante  t. 


cuya  solución  es  conocida:  mx  = m0.e  A,/ 


...  (2) 
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, . ^ dnt-, 

v para  la  sustancia  C es:  = 

di  “ “ 


...  (4) 


estas  ecuaciones  se  resuelven  del  modo  siguiente:  de  (2)  en  (3)  se  tiene: 


dm-y 


dt 


= K}mme 


-k]t 


k i ?n(\ 


y la  solución  de  esta  ecuación  es:  mn  — — ■ — — +ce  k2‘  , c constante  de  integración 

ky  - k{ 


usando  las  condiciones  iniciales  de  que  en  : t = 0,  m2  = 0 =>  c = - 


Vy;oi 

ky  " k] 


por  lo  tanto: 


r A¡/  -A-jl*. 

m1  = — - — -\e  ' -e  - ] 
' k2~k\ 


...  (5) 


ahora  de  (5)  en  (4)  se  tiene: 


dm'  -«.-*>•] 


dt  ¿2  A j 

integrando  directamente,  usando  la  condición  inicial  de  que  en  t = 0,  m3  =0  se  tiene: 


w,  =mcl.[l 


k2  -k\ 


...  (6) 


finalmente  podemos  reemplazar  valores  numéricos  en: 

(5)y(6)con /t,  =^  = l^ri  y = — — = in(2)  ymol=10mgrs. 

t!  2 t2 


obteniéndose:  m2  =2.5  mgrs.;  m3  =2.5  mgrs.  y también  de  (2),  m]  = 5 mgrs. 


EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


© Supongamos  que  la  razón  a que  se  enfría  un  cuerpo  es  proporcional  a la  diferencia  entre 
la  temperatura  del  cueipo  y la  temperatura  del  aire  que  lo  rodea  un  cuerpo  originalmente  a 
120°F  se  enfría  hasta  100°F  en  10  minutos  en  aire  a 60°F.  Encontrar  una  expresión  para  la 


2 — 


temperatura  del  cuerpo  en  un  instante  cualquiera  t.  Rpta:  T = 60  + 60(-)10 
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© 


Para  una  sustancia  C,  la  velocidad  de  variación  con  el  tiempo  es  proporcional  al 
cuadrado  de  la  cantidad  X de  sustancia  no  convertida.  Sea  k el  valor  numérico  de  la 
cantidad  de  sustancia  no  convertida  en  el  tiempo  t = 0.  Determinar  X,  V t £ 0 

Rpta:  X = — V/>  0 
1 +■  x0kt 

Un  químico  desea  enfriar  desde  80°C  hasta  60°C  una  sustancia  contenido  en  un  matraz 
se  coloca  el  dispositivo  en  un  recipiente  amplio  por  el  que  circula  agua  a 15°C.  Se 
observa  que  después  de  2 minutos  la  temperatura  ha  descendido  a 70°C.  Estimar  el 
tiempo  total  de  enfriamiento.  Rpta:  t = 4.45  minutos. 

Un  termómetro  que  marca  75°F  se  lleva  fuera  donde  la  temperatura  es  de  20°F. 
Cuatro  minutos  después  el  termómetro  marca  30°F.  Encontrar: 

a)  La  lectura  del  termómetro  siete  minutos  después  de  que  este  ha  sido  llevado 
al  exterior  y. 

b)  El  tiempo  que  le  toma  el  termómetro  caer  desde  75°F  hasta  más  o menos  medio 
grado  con  respecto  a la  temperatura  del  aire.  Rpta:  T = 23°,  t = 1 1 minutos. 

Dentro  de  cuanto  tiempo  la  temperatura  de  un  cuerpo  calentado  hasta  100°C 
descenderá  hasta  30°C.  Si  la  temperatura  del  local  es  de  20°C  y durante  los  primeros 
20  minutos  el  cuerpo  en  cuestión  se  enfría  hasta  60°C.  Rpta:  t = 60  minutos. 

Si  el  45%  de  una  sustancia  radiactiva  se  desintegra  en  200  años.  ¿Cuál  es  su  vida  media? 
En  cuanto  tiempo  se  desintegrará  60%  de  la  cantidad  original?.  Rpta:  t = 3 1 9.4  años 


Se  tienen  dos  recipientes  con  soluciones  a temperaturas  constantes,  la  primera  a 30°C  y 
la  segunda  a 25°C  un  termómetro  que  marca  la  temperatura  de  la  primera  solución  es 
puesto  en  contacto  con  la  segunda,  cuatro  minutos  después  marca  27°C  más 
adelante  el  termómetro  es  puesto  nuevamente  en  contacto  con  la  primera  solución,  10 
minutos  después  del  comienzo  del  experimento  el  termómetro  indica  28°C,  ¿Cuándo 
fue  llevado  el  termómetro  del  segundo  al  primer  recipiente?  Rpta:  t = 4.73  minutos. 

Un  cierto  material  radiactivo  tiene  una  vida  media  de  dos  horas.  Encuentre  el 
intervalo  de  tiempo  requerido  para  que  una  cantidad  dada  de  este  material  decaiga  hasta 

2 ln(lO) 

un  décimo  de  su  masa  original.  Rpta:  / = horas 

ln(2) 
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Suponer  que  una  gota  de  lluvia  esférico  se  evapora  a una  velocidad  proporcional  a su 
área  superficial.  Si  originalmente  el  radio  es  de  3 mm.,  1 hora  después  se  ha  reducido  a 
2 mm.  Encontrar  una  expresión  para  el  radio  de  la  gota  como  función  del  tiempo. 

Rpta:  r = 3 - 1 mm,  0 < t < 3 

El  azúcar  se  disuelve  en  el  agua  con  una  rapidez  proporcional  a la  cantidad  que  queda 
sin  diluir.  Si  30  lbs.  de  azúcar  se  reduce  a 10  lbs.  en  4 horas.  ¿En  cuánto  tiempo  se 

habrá  diluido  el  95%  del  azúcar?  Rpta:  t = ^n(20) 

ln(3) 

El  radiactivo  tiene  una  vida  promedio  de  5600  años  aproximadamente.  ¿En  cuántos 
años  desciende  el  20%  de  su  cantidad  original?  ¿Al  10%?Rpta:  t = — - — 

El  radio  se  descompone  con  una  velocidad  proporcional  a la  cantidad  de  radio  presente. 
Supóngase  que  se  descubre  que  en  25  años  aproximadamente  1.1%  de  una  cierta  cantidad 
de  radio  se  ha  descompuesto.  Determínese  aproximadamente  que  tanto  tiempo  tomará  el 
radio  para  que  se  descomponga  la  mitad  de  la  cantidad  original.  Rpta:  1 ,566.7  años 


Dos  sustancias  A y B se  convierten  en  un  sólo  compuesto  C,  en  el  laboratorio  se  ha 
mostrado  que  para  estas  sustancias  se  cumple  la  siguiente  ley  de  conversión.  La  velocidad 
de  variación  con  el  tiempo  de  la  cantidad  x del  compuesto  C es  proporcional  al  producto 
de  las  cantidades  de  las  sustancias  no  convertidas  Ay  B,  supóngase  que  las  unidades  de 
medida  se  eligen  de  tal  forma  que  una  unidad  del  compuesto  C está  formado  de  la 
combinación  de  una  unidad  A con  una  unidad  B.  Sí  el  tiempo  t = 0,  hay  “a”  unidades  de 
sustancia  A,“b”,  unidades  de  sustancia  B y ninguna  del  compuesto  C presente.  Muéstrese 

dx 

que  la  ley  de  conversión  puede  expresarse  con  la  ecuación  — = k(a  - x)(b-x)  resolver 

dt 


esta  ecuación  con  la  condición  inicial  dada.  Rpta: 


ab[exp(a  -b)kt- 1]  . 

jc  = — - — — a*b 

bexp(a  — b)kt —a 


(14)  Cierta  cantidad  de  sustancia,  que  contenía  3 kgrs.  de  humedad,  se  colocó  en  una 
habitación  de  100m3  de  volumen  donde  el  aire  tenía  al  principio  el  25%  de  humedad.  El 
aire  saturada,  a esta  temperatura,  contiene  0.12  kgr.  de  humedad  por  lm3,  si  durante  el 
primer  día  la  sustancia  perdió  la  mitad  de  su  humedad.  ¿Qué  cantidad  de  humedad 

Rpta:  0.%2kg.  Sug.—  = ks(s  + 6) 
dt 


quedará  al  finalizar  el  segundo  día? 
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15)  La  salmuera  de  un  primer  recipiente  pasa  a otro,  a razón  de  2 decalitros/min.,  y la 
salmuera  del  segundo  recipiente  pasa  al  primero  a razón  de  1 decalitro/min.  En  un 
principio  hay  1 hectolitro  de  salmuera,  conteniendo  20  kgrs.  de  sal,  en  el  primer 
recipiente,  y 1 hectolitro  de  agua  en  el  segundo  recipiente.  Cuanta  sal  contendrá  el  primer 
recipiente  al  cabo  de  5 minutos.  Se  supone  que  en  todo  momento  es  homogénea  la  mezcla 

l 

de  sal  y agua  en  cada  recipiente.  Rpta:  6— kgr. 


Ib)  Salmuera  que  contiene  2 kgr.  de  sal  por  decalitro  entre  un  primer  tannue  a razón  de  2 
decalitros/min.  del  primer  tanque  pasa  la  salmuera  a un  segundo  tanque  a razón  de  3 
decalitros/min.,  y sale  de  éste  segundo  tanque  a razón  de  3 decalitros/min.  En  un 
principio,  el  primer  tanque  contiene  1 hectolitro  de  salmuera  con  30  kgrs.  de  sal,  y el 
segundo  tanque  contiene  1 hectolitro  de  agua  pura.  Suponiendo  las  soluciones 
homogéneas  en  cada  tanque.  Hallar  la  cantidad  de  sal  en  el  segundo  tanque  al  cabo  de  5 
minutos.  Rpta:  19.38  kgr. 


Se  ha  descubierto  que  una  bola  de  naftalina  que  tenía  originalmente  un  radio  de  - de 

4 


pulgadas,  tiene  un  radio  de  — de  pulgada  al  cabo  de  un  mes.  Suponiendo  que  se  evapore 

8 

a un  índice  proporcional  a su  superficie.  Encuéntrese  el  radio  en  función  del  tiempo; 
después  de  cuántos  meses  más  desaparecerá  por  completo. 

Rpta:  r = (2  - 1)  8 después  de  1 mes  más. 


18)  El  Presidente  y el  primer  Ministro  piden  café  y reciben  tazas  a igual  temperatura  y 
al  mismo  tiempo.  El  Presidente  agrega  inmediatamente  una  pequeña  cantidad  de  crema 
fría;  pero  no  se  toma  café  hasta  10  min.  después.  El  primer  Ministro  espera  10  min.  y, 
luego  añade  la  misma  cantidad  de  crema  fría  y comienza  a tomarse  su  café.  ¿Quién 
tomará  el  café  más  caliente?  Rpta:  El  Presidente. 


19)  Supongamos  que  un  elemento  radiactivo  dado  A,  se  descompone  en  un  segundo  elemento 
B y que,  a su  vez  B se  descompone  en  un  tercer  elemento,  C.  Si  la  cantidad  de  A presente 
inicialmente  es  de  X0 , si  las  cantidades  de  A y B presentes  en  un  momento  posterior  son 
X y Y respectivamente  y si  , K2  son  las  constantes  de  rapidez  de  esas  dos  reacciones. 


Rpta: 


S:KX 


*K2  y = 


Kil°—  re-*i' 

Ki~K\ 


Encuéntrese  y en  función  de  t. 
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20)  Se  desea  enfriar  una  solución  contenida  en  un  matraz  y que  está  a 90°  C.  Se  coloca  el 
dispositivo  en  un  recipiente  amplio  por  el  que  circula  agua  a 1 8o  C y se  observa  que 
después  de  2 min.  la  temperatura  desciende  10°  C.  Halle  el  tiempo  total  de  enfriamiento. 


Se  mezclan  “a”  grs.  de  sustancia  A y “b”  grs.  de  sustancia  B para  formar  el  compuesto  X 
con  m partes  en  peso  de  A y n partes  de  B.  Encontrar  la  cantidad  de  X formado  durante  el 
tiempo  t. 


3.5»  APLICACIONES  A LOS  CIRCUITOS  ELÉCTRICOS  SIMPLES.- 

Consideremos  circuitos  eléctricos  simples  compuestos  de  un  resistor  y un  inductor  o 
condensador  en  serie  con  una  fuente  de  fuerza  electromotriz  (f.e.m.),  a estos  circuitos 
mostraremos  en  la  figura  a)  y b)  y su  funcionamiento  es  simple  de  entender. 


Ahora  estableceremos  las  relaciones  siguientes. 


Io 


Una  fuerza  electromotriz  (f.e.m)  E (Volts)  producido  casi  siempre  por  una  batería 
o un  generador,  hace  fluir  una  cargr  eléctrica  Q (coulombios)  y produce  una 
corriente  I (Amperios).  La  corriente  se  define  como  la  rapidez  de  flujo  de  la  carga  Q 


y puede  escribirse: 


...(1) 


2o  Un  resistor  de  resistencia  R (ohms)  es  una  componente  del  circuito  que  se  opone 
a la  corriente  y disipa  energía  en  forma  de  calor.  Produce  una  caída  de  voltaje 
que  está  dada  por  la  ley  de  ohm.  E R = R1  ...  (2) 


3o 


Un  inductor  de  inductancia  L (henrios)  se  opone  a cualquier  cambio  en  la 

di 

corriente  produciendo  una  caída  de  voltaje  de:  EL~  L—  ...  (3) 
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4o  Un  condensador  de  capacitancia  C (farandios)  acumula  o carga.  Al  hacerlo  se  resiste 

al  flujo  adicional  de  carga,  produciendo  una  caída  de  voltaje  de:  Ec  - — ...  (4) 

c 

Las  cantidades  R,  LyC  son  generalmente  constantes  dependientes  de  los  componentes 
específicos  del  circuito;  E puede  ser  constante  o una  función  del  tiempo.  El  principio 
fundamental  que  gobierna  estos  circuitos  es  la  ley  de  los  voltajes  de  Kirchoff.  “La  suma 
algebraica  de  todas  las  caídas  de  voltaje  alrededor  de  un  circuito  cerrado  es  cero”. 

En  el  circuito  de  la  figura  (a),  el  resistor  y el  inductor  produce  caídas  de  voltaje  ER  y 
El  , respectivamente,  pero  la  f.e.m.  produce  un  aumento  de  voltaje  E.  (es  decir,  una  caída 
de  voltaje  de  -E).  Entonces  la  ley  de  los  voltajes  de  Kirchhoff  da: 

E R + E ¿ — E — 0 ...  (5) 

reemplazando  (3),  (4)  en  (5)  se  tiene:  L — + RI  = E 

dt 

EJERCICIOS  DESARROLLADOS 

© Una  inductancia  de  2 henrios  y una  resistencia  de  10  ohms  se  conecta  en  serie  con 
una  f.e.m.  de  100  volts,  si  la  corriente  es  cero  cuando  t = 0.  ¿Cuál  es  la  corriente  después 
de  0.1  seg? 

Solución 


Como  L = 2,  R = 10  y E = 100  entonces  la  ecuación  que  gobierna  es: 

L^j-+RI  = E reemplazando  tenemos:  2-^-  + 10/ = 100  simplificando 

di  , . 

— + 57  = 50  ecuación  lineal  en  I. 
dt 

I(t)  = e ^ 50 dt  + c]=e~5t[  1*50 e5ídt  + c] 


/(/)  = e 5'[10¿?5'  +c]  =>  7(/)  = 10  + c.e^1  Como  1(0)  = 0 
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0 = 10  + c =>  c = -10  7(í)  = 10(l-¿  5') 

ahora  para  t = 0. 1 =>  7(0.1)  = 10(1 -e”05)  = 3.93  amp. 

Un  circuito  en  serie  consiste  de  una  resistencia  de  i 20  ohms.  y una  inductancia  de 
— henrios  un  generador  de  cc.  de  220  voltios,  se  encuentra  en  serie  con  un  generador 

7t 

de  c.a.  de  220  voltios  (frecuencia  de  60  ciclos)  y de  combinación  conectada  a un  circuito 
por  medio  de  un  interruptor.  Encontrar: 

a)  La  corriente  en  el  tiempo  t después  que  se  ha  cerrado  el  interruptor. 

b)  La  corriente  después  de  — — seg. 

20n 

c)  La  comente  en  estado  permanente  (o  estacionaria) 

d)  El  voltaje  en  la  inductancia  y el  voltaje  en  la  resistencia  cuando  t = — ?—  seg. 

20ti 


Solución 


Datos:  V0  = 220  voltios  ; V = V0  sen  coi  = 220  sen  cu/  , , 
W = 2tt  f = 120  rad/seg.  ; R = 1 20  ohms.  v 


L — — henrios 

71 


o 


a)  La  ecuación  que  gobierna  la  comente  en  el  circuito  al  cerrar  el  interruptor  S,  es 
dado  por  la  segunda  Ley  de  Kirchoff. 


L — + R = Vq+V  = F0  (1  + sen  wt) 
dt 


di  R V0  „ 

h — i = — (1  + sen  wt) 

dt  L L 


».(1) 


La  solución  de  esta  ecuación  diferencial  es: 

/f 

,,  1 R sen  wt  - Lw eos  wt  ^ -77 

, = Fo[p+ j J+cc 

A R T i >1 


...  (2) 
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aplicamos  ahora  la  condición  inicial,  evidente  de  que  para  t = 0 =>  i = 0 


1 Lw 

c - V0[ , , — -]  y reemplazando  en  (2) 

R R’+LTw~ 


R ¿vt  ~\  t r / Lm-  1X 

sen  h’í - — reos hY]  4-  VQ( — — -~\)e  u 


. _ v\.  r , 

R 4r2  +1}  ^ \¡R:  T I.  R2  + L2w2 


R +L*xvm 


definimos  el  ángulo  0 dei  modo  siguiente: 


Q LW  R 

tg0  = , cosO  = — - ■ - 

K 


sen  0 - 


Lw 


V R1  + L~  w2 


y y j — 

entonces:  i = (— ) + — ===L=  sen(  wí  - 0)  + V0  (— 7—  — -)e  L 

* Jr2+L2  K’2  °/?2+lV  /? 


(3) 


que  es  la  solución  final. 

Reemplazando  los  valores  numéricos  dados,  en  (3) 

i = — [1  + — fL=r  sen(  1 20ti/  - arctg  6)  — e~20zí  ] ...  (4) 

6 V 37  37 

b)  reemplazando  en  (3)  t-  — seg. 

20rt 


V37 


31  .-ii 

37' 


sen(6  -arctg 6)  — e l]~  0.969  amp. 


observe  que  el  argumento  de  la  serie  es  dado  en  radianes 

c)  La  corriente  permanente  (o  estacionaria)  corresponde  a t muy  grande,  entonces 
e ”20tu  y por  lo  tanto  la  ecuación  (4)  se  reduce. 

i = — [1  + -rl=sen(120;t/  - arctg  6)] 

6 V37 


d)  V R = iR  = 0.969  x\  20  » 1 1 6.3  voltios. 
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V,  - L — = -^ír[6cos(120^/  - are.  tg  6) + -^LL<?  'Ü7r/]r  =— * — \ VL  - 42.3  vlts. 

L dt  v37  n/37  20tc 

(T)  En  un  circuito  RC  el  condensador  tiene  una  carga  inicial  q0  y la  resistencia  R varía 
linealinente  de  acuerdo  a la  ecuación.  R = k]  +k2t , con  kx  > 0 y A2  > 0 


La  segunda  Ley  de  Kirchoff,  que  suponemos  válida  pese  a que  R no  es  constante  asegura 
que: 


_ q _ , , (ia  1 _ 

Ri-r—  ~ E0  estoes:  (Aq  + k2i)—  + -q  = £0 
c di  c 


Encontrar  i cuando  t - 0.3  segundos. 

Si  <?0  = 2 coulombios,  k{  = 1 , A2  = 0,1 , c = 0.05  farandios  , E0  = 50  voltios 

Solución 


De  la  ecuación  dada  se  tiene: 


dq 


1 


:<7  = - 


c/í  c(A,-i-£2/)  A, -rAy 
^ esta  ecuación  diferencial  es. 


y la  solución  de 


r ¿/r 


a=í>  r.  Lv*2'> —ü—dt + cQ] 

J k.+k-.i  0 


1 C -i r 

q * <?  1 i It»  ! - 

J A, -Ay 


i 


<7  = [A,  - Ay]  **J[  J(*  + *0  ***  £■,///  + C0]  =>  í = C£‘0+A',t*2(9o-C£0KA-,+Ay)  ‘*2 

| ^ J ^ 

v derivando  para  hallar  la  corriente  eléctrica,  i - — = (A,  )c*2  (£0  ~^)(k{  +k2t)  lk 2 

dt  C 


ahora  reemplazando  los  valores  numéricos: 

t = 0.3  seg.  cjq  — 2 coul,  k]  — 1 , A2  = 0.1 , c = 0.05  farad.  E0  = 50  voltios 


encontrándose:  i ^ 0.0244  amperios 
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Hallar  la  intensidad  de  corriente  que  circula  por  un  circuito  RL  impulsada  por  la 
fuerza  electromotriz:  V = VQe  ~2'  eos  2 1 cuando  L = 0.4  henrios. 


R = 5 ohmios.  V0  =100  voltios,  i = 0 para  t = 0 


Solución 


De  acuerdo  a la  segunda  ley  de  Kirchoff,  la 
corriente  en  el  circuito  es  gobernada  por  la 
ecuación: 


RH-LÍ-V 

di 


y reemplazando  V = K0e  21  eos  2 1 


di  R 


y, 


+ — i - (—  )e  eos  2/ 


dt  L 


R , _ , ohm 

— = 12.5 y 

L líennos 


— = 250——— 
L h enrió  s 


entonces  — + 12.5/  = 250?  2/  cos27t/ 
dt 


y la  solución  de  esta  ecuación  es: 


i = e~'25'[  fé>l2  5'250e-2'  eos  2 dt  + c] 

W 

siendo  C una  constante  de  integración  efectuando  la  integral  se  tiene: 

, - e~l2Sl[250e'oí' [l0’ Sc°s2m  ± + c¡ 

Kio.sr +(2^r] 

i = 1.66?  2/  10.5cos2>tt  + 2x  sen  2 rrt  +ce  12  5/ 

usando  ahora  las  condiciones  iniciales  de  que  para  t = 0,  i = 0,  entonces:  C = -17.43 

Por  tanto:  /=  1.66[10.5cos27tf  + 2n  sen27rt]?  ~l  -17.43? 

?)  Se  introduce  una  f.e.m.  en  un  circuito  que  contiene  en  serie  una  resistencia  de  10  ohsms. 

y un  condensador  no  cargado  cuya  capacidad  es  de  5x1 0-4  faradios.  Encontrar  la 
comente  y la  carga  en  el  condensador  cuando:  t = 0.0 1 seg. 
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a)  Si  V = 100  voltios  b)  Si  V = 100  sen  120  t volts. 

Solución 


La  ecuación  para  el  circuito  se  obtiene  de  la  segunda  Ley  de  Kirchoff.  Ri  + — = V 

c 

da  1 da 

— 4- q-V  (se  usa  i = — ) 

R di  RC  di 

y la  solución  de  esta  ecuación  diferencial  es: 

— I — ^ 1 

I í = -..(I) 

Siendo  C0  una  constante  de  integración 


a) 


t 

Si  V = 100  voltios  constantes,  entonces  en  (1)  e integrando,  q ~VC  -+- C0e  RC 
y usando  la  condición  inicial  de  que  para  t = 0,  q = 0,  se  halla  C0,  luego: 

t 


q = VC[[~e  *c] 

la  corriente  eléctrica  i es  dado  por:  i = — L = — e Rr 

r At  J? 


...  (2) 
...  (3) 


reemplazando  valores  numéricos  en  (2)  y (3)  para  t = 0.01  seg.  se  encuentra: 
q - 0.043  coul.  ; i*1.35amp. 

b)  Si  V = 100sen20nt  volt,  entonces  reemplazando  en  (1)  e integrando  y a la  vez 
reemplazando  los  valores  numéricos  salvo,  t se  tiene: 

q = 0.0022(5 sen  1207tr  — 30ti eos  1 20nt)  + C0e~200t  y usando  la  condición: 

t = 0 =>  q = 0 se  halla  C0  = 0.0207  , de  modo  que: 

q ~ 0.0022(5 sen  120tc/  -3 Oticos  1207tf)  + 0.0207? -_00/ 
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i = — = 0. 83( 5 eos  1 20ti/  -r  3ti sen  1 20tt/)  - 4. 3 4<?  200r 
dt 

y para  t = 0.01  seg.  se  tiene:  q = 0.013 1 coul.  ; i = -8.5  amperios. 

el  signo  menos  en  i indica  que  el  sentido  de  la  corriente  en  el  circuito  es  contraria  al 
caso  (a) 

D Una  f.e.m.  de  100  voltios  se  introduce  en  un  circuito  que  contiene  en  serie  una 
resistencia  de  10  ohsms  y un  condensador  no  cargado  cuya  capacitancia  es  de  5.rl 0""4 
faradios.  Cuando  se  ha  alcanzado  el  estado  permanente  (o  estacionario),  se  desconecta  la 
f.e.m.  del  circuito.  Encontrar  la  comente  y la  carga  del  condensador  0.01  seg.  después  de 
la  desconexión  de  la  f.e.m. 

Solución 

Este  problema  en  su  primera  parte  es  decir  cuando  está  conectado  V,  es  igual  a la  parte  (a) 
del  problema  anterior  y por  lo  tanto  se  cumple: 

y __L 

q - VC[\-e  RC]  , i = (~)e  RC 

R 

el  estado  permanente  (o  estacionario  se  cumple  cuando  t es  un  tiempo  muy  grande  y 

t 

entonces:  e RC  tiende  a cero,  por  tanto  los  valores  finales  de  carga  y comente  serán: 

q = VC  = 0.05  Coulb.,  i = 0. 

R En  la  segunda  parte,  cuando  se  desconecta  la  fuente 
en  f.e.m.  V del  circuito  (instante  inicial  t = 0,  H)  se 
tiene:  para  t = 0 =>  q -c¡0  = 0.05  coulb.  y la  ecuación 

Q 

para  el  circuito  de  acuerdo  a la  segunda  ley  de 
Kirchoff,  con  V = 0 será: 


/?<>  — = 0 es  decir:  — — </  = 0,  de  donde 

c dt  RC 1 
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i = dq_  = _*1_e-Íc 

dt  RC 


...  (2) 


Reemplazando  los  valores  numéricos  en  (1)  y (2)  para:  t = 0.01  seg.  se  encuentre 


q = 0.00677  coul,  i = - 1.354 

El  signo  menos  en  i se  refiere  a que  ahora  el  sentido  de  la  corriente  es  contrario  al  caso  en 
que  la  fuente  de  f.e.m.  estaba  conectada  al  circuito. 


Una  inductancia  de  1 henry  y una  resistencia  de  100  ohms.  están  conectadas  en  serie 
con  una  fuente  constante  E (volts.)  por  medio  de  un  interruptor.  El  interruptor  se  cierra  y 
0.01  seg.  más  tarde  la  corriente  es  0.5  amp.  Encontrar  E. 

Solución 


Cuando  se  cierra  el  interruptor  la  ecuación  diferencial 
para  la  corriente  de  acuerdo  a la  segunda  ley  de 

Kirchoff  es:  L — + /?/  = £,  de  donde  — + — / = — 
dt  dt  L L 


Luego  la  solución  de  esta  ecuación  diferencial. 


■ <!>r 

' = L [ 


i ~ e 


dt  + C] 


E H-W 

Siendo  C constante  de  integración  de  donde:  i = — \-Ce  1 por  condiciones  iniciales  se 

R 


tiene:  para  t = 0,  i = 0 


E E 

C — por  tanto:  i- — [\  — e 1 

R R 


aquí  reemplazando  los  valores  para  t = 0.01  seg.  i = 0.5  amp.,  junto  con  el  resto  de 


valores  numéricos  y despejando  E:  E * 79.4  volts. 

\~e~ 
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s)  En  el  movimiento  de  un  objeto  a través  de  un  cierto  medio  (aire  a ciertas  presiones  es 
un  ejemplo)  el  medio  efectúa  una  fuerza  de  resistencia  proporcional  al  cuadrado  de  la 
velocidad  del  objeto  móvil,  supóngase  que  el  cuerpo  cae  por  acción  de  la  gravedad,  a 
través  de  tal  medio.  Si  t representa  el  tiempo  y v la  velocidad  positiva  hacia  abajo,  y g es 
la  aceleración  de  la  gravedad  constante  usual,  y w el  peso  del  cuerpo,  usando  la  ley  de 
Newton,  fuerza  igual  a masa  por  aceleración,  concluir  que  la  ecuación  diferencial  del 
w dv  2 n 

movimiento  es: -w-kv  , donde  kv  es  la  magnitud  de  la  fuerza  de  resistencia 

g di 

efectuada  por  el  medio. 


Solución 


dv  2 , 2 

La  descripción  matemática  es:  — = — kv  , además  F = w — kv 

dt 


_ . , dv  w T _ w dv 

para  F = m.a,  también  a = — y m = — Luego:  t = 

dt  g g dt 


W 


Por  lo  tanto  se  tiene:  “fuerza  viscosa  es  obtenida  en  forma  experimental”. 


© 


w dv  . 2 

= w — kv 

g dt 

Resuélvase  la  ecuación  diferencial  del  ejercicio  (8)  con  la  condición  inicial  que 

o w 

v = v0  cuando  t = 0 introducir  la  constante  cr  =—  para  simplificar  las  fórmulas. 

Solución 


w dv  2 w dv 

Como  la  ecuación  diferencial  es:  ( — ) — = w-kv  ->  ( — ) =¡-  = dt 

g dt  g w - kv~ 


n dv  , 9 u . a2dv  7 2 f dv 

( — ) = dt , como  a =—  se  tiene:  * gdt  a I— - = <gí  + c1 

gk  vv_v2  k a2_v2  Ja--v2 

k 


a , ,a  + \’ 

-ln( ~)  = gt  + c, 

2 a- v 


1„,£±v,_2£  + 

a- v a 


k 
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a + v 2— 

= ce  ü para  t = O,  v = v0 

a-v 


a + v0  a + v a + vQ  2 gt 

~ = c =>  para  t £ 0;  = ~exp(— ) 

í/-v0  a — v a — Vp  a 

10)  Hay  medios  que  oponen  una  fuerza  de  resistencia  al  paso  de  los  cuerpos  que  los 
atraviesa  proporcional  a la  primera  potencia  de  la  velocidad.  Para  tales  medios  plantear  y 
resolver  problemas  similares  a los  ejercicios  8 y 9,  excepto  que,  por  conveniencia,  debe 

escogerse  una  constante  Para  reemplazar  a la  constante  a 2 del  ejercicio  9.  Mostrar 

que  b tiene  las  dimensiones  de  una  velocidad. 

Solución 


La  descripción  matemática  es: 


dv 

di 


= -Av , además  F = ma  de  donde: 


vr  dv  wdv  . M f dv  f , w 

(— ) — = m-Av  =>  = gdt  . integrando  — I = \gdt+ci  pero  o-  — 

g dt  w- Av  J u v J 

A 


fe  1 


gdt+cx 


ln(¿>  — v)  = 


gt 

b-v-ce  b 


para  t = 0,  v = v0  se  tiene:  b - v0  = c 


Luego  v — b — ce  b =>  v = b - ( b - v0  )e  h =>  v = b + ( v0  — b)e  h , t > 0 


Dos  comentes  están  conectados  mediante  una  cañería,  tal  como  se  muestra  en  la 
figura  adjunta.  Cada  uno  contiene  50  lts.  de  solución,  con  10  gr.  de  soluto  al  tanque  No,  1 
y 5 grs.  al  tanque  No.  2.  Se  abren  las  tres  cañerías,  haciéndose  entrar  agua  a través  de  A. 
Por  A,  B y C circula  líquido  a razón  de  2 litros/min.  Encontrar  la  cantidad  de  soluto  de 
ambos  recipiente  después  de  30  minutos  (las  soluciones  se  mantienen  homogéneas 
mediante  agitadores). 
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Solución 

Antes  de  proceder  a resolver  el  problema  consideremos  el  caso  más  ¿imple  de  un  sólo 
recipiente  de  v litros  de  agua  en  el  que  se  encuentra  una  mezcla  de  agua  y sal  (soluto).  Se 
accionan  simultáneamente  las  llaves  de  A y B haciéndose  ingresar  agua  pura  por  A a 
razón  de  5 litros/min.  y se  extrae  solución  pe  * B en  la  misma  proporción,  para  describir  la 
cantidad  de  sal  (soluto)  x en  función  del  tiempo  se  razona  del  modo  siguiente: 


Consideremos  un  interv  alo  de  tiempo  muy  pequeño  At  minutos,  entonces: 

S A t = cantidad  de  solución  que  sale  por  B en  A t minutos. 

X 

— - concentración  uniforme  de  sal  en  la  solución  (gr/lts) 

V 

(^-)SA/  = cantidad  de  sal  que  sale  por  B en  t minutos  por  tanto  la  variación  de  sal  el 
recipiente  Ax  durante  el  At  es  dado  por:  Áx--(—)XA i 


T O 

Luego  — = -(— )X  y en  el  límite  en  que  At  — > 0: 

dx  S 

— = -(— ) X que  será  la  ecuación  que  gobierna  X en  el  recipiente: 
dt  V 
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Si  en  el  lugar  de  agua  pura  entra  una  solución  salina  con  una  concentración  constante 
de  c gr/lts  por  B,  un  análisis  similar  conduce  fácilmente  a la  ecuación  diferencial: 


dx  S 

- = SC-  — X ...(2) 

dt  V 


Usando  estas  ideas  es  inmediato  plantear  el  problema  dado: 

Llamemos:  Vl  = volumen  del  recipiente  No.  1. 

Xx  = Cantidad  de  soluto  del  recipiente  No.  1 en  el  instante  t. 
X1  = Cantidad  de  soluto  del  recipiente  No.  2 en  el  instante  t. 
V2  = Volumen  del  recipiente  No.  2. 


entonces  se  cumple: 


dt 


<)X' 


dx 

dt 


S S 
(-)X  -(—)X2 

V 1 V,  2 


...  (3) 

...  (4) 


La  ecuación  (3)  se  puede  integrar  directamente  reemplazando: 


— = 0.004 y usando  la  condición  inicial  que 

V]  min . 


para  t = 0,  X}  = Ar0l  = lOgrs.  de  soluto 


Luego:  X}  = 10e~°‘°4r  gr.  de  soluto 


(5) 


reemplazando  (5)  en  (4)  con  — = 0.04 — - — 

F*»  min . 


dx 

~dt 


- + 0.04jc^>  =0.4^  0 04/ de  donde  la  solución  es:  x2  -e  004/[  f(^°  04/ )(0.4^  004í)dt  + c] 

t ~ J 
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donde  C es  una  constante  de  integración,  integrando  esta  ecuación,  usando  la  condición 
inicial  de  que  para  t = 0,  X2  = X02  = 5grs.  se  tiene:  x2  = (0.4/  + 5)e  °'04í  ...  (6) 

9 

finalmente  reemplazando  en  (5)  y (6). 

t ~ 30  minutos  se  encuentra:  X{  = 3.01  gr.  de  soluto  y X?  =5.12  gr.  de  soluto 

EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 

Supongamos  que  el  circuito  RL  de  la  figura  (a)  tiene  los  valores  dados  para  la  resistencia, 
la  inductancia,  la  f.e.m.  y la  corriente  inicial. 

Halle  una  fórmula  para  la  corriente  en  cualquier  tiempo  t y calcule  la  corriente  después 
de  un  segundo. 


a) 

R = 10  ohms.. 

L = 1 henrios, 

E = 12  volts.. 

1(0)  = 0 amp. 

b) 

R = 8 ohms.. 

L = 1 henrios. 

E = 6 volts., 

1(0)  = 1 amp. 

c) 

R = 50  ohms.. 

L = 2 henrios. 

E = 100  volts., 

1(0)  = 0 amp. 

d) 

R = 10  ohms.. 

L = 5 henrios. 

E=10sent,  volts.. 

1(0)  = 1 amp. 

e) 

R = 10  ohms.. 

L = 1 0 henrios, 

E = ef  volts., 

1(0)  = 0 amp. 

Use  la  resistencia,  la  capacitancia,  la  f.e.m.  y la  carga  inicial  dada  para  el  circuito  R C de 
la  figura  (b).  Halle  una  expresión  para  la  carga  en  cualquier  tiempo  t. 

a) 

R = 1 ohms.. 

C = 1 farad.. 

E = 12  volts.. 

Q(0)  = 0 coulomb. 

b) 

R = 10  ohms., 

C = 0.001  farad.. 

E = 10  eos  60  t volts. 

0(0)  = 0 coulomb. 

c) 

R = 1 ohms.. 

C = 0.01  farad.. 

E = sen  60  t volts.. 

Q(0)  - 1 coulomb. 

d) 

R = 100  ohms.. 

C = 10'4  farad., 

E = 100  volts.. 

Q(0)  = 1 coulomb. 

e) 

R = 200  ohms.. 

C = 5x1 0'5  farad.. 

E = 1000  volts.. 

0(0)  = 1 coulomb. 

Se  conecta  en  serie 

una  inductancia  de  1 henry  y una  resistencia  de  2 ohms,  con  una 

batería  de  6e  ° 0001'  volts,  imcialmente  no  fluye  ninguna  corriente.  ¿Cuándo  llegará  la 
corriente  a 0.5  amperios? 
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Una  resistencia  variable  /?  = - — ohms.  y una  capacitancia  de  5 + 10  farad,  se 

5 + 1 

conecta  en  serie  con  una  f.e.m.  de  100  volts.  ¿Cuál  es  la  carga  del  condensador 
después  de  un  minuto  si  Q(0)=  0? 

Halle  la  comente  de  estado  estacionario,  si  se  conecta  en  serie  una  resistencia  de 
2,000  ohms.  y una  capacitancia  de  3x10  6 farad,  con  un  alternador  de  120  eos  2t  volts. 

Un  condensador  de  capacitancia  4x10  4 faradios  descarga  a través  de  una  resistencia  de 
100  ohms,  si  al  comente  es  1 amp.  al  final  de  0.01  seg.  ¿Cuál  era  la  carga  inicial  del 
condensador?.  ¿Cuanta  resistencia  debe  sacarse  del  circuito  para  obtener  la  mitad  de 
la  corriente  en  el  mismo  tiempo?  Rpta:  q = 0.0487  coulomb.,  R = 2.49  ohms. 


Un  condensador  sin  carga,  de  capacitancia  c (farads)  se  descarga  una  fuente  de  voltaje 
constante  a través  de  una  resistencia  R (ohms)  ¿Cuando  será  la  corriente  (amps)  igual 


en  magnitud  a la  carga  (coulomb)  del  condensador0 


Re  -r  1 

Rpta:  t = Re  ln( )seg 

Re 


Una  f.e.m.  de  100  sen  12Ü7rt  volts,  se  introduce  en  un  circuito  que  contiene  en  serie  una 
resistencia  de  100  ohms.  y un  condensador  con  capacitancia  de  5x10  4 faradios  se  tiene 

una  carga  inicial  en  el  condensador  al  tiempo  t = 0,  cuando  la  f.e.m.  se  introduce,  tal  que 
la  corriente  en  el  tiempo  cero  es  1 amp.  (positiva)  encontrar  la  corriente  0.1  seg.  más 
tarde.  Rpta:  0.181  amp. 

Una  resistencia  de  10  ohms.  se  conecta  en  serie  con  una  inductancia  de  L henrios.  EA 
circuito  está  conectado  por  medio  de  un  interruptor  a una  fuente  constante  de  E voltios  si 

3 

la  comente  alcanza  las  — de  su  valor  de  estado  permanente  en  0.1  seg.  Encontrar  L. 

4 

Rpta:  0.721  henrios. 

Un  cierto  relevador  (o  interruptor  magnético  que  está  diseñado  de  manera  que  cierre 
un  circuito  cuando  se  aplica  60  voltios  a sus  terminales  (es  decir,  cuando  y = 60  voltios). 

La  bobina  del  relevador  tiene  una  inductancia  de  ^ henry  y opera  de  una  fuente  de 

120  voltios  c - c.  Si  el  circuito  se  cierra  0.05  seg.  después  de  conectado  a la  fuente. 
Encontrar: 


236 


Eduardo  Esp inoza  Ramos 


a)  La  resistencia  dei  relevador. 
Despreciar  la  resistencia  de  los  puntos. 


b)  La  corriente  cuando  se  cierra  el  circuito. 
Rpta:  a)  R = 6 95  ohms. 

b)  i =8.63  amperios. 


© 


Una  bobina  de  impedencia  que  tiene  una  resistencia  de  14  ohmios  y una  inductancia 
de  0.05  henrios,  y una  rama  que  tiene  una  resistencia  no  inductiva  de  15  ohmios  y un 
condensador  de  capacidad  10  4 faradios  en  serie,  están  conectados  en  paralelo  a través  de 
los  terminales  de  una  f.e.m.  de  220  voltios.  Hallar  las  expresiones  en  función  del  tiempo 
para  la  carga  del  condensador,  la  corriente  en  la  bobina  de  impedencia,  la  corriente  en  la 
resistencia  no  inductiva  y la  corriente  total.  Ver  figura. 


ii 

CÉ 


2.000/ 

Rpta:  <7-0.022(1-*  3 ) 


i,  = 15.71(1 


2.000/ 

44  - — 

u = — * 

- •% 

3 


C = 104 


2,000/ 

i - i}  + i2  — 15.71(1  — "_8 ' ) + — e 3 


© 


Para  el  sistema  representado  en  la  figura  No.  1 obtener  mediante  la  ley  de  la  corriente  en 
el  punto  A,  i = -f /2  y por  la  ley  de  la  f.e.m.  aplicando  a los  circuitos  ARHGyABH 

G.  L-  — = £senvrí  , Ri2,=  Eser^yrt  resolver  estas  ecuaciones  para  /,,  i2  e i en 
dt 

función  de  t,  determinar  una  constante  de  integración  teniendo  en  cuenta  la  condición 
i = 0 cuando  t = 0. 


Rpta:  f>  = — senw¿ 

R 


: = - — (1  -COS  Wt) 

Lw 
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De  la  figura  No.  2,  deducir  las  leyes  de  Kirchoff.  i = i,  + i2  , Ri , = E sen  wt 

Í9 

¿2  = — = E sen  wt , Hallar  q , r,  * i2  e y en  función  de  t. 

c 


Rpta:  /j  = — sen  vt7,  q =cE sen  nt 

R 


i2  = cEwc  os  u7  ; i = /j  + z2 


14)  Deducir  para  el  sistema  indicado  en  la 
figura,  tres  ecuaciones  aplicando  las  leyes 
de  Kirchoff,  supóngase  que  la  carga  del 
condensador  es  nula  cuando  t = 0 y 
dedúzcase  que  siempre  i2  = 2 amperios  y 


1 ^-10/ 


que  /,  = — e 
1 10 

rápidamente  a cero. 


teniendo  tanto 


Si  al  principio  la  carga  del  condensador 
de  la  figura  indicada  es  q0  e i{  = 0. 


Demostrar  que  q-Q- eos  I— -t 

M c L xí^ 

‘"Observación  e = 0”. 


L + L 


i 


Hallar  i en  función  del  tiempo  t en  el 
sistema  representado  en  la  figura 
indicada,  si  con  cero  todas  las  corrientes 
iniciales  y la  carga  del  condensador, 


U U — i 

' i 

L, 

-i 

'i  c 

I i 

-i 

:c 

WtP- 


L = — Henrios 
lo 


Q e = 5 sen  300 1 


O 

o 


C,  = 10*4  f 


J 


\JLQ_CLr-1 
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Un  punto  material  de  masa  igual  a 1 gr.  se  mueve  en  línea  recta  debido  a la  acción  de  una 
fuerza  que  es  directamente  proporcional  al  tiempo,  calculando  desde  el  instante  t = 0,  e 
inversamente  proporcional  a la  velocidad  del  punto.  En  el  instante  t = 10  seg.  La 
velocidad  tendrá  el  punto  al  cabo  de  un  minuto  del  comienzo  del  movimiento? 

Rpta:  V = 1CK/725—  Sug.  — = 20- 
seg  dt  v 

Suponiendo  que  la  velocidad  de  gasto  de  agua  (volumen  por  unidad  de  tiempo)  a través 
de  un  orificio  en  el  fondo  de  un  tanque  sea  proporcional  al  producto  del  área  del  orificio 
por  la  raíz  cuadrada  de  la  profundidad  del  agua,  la  ecuación  diferencial  es: 

A—  = -KB>fh  , donde  h (m)  es  la  profundidad  del  agua  y A (w2)  es  el  área  de  la 
dt 

superficie  del  agua  en  cualquier  tiempo  t tseg.)  y B (m2)  es  el  área  del  orificio.  La 


constante  de  proporcionalidad,  K( ) se  puede  determinar  empíricamente.  Encontrar  el 

seg 

tiempo  requerido  para  vaciar  un  tanque  cúbico  de  1.20  m.  por  lado.  El  tanque  tiene  un 
agujero  de  5 cm.  de  diámetro  en  el  fondo  y originalmente  está  lleno  de  agua  (tomar 
k = 2.65)  Rpta:  t » 10.2  minutos. 

(19)  A un  tanque  contiene  400  lts.  de  agua  fresca,  se  le  incorpora  salmuera  que  contiene 
1 ks.lt 

de  sal  a razón  de  8 y la  mezcla  mantenida  uniforme  por  agitación,  abandona  el 

8 It  min 

tanque  a razón  de  4-^-  . Encontrar: 
min 

a)  La  cantidad  de  sal  presente  cuando  el  tanque  contiene  500  lts.  de  salmuera. 

b)  La  concentración  de  sal  en  el  tanque  al  final  de  1 hora. 

(20)  Un  tanque  originalmente  100  galones  de  agua  fresca.  Se  vierte  agua  que  contiene  media 

gal 

libra  de  sal  por  galón  dentro  del  tanque  a una  velocidad  de  2 , y se  permite  que  salga 

min 

la  mezcla  con  la  misma  rapidez.  Después  de  diez  minutos  se  para  el  proceso,  se  vierte 

gal 

agua  fresca  dentro  del  tanque  a la  velocidad  de  2— — , dejando  salir  también  la  mezcla  a 

min 

la  misma  velocidad.  Encontrar  la  cantidad  de  sal  en  el  tanque  al  final  de  los  20  minutos. 

Rpta:  Q = 5~e^2(\-e92)lb 
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Un  tanque  con  capacidad  de  500  galones  contiene  originalmente  200  galones  de  agua 
con  100  libras  de  sal  en  solución.  Se  introduce  dentro  del  tanque  agua  que  contiene  una 

Q(XÍ 

libra  de  sal  por  galón,  a la  velocidad  de  3— — y se  permite  que  la  mezcla  fluye  afuera  del 

min 

gal 

tanque  a un3  velocidad  de  2 . Encuéntrese  la  cantidad  de  sal  en  el  tanque  para 

min 

cualquier  tiempo  (en  libras  por  galón),  anterior  al  instante  cuando  la  solución  principia  a 

ioo(20or 

exceder  la  capacidad  del  tanque.  O - 200  + / r libras,  t < 300 

(200  + /)- 


Un  cuerpo  de  masa  constante  m se  proyecta  verticalmente  hacia  arriba  con  una 
velocidad  inicial  t70  suponiendo  que  la  atracción  gravitacional  de  la  tierra  es  constante,  y 
despreciando  todas  las  otras  fuerzas  que  actúan  sobre  el  cuerpo,  encontrar: 


a)  Ua  máxima  altura  alcanzada  por  el  cuerpo. 


b)  El  tiempo  en  el  que  se  alcanza  la  máxima  altura. 


c)  El  tiempo  que  tarda  el  cuerpo  en  retomar  al  punto  de  partida. 


Rpta: 


, k; 

a)  T~ 

7 Cr 


b)  -2- 


c) 


2^o 

g 


Un  cuerpo  es  dejado  caer  verticalmente  hacia  abajo,  con  un  velocidad  inicial  F0  en  un 
medio  que  ofrece  una  resistencia  proporcional  a la  magnitud  de  la  velocidad.  Encuéntrese 
una  relación  entre  la  velocidad  v y el  tiempo  t;  y también  la  velocidad  límite  que 


alcanza  después  de  un  largo  tiempo. 


Rpta: 

K K 


Un  objeto  de  masa  m se  deja  caer  desde  el  reposo  en  un  medio  que  ofrece  una  resistencia 
proporcional  a la  magnitud  de  la  velocidad.  Encuéntrese  el  intervalo  de  tiempo  que 
transcurre  antes  de  que  la  velocidad  del  objeto  alcance  el  90%  de  su  valor  límite. 

m 

Rpta:  /=  — lnlO 
K 
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Un  hombre  y un  bote  de  motor  pesan  juntos  320  libras  . Si  el  empuje  del  motor  es 
equivalente  de  10  Ib.  en  la  dirección  de  movimiento  que  si  la  resistencia  del  agua  al 
movimiento  es  numéricamente  igual  a dos  veces  la  velocidad  en  Ps/seg.  y si  el  bote  está 
inicialmente  en  reposo  encontrar: 


a)  La  velocidad  del  bote  al  tiempo  t. 


b)  La  velocidad  límite. 


Rpta:  a)  b = 5(1  -e"02'  )— 

aeg 


b)  limF=5  — 

i • ' seg 


26)  Un  cuerpo  con  masa  m es  lanzado  verticalmente  hacia  abajo  con  una  velocidad  inicial  VQ 
es  un  medio  que  ofrece  una  resistencia  proporcional  a la  raíz  cuadrada  de  la  magnitud  de 
la  velocidad.  Encuéntrese  la  relación  entre  la  velocidad  V y el  tiempo  t;  así  como  la 


velocidad  límite. 


Rpta: 

/v  K 


mg  ~ K\jV  K 


Un  cuerpo  de  masa  m cae  desde  el  reposo  en  un  medio  que  ofrece  una  resistencia 
proporcional  al  cuadrado  de  la  velocidad.  Encuéntrese  la  relación  entre  la  velocidad  v y el 

„2  fe. 


mg  \ m 

tiempo  t,  así  como  la  velocidad  límite.  Rpta:  V - ( ) ==■ 

K 2 fe 

e v 


t- 1 


lim  = . 


/ + 1 


Comenzó  a nevar  una  mañana  y la  nieve  siguió  cayendo  continuamente  durante  todo 
el  día.  Al  medio  día,  un  quitanieves  comenzó  a limpiar  una  carretera  a un  ritmo  constante, 
en  términos  del  volumen  de  nieve  retirado  a cada  hora.  El  quitanieves  limpió  2 millas 
para  las  2 de  la  tarde  y una  milla  más  para  las  4 de  la  tarde  ¿Cuando  comenzó  a trabajar? 

Rpta:  (y¡5  -1)  antes  del  medio  día. 


Un  depósito  contiene  100  gl.  de  agua  pura.  A partir  del  tiempo  t - 0 se  introduce 
salmuera  que  contiene  1 Ib.  de  sal,  por  galón  a razón  de  1 gal.  por  minuto,  la  mezcla  se 
mantiene  uniforme  ya  que  se  resuelve  al  mismo  ritmo  ¿Cuando  habrá  50  Ib  de  sal 
disuelta  en  el  depósito?  Rpta:  Después  de  100  en  2 minutos. 
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30)  Un  gran  depósito  contiene  100  gl.  de  salmuera  en  la  que  están  disueltas  200  Ib.  de  sal. 
A partir  del  tiempo  t = 0,  se  introduce  agua  pura  a razón  de  3 galones  por  minuto  y la 
mezcla  (que  se  mantiene  uniforme  resolviéndola)  sale  del  depósito  a razón  de  2 gl.  por 
minuto.  ¿Cuanto  tiempo  se  necesitará  para  reducir  la  cantidad  de  sal  que  hay  en  el 
depósito  a razón  de  2 gl.  por  min.  ¿Cuánto  tiempo  se  necesitará  para  reducir  la  cantidad 

de  sal  que  hay  en  el  depósito  de  100  Ib.?  Rpta:  100(V2  -1)  min. 


3-6.  APLICACIONES  A LA  ECONOMÍA.- 


Para  el  planteamiento  de  las  ecuaciones  diferenciales  aplicadas  a la  economía,  es 
necesario  dar  algunos  conceptos  de  los  términos  económicos. 


a)  Costo.-  Sea  “y”  el  costo  total  de  producir  y comercializar  “x”  unidades 
de  una  mecánica,  está  dado  por  la  función  y = F(x),  Entonces: 


El  costo  promedio  por  unidad  es: 


y = F(x) 

X X 


Si  la  producción  total  se  incrementa  en  una  cantidad  A x a partir  de  un  cierto  nivel 
ux”  y si  el  correspondiente  incremento  en  costo  A y,  entonces  el  incremento 

Av 

promedio  del  costo  por  unidad  de  incremento  en  la  producción  es  — . Luego  el 

Ax 


costo  marginal  definiremos  por:  lim  — - = — = F r(x) , es  decir  que  el  costo 

Ar-v0  Ax  dx 


marginal  es  la  derivada  del  costo  total  y = F(x). 


b)  Ingreso.-  Sea  y = f (x)  cualquier  función  de  demanda  donde  “y”  representa  el 
precio  unitario  y ux”  el  número  de  unidades. 

El  ingreso  total  R es  el  producto  de  “x”  por  “y”  es  decir: 

R = x y = x f (x) 

El  ingreso  marginal  con  respecto  a la  demanda  es  la  derivada  del  ingreso  total  con 
respecto  a x. 

dR 
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c)  Elasticidad.-  La  elasticidad  de  punto  de  la  función  y = f(x)  en  el  punto  x está  dado 

como  la  razón  del  cambio  proporcional  y con  respecto  al  cambio 
unitario  x. 

dy 

Ey  y _ x dy 
Ex  dx  v dx 
x 

d)  Renta  Nacional,  Consumo  y Ahorro.-  Se  llama  función  de  consumo  a la  relación 

entre  la  recta  nacional  (total)  disponible  y 
el  consumo  nacional  (total). 


Luego  la  función  consumo  expresaremos  mediante  la  ecuación: 

c = f(x) 


donde  c representa  el  consumo  nacional  total  y 'Lx"  la  renta  nacional  (total), 
entonces  la  propensión  marginal  al  consumos  es: 


dx 


= /U) 


mediante  una  análisis  teórico  se  tiene,  la  renta  nacional  es  igual  1 consumo  más  el 
ahorro  la  cual  se  expresa. 


X = c * s 


La  propensión  marginal  al  consumo  es: 


de 

dx 


f\x) 


La  propensión  marginal  del  ahorro  es:  - = l 

dx  dx 

Ejemplos. 

© La  relación  entre  el  precio  P y la  cantidad  demandada  X es  tal  que  la  tasa  de 
disminución  en  la  demanda,  a medida  que  el  precio  aumenta,  es  proporcional  a la 
cantidad  demanda  e inversamente  proporcional  a la  suma  del  precio  más  una  constante. 
Encontrar  la  función  de  demanda  si.  P = P0  cuando  X = X0  . 

Solución 
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Sea  X = X(P)  la  función  de  la  demanda,  de  acuerdo  al  problema  la  descripción 

, . dX  bx  . . dx  dp 

matemática  es:  = de  donde  — = integrando 

dp  p-r  a x p + a 


ln  X = ln(p  + ay  c 


X = (p  + ayc  C = 


ip  + a) 


— , ahora  para  P0  = P , X = XQ 


© 


Luego  la  función  de  demanda  es:  X = — 7— 

(P,+a)b 

La  lasa  de  incremento  del  costo  total  y,  a medida  que  crece  el  número  X de 
unidades  fabricadas,  es  proporcional  a la  suma  de  las  unidades  fabricadas  más  una 
constante  e inversamente  proporcional  el  costo  total.  Hallar  la  función  de  costo  si  y = y^ 

cuando  x = 0,  graficar  la  relación  hallada. 

Solución 


Sean  X = unidades  fabricadas. 


Y = Y(x)  costo  total  de  las  unidades  fabricadas, 
de  acuerdo  al  problema  la  descripción  matemática  es: 

— = íílí — — , de  donde  y dy  = a (x  + b)  dx 
dx  v 


ci(x±b)~ 


4-  C , determinaremos  C para  esto: 


y = y0  cuando  x - 0 =>  = ab 1 + C 


C = — 


Es  decir: 

2 


y2  _ a(x  + b)2  yf  ab2 
2 + 2 2 


y2  — cix*  +2üb 2 y^¡ 


■ Jax 2 +2  ab1  + yl 


Supóngase  que  una  suma  de  dinero  está  colocado  a un  interés  que  se 
acumula  continuamente.  Si  la  cantidad  es  S0  . ¿Cuándo  el  capital  alcanzará  la  suma 

S - 2 S0  si  el  grado  de  interés  anual  es  3%,  4%,  5%? 
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Soiución 

Llamemos:  S(t)  = inversión  en  cualquier  momento  ; S(0)=  inversión  original,  K=  interés 

La  descripción  matemática  es:  * = KS(i)  =>  5(0  = Aekl 

dt 

determinaremos  A,  para  esto  se  tiene:  para  t = 0 =>  S (0)  = A, 

luego  S(T)  = S(0)ekl , para  un  interés  del  2%,  (k  = 0.02), 


S (t)  = 2S  (0)  , 25(0)  - 5( 0)e 
ln(2) 


0 02r 


t=- 


í =- 


t = ' 


0.02 

ln(2) 

0.03 

ln(2) 

0.04 


ln  (2)  = 0.02  t 
t = 34.66  , para  un  interés  del  3%,  k = 0.03 


/ = 23. 10  , para  un  interés  del  4%,  k = 0.04 


t = 1 7.33  , para  un  interés  del  5%,  k = 0.05 


© 


ln(2)  ^ 
t = =>  t — 32. 1 9 anos 

0.05 

Un  cierto  hombre  tiene  una  fortuna  que  aumenta  a una  velocidad  proporcional  al 
cuadrado  de  su  riqueza  presente.  Si  tenía  un  millón  de  pesos  hace  un  año,  y ahora  tiene 
dos  millones.  ¿Cuánto  tendrá  dentro  de  seis  meses?.  ¿Dentro  de  dos  años?. 

Solución 

Sea  S (t)  = fortuna  del  hombre.  La  descripción  matemática  es: 


5’  (t)  - KS 2 ( t ) , que  resolviendo  se  tiene: = Kt  + C , encontraremos  C. 

S[t) 


para  t = 0,  S (0)  = S,  luego  C = -^777  , entonces — = Kt  - 


5(0) 


5(0  5(0) 
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k=- 


I 


r5(0)  tS(t) 


1 \-kt(S(0)) 


- . Como  1 


I 


S(t)  5(0) 


-kt 


5(0  = 


5(0) 


5(/)  5(0)  1 - ktS(0) 

además  5(0)  = 1 x 10006  pesos  = cantidad  original 
S (t)  = cantidad  actual  en  t años. 

1 i 1 


Como  K =- 


1 = — 10-6 


*5(0)  tS(t)  l.tl  0ft  2.vl0''  2 

a)  A los  6 meses  = 0.5  años. 

Si  hace  un  año  tenía  106  pesos,  entre  seis  meses  ha  transcurrido  t =1+0.5  = 1 .5  años. 
106  !G6 


5(1.5)  = 


1 — 1 " 6 i o6  (1 .5)  1“ 


= 4.10”  =>  S(  1.5)  = 4 '000.000  de  pesos 


b)  A los  2 años,  S (2)  = ? para  t = 2 años 
10”  10r 


5(2)  = 


1-I0"\l0‘2  ° 


= 00  =>  S (2)  = x pesos 


^5)  Un  fabricante  ha  encontrado  que  el  cambio  en  el  costo  de  distribución  D,  a 
medida  que  aumenta  las  ventas  S,  es  igual  a una  constante  multiplicada  por  las  ventas,  m 
es  otra  constante  Si  D = 0,  cuando  S = 0.  Hallar  D como  una  función  de  S y diagramar  la 
relación  obtenida. 

Solución 


Sean  D = costo  de  distribución  D , S = las  ventas 

= cambio  en  el  costo  de  distribución  D 

dS 


246 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


a medida  que  aumenta  las  ventas  S.  Según  el  problema,  la  descripción  matemática  es: 
— = aS  + b de  donde:  dD  = (aS  + b)  dS  integrando  D = — + bS  + C 


PROBLEMAS  PROPUESTOS.- 


La  razón  del  incremento  de  las  ventas  S,  a medida  que  crece  la  gestión  de  propaganda  X 
es  igual  a una  constante  menos  las  ventas  divididas  por  una  constante  más  la  gestión  de 
propaganda.  Hallar  la  relación  entre  las  ventas  y gestión  de  propaganda,  si  S - 50 


cuando  X = 0 graficar  la  relación  obtenida. 


_ „ a-Sn.\ 

Rpta:  S = S0 — 


2)  Supóngase  que  la  tasa  de  incremento  en  el  costo  de  ordenar  y sostener  y,  a medida 
que  crece  la  magnitud  de  la  orden  S,  es  igual  a la  relación  entre  la  suma  de  los  cuadrados 
del  costo  y la  magnitud,  dividida  por  el  doble  producto  del  costo  y el  tamaño.  Hallar  la 
relación  entre  el  costo  de  ordenar  y sostener  y el  tamaño  de  la  orden  si  y = 3 cuando  s = 1 

I 

grañcar  la  relación  obtenida.  Rpta:  y = (85  + )2 


La  relación  entre  el  ingreso  R y la  cantidad  demandada  X es  tal  que  la  tasa  de 
incremento  en  el  ingreso,  a medida  que  aumenta  la  cantidad  demandada,  es  igual  al  doble 
del  cubo  del  ingreso  menos  el  cubo  de  la  cantidad  demandada,  todo  dividido  por  el  triple 
del  producto  de  la  cantidad  demandada  y el  cuadrado  del  ingreso.  Encontrar  la  relación 
entre  el  ingreso  y la  cantidad  demandada  si  R = 0 cuando  X = 10,  graficar  la  relación 

l 

obtenida.  Rpta:  R = (10;T -x3)3 


4 J La  relación  entre  el  costo  de  fabricación  por  cada  ítem  M y el  número  de  clases  de 

ítem  fabricados  N es  tal  que  la  tasa  de  incremento  del  costo  de  fabricación,  a medida  que 
aumenta  el  número  de  las  clases  de  ítem,  es  igual  a la  razón  del  costo  por  ítem  más  el 
número  de  clases  de  ítem  dividido  por  el  número  de  clases  de  ítem.  Hallar  la  relación 
entre  el  costo  de  fabricación  por  ítem  y el  número  de  clases  de  ítem  fabricados  si 
N-Mq  cuando  N=l.  Rpta:  M = N(Mq  + In  N) 
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(?)  La  relación  entre  el  costo  de  operar  un  almacén  de  depósito  y el  número  de  galones  de 

dy 

aceite  almacenados  en  el  depósito  está  dado  por  — = Kx  + a donde  y es  el  costo  mensual 

dx 

de  operar  el  depósito  (en  dólares)  y x es  el  número  de  galones  de  aceite  almacenados.  Si 
y = yo  (costo  fijo)  cuando  x = 0,  hallar  y como  función  de  x,  y grañcar. 

o te2 

Rpta:  v = + ax  + c 

2 


(?)  La  relación  entre  la  utilidad  neta  P y el  gasto  de  propaganda  x es  tal  que  la  tasa  de 
incremento  de  la  utilidad  neta  a medida  que  crece  el  gasto  de  propaganda,  es  proporcional 
a la  diferencia  entre  una  constante  y la  utilidad  neta.  Hallar  la  relación  entre  la  utilidad 
neta  y el  gasto  de  propaganda,  si  P - P0  cuando  x = 0y  grafícar. 


Rpta:  P = a-(a-  P0)e 


-kx 


(?)  La  razón  del  incremento  en  el  costo  y a medida  que  crece  el  número  de  unidades 
fabricados  x es  igual  del  doble  del  cuadrado  del  costo  menos  el  cuadrado  del  número  de 
unidades  dividido  por  el  producto  del  costo  y el  número  de  unidades.  Hallar  la  relación 
entre  el  costo  y el  número  de  unidades  fabricadas  si  y = 3 cuando  x = 1. 


Rpta:  v = V 8 .v4  + x 2 


^)  La  razón  de  crecimiento  del  volumen  de  ventas  S,  a medida  que  el  precio  P decrece. 

es  proporcional  al  volumen  de  ventas  e inversamente  proporcional  a la  diferencia  entre  el 
precio  y una  constante.  Hallar  la  relación  entre  el  volumen  de  ventas  y el  precio,  si 


S = Sq  cuando  P = P0  . 


Rpta:  S = S0(— )a 
0 p-b 


La  relación  entre  la  utilidad  neta  P y el  gasto  de  propaganda  X es  tal  que  la  tasa  de 
incremento  de  la  utilidad  neta,  a medida  que  crece  el  gasto  de  propaganda  es  proporcional 
a la  diferencia  entre  una  constante  y la  utilidad  neta.  Hallar  la  relación  entre  la  utilidad 


neta  y el  gasto  de  propaganda,  si  P = P0  cuando  x - 0.  Rpta:  P = a -(a  — P0)e 


-kx 
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10)  La  relación  entre  el  costo  promedio  “y”  y el  número  de  unidades  producidas  “x”  es  tal 
que  el  cambio  en  el  costo  promedio,  a medida  que  crece  el  número  de  unidades  es  igual  a 
la  relación  del  número  menos  el  costo  promedio,  dividido  por  el  número  de  unidades. 
Determinar  la  relación  entre  el  costo  promedio  y el  número  de  unidades  producidas,  si 


- 9 

y - — cuando  x = 1,  grafícar  la  relación  obtenida. 


- y 4 
Rpta:  y=-  + - 

2 x 


El  arrendamiento  de  un  apartamento  (dos  alcobas,  muebles  “estándar”)  en  un  colegio 
varía  con  la  distancia  del  apartamento  al  campus.  Supóngase  que  esta  relación  está  dada 
por: 

dv  K 

— = -( — + 4/),  , < x < 1 0 
dx  x 


en  que  “y”  es  el  arrendamiento  mensual  (en  dólares)  y “x”  es  la  distancia  (en  millas),  K y 
a son  una  constantes,  si  y = 225  cuando  x = 1 . Hallar  “y”  como  una  función  de  “x”  y 
diagramar  la  relación  obtenida.  Rpta:  y = 225  + a ~ ax  - K lnx 
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CAPITULO  IV 


4. 

ECUACIONES 

DIFERENCIALES 

DE 

ORDEN 

SUPERIOR.- 

En  las  ecuaciones  diferenciales  de  orden  superior  consideraremos  dos  tipos  especiales: 
Io  caso:  Las  ecuaciones  diferenciales  de  la  forma: 


d”y 


dx" 


~f(x) 


...  O) 


donde  f (x)  es  una  función  sólo  de  x. 

La  solución  de  la  ecuación  (1)  se  obtiene  por  integración  sucesivas,  es  decir: 


d 

dx 


4=  f f(x)dx+ci 

J 


/(  x)  dx  + c{  ]dx  + c2 


y = 


JH 


/ ( x)dx  + Cj  ,...]dx  + cn 


2o  caso:  Las  ecuaciones  diferenciales  de  la  forma: 


d2y  _ . 

dx2  ^ 


donde  g es  una  función  solo  de  y. 

para  obtener  la  solución  de  la  ecuación  (2)  se  hace  del  modo  siguiente: 


d'y  _ dy*  _ dy%  dy  _ , dy 1 
dx1  dx  dy  dx  dy 


...  (2) 


pero  como 
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d~y  dy' 

— ~ m g(y)  entonces  y ' — = g(  v) , de  donde 
dx 1 dy 


,„,eg„„d„  se  tiene:  =>  ^ JV<> 

y= J2[ 


+ Cj  ] separando  las  variables 


'M1 


g(y)dy  + q ]dx , de  donde 


f. .. 

’ , 2[  jg(>-)ífy  + C|] 


dx  + c-. 


en  forma  similar  si  se  tiene  — - = g(>>) 

dx' 


d3  y d3  v*  dy*  ? 

se  deduce  que  -yy  = >> '[.y ' — 2 — + ( -y-)2] 


dx 


d~y  dy 


3o  caso:  Las  ecuaciones  diferenciales  de  la  forma. 


F(x,y 


(*> 


,yn))  = o 


...  (3) 


donde  la  ecuación  (3)  no  contiene  a y,  se  puede  rebajar  el  orden  de  la  ecuación  tomando 
como  nueva  función  incógnita  la  derivada  de  orden  inferior  de  la  ecuación  dada,  ó sea 

yik)  - z . Obteniéndose  la  ecuación  F(x,z,z'  ,|)  = 0 


© 


a)  Ejemplos.-  Resolver  las  siguientes  diferenciales. 


dx 3 


= xe 


Solución 


x d2v  f , , , , 

— - = xe  =>  — I xe  dx  + c.=xe  -e  + c. 

dx 3 dx 2 J 

— = \(xex  - ex  + q )dx  + c2  = xc*  - 2cT  + c,x  + c2 
dx  J 

Jf  C2X* 

(xc* -2c* +qx  + c2)dx  + c3  =>  y-xe  -3c  + -y— + c2x  + c3 
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© 


d'y  . 

— + ay  = 0 

ÜX~ 


Solución 


Como  — — = v 

¿v2  dy 


v'— - + ay  = 0 =>  y rfv1  + ay  ¿/y  = 0 , integrando  se  tiene: 

dy 


* m ,2 

I y'dy'+  \a2ydy  = cl  =>  yTfl‘i-  = C| 


« £ 2 2 
V = 2c,  - ¿7  V 


¿V 


V2c!  “O’ 


■ = dx 


1 av 

— arcsen 
a 


= x + *2  =>  arcsen( 


ax  + ac7 


= sen(ax  + ac^ ) =>  y = Á',  sen  ax  + /C2  eos  ax 

yJ2c  i 


(?)  xy”  = y'ln(— ) 

N-^  X 

Solución 


y'  = z =>  xr'  = zln(— ) =>  z'  = — ln  — 
x xx 

es  una  ecuación  homogénea  z = ux  de  donde  dz  = udx  + xdu  entonces 
dz  ~ — ln(— )dx  =>  u dx  + x du  = u ln  u dx 

X X 

x du  = (u  ln  y u - u)  dx,  separando  la  variable. 

— — — - — =>  ln  (ln  u - l ) = ln  ex  =>  ln  u - 1 = ex  =>  ln  u = 1 + ex 
u ln  u - u x 


u =e 


l-c.r 


— = e 


1+car 


=>  z = xc 


X 
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© 


(t\ 


' 1+CV  ^ 1-t'j* 


— = xe  =>  dv  = xe  dx  integrando  y = —e  — -e  y + /: 

Ce' 


Resolver  -Xyf )2)  = x4y3 

Solución 


fz(.tW.v 
Sea:  y = eJ 


Luego:  XZ(x)e 


[Z(x)d\  fz(.x)d.x  , [z(.x)d.\ 

=>  y'  = Z(x)e J a y'  = Z'(x)e*  + (Z(x)YeJ 

¡Z ( y )dx  \z{x)d.x  \z(x)d.x  . ÍZ(  i)d.x  - 2 \z{x)d.x 

w [e*  (z ’(*)<? J + (z(jr))fce*  )-(z(x)Ye  J 


\z{x)dx  , 2 fz(.r)dv  , 3 j¿ 

-<?  - (z(x))^É?  ■>  = X é?  J 


Z(.x)dx 


3 |Z(.v)í¿v 


. 3|Z( 

— V ~ ¿a  J 


,v)í¿v 


/ r [x-(x)z '(.x)  + A-íz(A-))1  - x(z(x)j ' - (r(A :))-  ] = x'e  J [xr(x)z ’(x)  - (z(x))2 ] = x4 


I 


z '(*)-(— )z(x)  = x* (z(x))  . Ecuación  Diferencial  de  Bernoulli  en  z conn  = -l 

x 


-2  (— djr  2 f— ¿v  3 


= e J,Jr  [2e  x!í/x  + c]  = x2(x2  ,-trc)  =>  z = xa/x‘+c 
) 

r r5  J -(.r2+c)2 
= =e3 


Z = W-3 


(?)  v2>>*-  3>3',v"+  2(y ')3  +-(»'”-( v')2)  = ~ 


•r  x- 

Solución 


fz(  )¿/.v  ír(,r)¿/jf  \z{¿)dx  ? |z(jt)í/.t 

Sea:^  = eJ  =>  y'  = z(x)eJ  oa  yM  = z,(xyJ  + z 

fr¿x  f zdx  ír  dx  . f zdx 

y^  = z"e}  + zz'eJ  + 2zeJ  z’+zV 


Reemplazando  en  la  Ecuación  Diferencial  dada 
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2 f dx  ir  dx  ir  dx  [rt/y  2 fr<A  fr  dx  ^ f zclx  . 3 \zdx 

e J (:VJ  +3 zz'e*  +z3e¿  )-(3¿?  J )(z'eJ  + zVJ  ) + 2z*e  J + 

, f \zd\  fr<A  7 Í.-Ji  0 lízdx  _7  3 fr 

a e * (eJ  (z'eJ  + z eJ  ))-z  e J l = .v  ~e  * 


[A 


? fiJi 

^ r z " 


[z"+3zz'+3  -3zz'-3r3  + 2z3  + x lzf+  x lz2  - x ]z2]  = x2e  J =>  z "+  — z ' = x ~2 

x 


j •>,  3 frí/.\ 

Z"  1 = X “e  J 


© 


Sea:  t = z'  =>  /’=  z,r 

Luego  la  ecuación  diferencial  es  de  la  forma:  /'+  — t = x 2 ecuación  diferencial  en  t 

x 


- f—  dx  f—  í4v  f ln  x c 

t = e [éí*'*  + x i‘dx  + c]-x  ( jx  dx  + c)= — — H — 

J XX 


fin  x Cdx 

|(ln~  r+ln  x)dx 

=>  z=  dx  + c 1— 

II 

J V J X 

y = >■’  tg  x - (y ) 2 sec 2 x 

Solución 


itx 

Sea:  z = senx  =>  z'  = (cosx)  — 

dy 


dy 


v = — (— a')-(— )2(— )2  =>  y = ~ =>  v'(z')2 -zz'+ 1=0 

- ’ z'  (zT' 


X Z X z 


Sea:  z' = P =>  P~ -zp  + 1=0  de  donde 


P 1 +2vPCf-P^--z^-  = Q 
- dy  dy  dy 


P2  +2yP^-P2 -2-^  = 0 


^f-{2vP-z)  = 0 =>  — = 0 =>P  = c,  =>  z = c,y  + c7 
KV  <iy 


sen  x = c,  >’  4-  c2 


=>  en:  >>cf  -(sen x)Cj  + 1 = 0 es  decir:  c]y~c]  senx  + l = 0 
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Z dz  d\ 

2yP  - z = O =>  P = — =>  — = — integrando  se  tiene: 
2 y z 2 v 


Inz  = — ln  y + ln  K 


z = Ky  2 


sen"  x = K} y 


(?)  xyy"-x(y')2  -yy'=0 


Solución 

Sea:  y'=  yz  =>  y”  = y' z + yz'=  yz2  + yzf , es  decir:  v"=y(r2+z) 
Reemplazando  en  la  ecuación  diferencial 

xy2  (z2  + z' ) - xyz 7 ~ y*  z = 0 de  donde  xz~  + xz'-xz2  -z  = 0 

xz'-z  = 0 de  donde  — = 0 integrando  ln  r - ln  x = ln  c]  es  decir:  — = c, 

z x x 


v v ' 
vx 


Como:  r = =>  = cx  =>  — = qxí/x  integrando  se  tiene  ln  v = — x2  + c2 

y 


c]_  J2 
2 


7 a 

v = k]e 


k*x~ 


® x2yy"=(y-xy')2 


Solución 

Sea:  y'  = yz  =>  y = y(z2  + z')  =>  x2 y2  = (z“  +r')  = [>’ -x>(z)]~ 
es  [x  z:  4- z2  + z]  = j2[l -xz]  =>  x 2 z 2 + x 2 z'  = 1 -r  x 2 z 2 - 2xz 


X X2 


-p<*'  f f-J>  I 

z=e  JJ  [ |é,Jr  ¿/x  + c]  integrando 


dy 


z = x2  [x  + c]  ->  — = x 1 + ex  2 =>  — = (x  1 + ex  2 )dx 

y y 

C a V+C,)32 

ln/  = lnxH — + c2  =>  y = xkex  La  solución:  y = c2e 3 
x 
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Observación.-  Cuando  la  ecuación  diferencial  es  homogénea  para  la  función  y sus 

frz/v 

derivadas,  la  sustitución  y'=y~  ó v = eJ  reduce  el  orden  de  una 
ecuación  diferencial  una  unidad. 

0 4x2yy'=9xy2  +6x  + 54v6  +108v4  + 72v2  +16 

Solución 

4 x2yy’=  3x(3  y2  + 2)  + 2(3  y 2 + 2)3 


Sea:  z = 3v2  + 2 =>  z'-  6yy' 


= 3xz  + 2z3 


Bemoulli  en  z con:  n = 3 


, : I— j.v  f -2  Í-— </\  3 

2=JÍ(  [-2  le  ¡ 2x  - — 


f 


~ dx  + c]  - x 9 {-6.- — he)  =>  z~2  +cx~9 

r J 8 4 


ecuación:  (3y‘  + 2)  = 


1 


3 _]  _9 

A'  + CX 

4 


(3.V2  + 2)2  = - 4* 


-3x  + 4c 


(3j’2  + 2)2  (-3x8  + 4c)  - 4x°  = 0 


(To)  .tvv'  V.v(  v* ) 2 = 2 yy' 

Solución 

Sea:  y'=yz  =>  >^(z2  4 z')  =>  xy2(z" +z’)  + a;v"z'  = 2y‘z 

2 T 

2xz2  + xz’-  2z  = 0 =>  z ’ — z = ~2z2  Bemoulli  con  n - 2 

x 


dz 


— — = 0 , integrando  se  tiene:  ln  z - 2 ln  x = In  c 

.Y 


z - ex' 


Pero:  r 


v dy  ■*  , , 

— =>  — = cx^dx  integrando  se  tiene: 

y y 


, C 3 

ln  y = — x 

' 3 


•-  y 


\ 
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(Tí)  yy' '-2yv' In  y -y’2  = O 


Solución 


Sea:  P=  y'  =>  y"  = P—  =>  vP—-2yP\ny-P2^Q,  factorizando  se  tiene: 
dy  ' dy 


P(  v — -21n  v-  P)  = 0 =>  P = 0 =>  y~cx 

dv 


ó — - P = 21n  v ; lineal  en  P 

dy  y 

f-  fP  2 2 

Luego:  P = e J 1 [ 1 .2\i\ydy  + cx}  = y[~ln  y + q J 

— = y In 2 y + c, y integrando  I — = dx 

dx  Jvin”y  + qy 


I 


dv  , In  v . 

7— -dx  =>  arctg( ) = x + c2  =>  ln y = cx  tg(x  + c2 ) 

yin"  y + cty  t'\ 


b.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


© 


d x 2 
dr 


Rpta:  x = rc,/  + cs 

12  1 


d y 


® - = x<T\  y(0)  = 1,  y\ 0)  = 0 

dx~ 


Rpta:  y-(x  + 2)e  l+x~l 


© 


~~~r  = eos’  x,  v(0)  = — , y{o),  v"(0)=-,  vm(0)  = 0 
dx J 32  8 


4 2 'j 

Y x eos  2x 


Rpta:  v=- — + — + 
48  8 


32 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

@ 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


— j-  = ;csenx,  >(0)  = 0,  _y'(0)  = 0 
dxi 

y"=  2 senxcos"  a-  - sen3  a 

>•’"=  xe'x,  v(0)  = 0,  v'(0)  = 2, 
y' ' = (2  y + 3)  - 2 y'2  = 0 

•+>’"'  = yy" 

yy"-y,2  = 0,  v(0)  = 1,  y’(  0)  = 2 

1 ■> 

yym-  y'~  =y  ln  y 


Rpta:  y = x eos x - 3 sen  x + x~  + 2x 


„ A sen  x 

Rpta:  y - — - — + cxx  + c2 


3x‘ 

>*"(0)  = 2 Rpta:  y = -(x+3)e  v+: — + 3 


Rpta:  — ln(2>+3)  = c,x  + c2 


Rpta:  v = K cosh(— — — ■) 
K 


Rpta:  y = e 


2.v 


Rpta:  ln  v = c{ex  +c2e 


v(  1 - ln  v)  y "+■  (1  4-  ln  y) y '2  = 0 

>"<l  + y)  = y'2+y' 


v"->_  = a(a-1),  y(2)  = 1,  y\ 2)  = -l 
x - 1 

(I -A  )/'-xy’=2 
(1  + a2)/'+1  + .v’í  = 0 


A'+CT 

Rpta:  y = ex+C] 

Rpta:  ln[c,  ( y + 1 ) - 1]  = c,  (x  + c2 ) 
Rpta:  x = y[y  -^-\n(2^y  +c{)  + c2 

Rpta:  y- — (3x4  -4x3  ~36x~  + 72x4-  8) 

24 

Rpta:  y = (arcsenA)'  +c,  arcsenA  + c, 

I x 

Rpta:  v = (l  + — 5-)ln(l  + c,A) -ve-, 

C\  c« 
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@ 

@ 

® 

® 

@ 


vm'(a - 1 )-/'  = O,  y(2)  = 2,  t y (2)  = 1,  yM(2)  = 1 

Rpta : v = — ( .v3  - 3a*2  + 6a*  + 4 ) 
ó 

*» 

y “ eos  a(cos  a*  + 2yy' ) = 2 y sen  a*(cos  a*  + 2yy'  )y'-4yy'  eos x sug:  y"  = z,  sen  x = co 

vM- y,2+»’'3  = 0,  j>(0)  = 1,  y'(0)  - 1 Rpta:  jy"  -2jy-2eA  v = 2a* -3 

Hallar  la  ecuación  de  una  curva  que  satisface  a la  ecuación  diferencial:  yy' ' = 2(y')“  + y‘ 
y tenga  pendiente  v3  en  el  punto  (0, 1 ) Rpta:  2 y = sec(A*  + — ) 


( v*  '+y'  )ex  + (eos  a*  + x*  )y+(  2 a - sen  x)y  = - sen  a*  4-  2a* 


2»"-3>''2  = 4 y 


23)  .rv'  (yy'  '-y'2  ) - yy'2  = x4y3 


y2  y " - 3»'  'y"+  2y'3  + - (yy y'2)  = — 


í/jv 

25)  — :r~  = a*  + sen  a* 

dx 


d2 y _ a 4- bx 
— _ 

dx  x 


x-s  d~  y 7 

(27)  A— f-l+A2 

dx1 


ym  = x ln a,  v(l)  = y(l)=  v"(l)-0 


29)  y=  a + COSA 


(*  + 2 Y 


KD  = >-•(!)  = >-"(!)  = o 


31)  v"=ae' 


d~  y a 
dx 2 y 3 


33)  /,  >-(i)  = 1,  yu)  = o 


y"=  e~y , y(0)  = 0,  /(0)=1 


jv'(D  = ^(D  = i 

dx"  l 


2^-e’ 

dx- 


3D 

- y 2 y 


y'(0)  = -l,  ^(0)  = 0 
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y"y3  = ],  y = l,  y'=  1 para 

® 

yy'-y*-? - 

1 + JC 

® 

71 

.y"  = senyeosy,  v(0)  = — , _y'(0)  = -l 

® 

„ ,2  2 , 
yy  -y  = y y 

@ 

y'"=xe~x2,  y(0)  = y'(0)  = y"(0)  = 0 

® 

(/+2)e~V,=  i 

® 

y"-y'2  +yy'3  = 0 

® 

»2 

y = y tg  jc  - y secx 

® 

jc2y,2-jc2yy*'-y2  = o 

@ 

(*2  + /)/’=(!  + y2  )(xy'-y) 

(48)  a2y"2  =\+y'2,  ±(jr + c2 ) = a ln[-— — —jó  y + c,  = ±acosh(^2.) 

a 2 


49)  ^-  = sec2y.tgy,  y'  = - 1,  x = \n2,  y = ^ 

^ dx1  4 


i (/*  y y — 

eos  v — — = sen jy,  y'  = yj 2,  >>  = 0,  jc  = 0 
dx* 
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CAPÍTULO  V 

5.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  LINEALES  DE 

ORDEN  n 

Las  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  orden  n son  de  la  forma  siguiente: 


dn  y d 

+ViW--r+  .+a0(x)y=R(x) 
dx  dx 


...(I) 


donde  a0 , a¡ , a2 , . . . , aH  y R son  funciones  solo  de  x ó constante. 


La  ecuación  diferencial  (1)  se  puede  escribir  en  la  forma: 


F(x,y',y'\... ,/”')  = 0 


...  (2) 


La  ecuación  (2)  nos  indica  que  están  relacionadas,  la  variable  independiente  x,  la  variable 
dependiente  y,  y las  derivadas  ,,M 


Si  en  la  ecuación  ( 1 ) la  función  R(x)  = 0,  se  obtiene: 


/ \d*y  , v / \dy  i A 

an  (X)-7T  + fl"-l  W~rñT  + •••  + «1  Wj  + = 0 

dx  dx 


...  (3) 


A la  ecuación  diferencial  (3)  se  denomina  ecuación  diferencial  lineal  homogénea. 


Si  en  la  ecuación  (1),  la  función  R (x)  ^ 0,  la  ecuación  diferencial  (1)  se  denomina 
ecuación  diferencial  lineal  no  homogénea. 


Si  y\ » y 2 son  soluciones  de  la  ecuación  diferencial  (3)  y si  C|  y c2  son  constantes 
arbitrarias,  entonces  y = cly]  +c2y 2 es  una  solución  de  la  ecuación  (3). 


Como  y | , y 2 son  soluciones  de  la  ecuación  (3)  entonces: 


Ecuaciones  Diferenciales  Lineales  de  Orden  n 


261 


*+.-.+  *,(*)>>  a0(x)y}  = O 

^i(.V)V2#')  -rü^jtA-Xv^  ' ¿/i(A-)>’,2+  a0(A)j/2  = O 

sumando  y agrupando  se  tiene: 


(.v)(c,  vf"’  +<-j.vV'))-a„_i(.v)(tl  v{"“ 


+ c2.>;"  n)  + aoCr)(ci^'i  +c2>’2)  = 0 


(.v)(  c,  v,  + c2  y 2 ){n)  + a„l-¡(.vKc,  y,  + c1y1 )(''  1 ’ + a 0 ( a:  )( c,  y¡  + c2y2  ) = 0 
entonces  c]yl  +c2y 2 es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  (3) 


En  general  si,  y¡ , i =1,2,...,  n son  soluciones  de  la  ecuación  diferencial 
lineal  homogénea  de  (3)  y si  c¡ , i = 1,  2,...,  n son  constantes,  entonces 
v = c[  v,  -c2v2  + ...  + c„y#l . es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  (3). 

j 5.1  INDEPENDENCIA  LINEAL  DE  LAS  FUNCIONES.- 

Consideremos  un  sistema  finito  de  n funciones:  fj  (jt),  /2  (a) /„(a)  definidas  en  algún 

intenalo  (a,b),  diremos  que  estas  funciones  son  linealmente  independientes  si  existen 
oí,  ,cx2  escalares  tal  que: 


ai/j  (v)  + a2/2  (a)  + ...  + anfn  (x)  = 0 entonces  =a2  = ...  = <*,  =0 

Si  alguno  de  los  a{ , a2  ..  es  diferente  de  cero,  entonces  diremos  que  f] , f2 fn 
son  funciones  linealmente  dependientes. 

Ejemplos:  Averiguar  si  las  funciones  dadas  son  linealmente  independientes. 

(T)  /,  (. X ) = A- , f2  (A)  = 2a  , /3  (A)  = A-2 

Solución 

Por  detenninar  si  a,f\ (jc)  + a2/2 (.v)  + u3/3 (x)  = 0 entonces  aj=a2=cx2=0. 


Luego  a¡A*  + a->  2a*  + a..v“  = 0 , derivando 
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a | + +2«  2 + 2a 3 x = O , derivando  nuevamente. 

2a-}  = 0 =>  a3=0  a j = -2a 2 

Como  a,=0  y a,  = -2a  2 =>  f\  (*) , f2  (x)  y /3(a)  no  son  linea!  mente  independientes. 


5.2.  EL  WRONSKIANO.- 


Suponiendo  que  las  n funciones:  /¡(x),/2(.v),...,//J(.v)  son  diferenciables  cada  uno  al 
menos  (n  1)  veces  en  un  intervalo  a < x < b.  entonces  de  la  ecuación 
C]J\  + cifi  "r  ■■■  + Cnfn  = 0 por  diferenciación  sucesiva  se  tiene: 

cJx  +c2 f>  +...+cnfn  =0 

Cif\^Clí\+-+Cnfnn 


...  (a) 


i/ 


+ C>fy 


• tC 


A"  '» 

‘i  tJn 


=0 


Consideraremos  a (a)  como  un  sistema  de  ecuaciones  en  cl9c2 cn 

El  sistema  de  ecuaciones  (a)  no  tiene  solución,  excepto  cuando  todos  los  c1,c2....,cM 
son  ceros. 

Si  el  determinante  de  los  coeficientes  de  c¡  no  es  nulo  es  decir: 


A h 
f\  f\ 

r i f\ 


fn 

f\ 

/" 


= 0 , entonces  diremos  que  las  funciones: 


Wrt-l) 

J 2 ***  Jn 


Mn- 1) 

J\ 
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/i  (*)>/2  (*)-••>/«(*)  son  linealmente  independientes,  al  determinante  de  los  coeficientes 
del  sistema  (a)  denotaremos  por  W,  es  decir: 


W = 


fx 


f'l 


/„ 

r, 


sin- 1)  W/i-l) 

’\  J 2 Jn 


Llamaremos  el  Wronskiano  de  las  funciones:  f\  (*),/2  (*), (*) 

Ejemplo  N°l:  Demostrar  que  las  funciones:  ex ,e2x\e3x  son  linealmente 
independiente. 

Solución 


W = 


2x 


3x 


2e2x  le3' 
4e2x  9eix 


= 2ebx  , V x e R 


entonces  las  funciones  ex  ,e2x  ,eix , son  linealmente  independiente. 


Ejemplo  N°2:  Demostrar  que  las  funciones  e x , eos x,  sen  x son  linealmente 

independiente. 

Solución 


W = 


e eos  .X  sen  x 
ex  - sen  x eos* 
ex  - eos  * - sen  * 


= le2'  *0,  V x e R 


Entonces  las  funciones  e*,cos *,sen * son  linealmente  independiente. 

Ejemplo  N°3:  Hallar  el  Wronskiano  de  las  funciones:  /,  (*)  = *,  f2  (*)  = ^ 

Solución 
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fí(x) 

fl  (x) 

1 

.V  — 

.V 

1 12 

f\(x) 

f'2(x) 

1 -i 

X X A 

A 

para  x ^ O 


2 

Luego  W ; para  x * 0 

X 


OBSERVACIÓN 


Que  el  Wronskiano  W * 0,  para  que  las  funciones  sean  linealmente  independiente  es  una 
condición  necesaria  pero  no  suficiente,  por  ejemplo  las  funciones: 


si  - 1 < jc  < 0 
si  0 < A'  < 1 


0 si  - 1 < A*  < 0 
! A'2  si  0 < X < 1 


son  linealmente  independiente 
Wranskiano  es  cero. 


y 


su 


Este  sistema  de  funciones  es  linealmcnte  independiente  puesto  que  para 


a,=a2=0,  se  cumple  la  identidad:  a,/,  +a2/2  =0  • En  efegto: 


Si  x g [-1,0]  =>  a | /,  (*)  + a 2/2  (*)  = 0 
jc:+a2.0  = 0 a¿.x  =0  =>  a,  = 0 
Si  x g [0,1]  =>  a1/,(x)  + a2/2(x)  = 0 


a,.0  + a2.x2=0  =>  a2.x2  =0  =>  a2=0.  Luego  ai=a2=0 

Consideremos  el  Wronskiano  en  [-1,0]  y en  [0,1] 


W = 


x1  0 
2a  0 


= 0,  W - 


0 x¿ 
0 2a 


= 0 . Por  lo  tanto:  W[f\ , f2  ] = 0 en  [- 1 , 1 ] 
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EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


I. 

Obténgase  el  Wronskiano  de  las  siguientes  funciones  indicadas: 

- 

© 

1,  a\ jc2,..., { para  n > 1 

Rpta: 

W = 0!  1!  ...(n-  1)! 

© 

e *”* , enx  , donde  m y n son  enteros  ym^n 

Rpta: 

W=(n-m)e0n+")' 

O 

senhx, coshx 

Rpta: 

W = -l 

© 

jc,  xex 

Rpta: 

W =x2ex 

r 

© 

ex  sen  x9ex  eos* 

Rpta: 

<N 

1 

II 

eos2  x,  l + cos2x 

Rpta: 

w = o 

• 

© 

e~*  ,xe~x 

Rpta: 

II 

ni 

l 

hj 

■ 

© 

ex¿e*9e~x 

Rpta: 

w = o 

- 

© 

2 , eos  x,  eos  2x 

Rpta: 

W = -8  sen 3 jc 

® 

e~3x  sen2jc,e-3*  cos2jc 

Rpta: 

W = -2e~(yx 

r 

II. 

Mediante  el  Wronskiano,  demostrar  que 
linealmente  independiente. 

cada  uno 

de  los  siguientes  conjuntos 

r 

© 

1 -A  , 2x 

Ue  92e 

© 

ln  x,  x ln  x 

r 

© 

i i 

A.v3 

© 

eax  sen  fec,  t?CLX  eos  bx\  h * Q 

© 

l,sen2  x,l-cosx 

© 

ln . I 

JC+  1 

* 

f 

© 

Vi-*2,  X 

© 

JC  •> 

sen  — eos  “ x 

2 

r 

© 

x\x \x* 

@ 

ex,xa,x2ex 
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III.  Demostrar  que  las  funciones  dadas  son  linealmente  independiente  y su  Wronskiano  es 
cero,  construir  las  gráficas  de  estas  funciones. 


f\ (x)  = 


0 si  0 < x < 2 
(x-2)2  si  2<x<4 


/2(*)  = 


(X-2  Y 

o 


si  0 < x < 2 
si  2 < x < 4 


© 

© 


AM-* . 


si  -2  < x <0 
si  0 < jc  < 1 

f2(x)  = x\x\,-\  <X  < 1 


/2<*H  2 

[X 


si  -2  < x <0 
si  0 < x < 1 


IV. 


Demostrar  que  el  Wronskiano  de  las  funciones: 


1 *2'*  knk 

e ...e 


es 


^(k]+k2+..+k„)x 


I 

*2 

k; 


kn 

kl 


r n-l 


. Al — 1 


n — 1 
n 


Demostrar  que  las  funciones:  e2x , xe2x  ,e2x  sen  x9  e~x  cosx  son  linealmente 
independiente. 


© 


Demostrar  que  el  Wronskiano  de  las  funciones:  xa , , xy  es: 


^.a+p+Y-3 


i i i 

a (3  y 

a(a-l)  p(p-l)  y(Y-l) 
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5.3.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  LINEALES  HOMOGÉNEAS  DE 
COEFICIENTES  CONSTANTES.-  


Las  ecuaciones  diferenciales  lineales  homogéneas  de  coeficientes  constantes  son  de  la 
forma: 


dn  y dn  1 dy 

¿t"  "jx*1  ' dx  w- 


...0) 


donde  a0,alv..,an  son  constantes. 


Para  resolver  estas  ecuaciones  diferenciales,  primero  consideramos  el  polinomio 
característico  de  la  forma  siguiente: 

P(r)  = r"  + aH-i  r”  1 +...+fl , r + Q0  = O 

Como  el  polinomio  característico  P(r)  = O es  de  grado  n entonces  se  puede  obtener  las 
siguientes  raíces  r\  ,r2 , r3 rn  los  cuales  pueden  ser,  reales  distintos,  reales  de 
multiplicidad  o números  complejos. 


Luego  para  dar  la  solución  de  la  ecuación  (1)  consideremos  los  siguientes  casos: 

Io  Caso  Cuando  las  raíces  de  la  ecuación  polinómica  P(r)  = O son  reales  y distintos: 

r{  < r7  < ...  < rn  entonces  el  sistema  fundamental  de  soluciones  de  la  ecuación  (I ) tiene  la 

forma  siguiente  er,,,er!Jfv..,ev,  y la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  lineal 
homogénea  ( I ) es:  

r\X  r-yx  rnX 

yt  =c j e +c2  e - +...+cn  e 

2o  Caso  Cuando  las  raíces  de  la  ecuación  polinómica  P(r)  = O alguna  de  las  raíces 
son  de  multiplicidad,  consideremos  r,  - r2  = ...  — rk  = r y donde  r es  la  raíz  de 
multiplicidad  k,  y n - k son  las  demás  raíces  y distintas. 


Luego  el  sistema  fundamental  de  soluciones  tiene  la  siguiente  forma: 
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y la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  ( 1 ) es: 


yg=c  ie 


+ c3  X 


e +....+C, 


k-\  r 

x e 


+ c 


*+ic 


+...+ce  ' 


3°Caso  Cuando  las  raíces  de  la  ecuación  polinómica  P(r)  = 0 alguna  de  estas  raíces  son 
complejas:  rx  = a,  + /p, , r2  =ax  -z’Pj , r3  = a2  + ¿P2  » '*4  = c x2  -z‘P2 

y las  demás  raíces  supongamos  que  sean  reales  y distintas. 

Luego  el  sistema  fundamental  de  soluciones  son  de  la  forma  siguiente: 

al*  o a\x  o a')x  n a')x  o r*x  rux 

e 1 cospjjc, e 1 senp,jc, e 1 cosP2x,e  1 senp2^,^ 
y la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  (1)  es: 
yg  -cxeayX  cosplx+C2^0t|*  senPjX+c^e02*  cosP2Jt  + c4ea2Jr  senP2x+c5e^'  +...+  cnerfíX 
a.  Ejemplos:  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales 


© 


dJ-y-o 


Solución 


d-y 


El  polinomio  característico,  correspondiente  a la  ecuación  diferencial  — —~y  = Q es 

dx~ 

P(r)  = r2- 1 = 0,  y sus  raíces  rx  =1,  r2  = -l,  de  donde  el  sistema  fundamental  de 
soluciones  es:  e^\e2  es  decir  ex  ye~x  y la  solución  general  es:  y g — cxex  + c2e  ~x 


+ 2y 


= 0 


Solución 


1 < * .»rr  q 

El  polinomio  característico,  correspondiente  a la  ecuación  diferencial. 


í-^--3—+2y=0  es  P(r)  = r 2 - 3r  + 2 = 0 
dx~  dx 


de  donde  rx  =1,  r2~  2,  luego  el  sistema  fundamental  de  soluciones  es:  ex \ e2x  y la 
solución  general  y.,  = c¡ex  +c2e2x 
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© 


y"  - 4 y’  + 4 v = O 

Solución 

El  polinomio  característico  a la  ecuación  diferencial: 

y" -4 y' +4 y = 0 es  P(r)  = r1  -4r  + 4 = 0 de  donde  r = 2 de  multiplicidad  2. 

Luego  el  sistema  fundamental  de  soluciones  es:  e2x  , xe2'  y la  solución  general  es: 

yg  =c,^Y  +c2xe2x 

y+v  = o 

Solución 

El  polinomio  característico  de  la  ecuación  diferencial: 
y = 0 es  P(r)  = r2  + 1-0  de  donde:  r¡  = / , r2  = -i  . 

Luego  el  sistema  fundamental  de  soluciones  es:  eos  x,  sen  x,  y la  solución  general  es: 
y x = c]  cosx  + c2  senx 


y'  '-ry'+y  — 0 

Solución 

El  polinomio  característico  a la  ecuación  diferencial. 


1 s 1 V3  . 


y+y+.V  = 0 , es  P(r)  = r +r  + 1 = 0,  de  donde  = - — + i,  /*2  = 


? *> 


-1  yfe  — yjl 

Luego  el  sistema  de  solución  es:  e 2 cos-^-x,  e 2 sen  -^-x  y la  solución  general  es: 

-f  V5  i 

y =c,e  ¿ eos  — x + c?e  1 sen  — x 
s 1 o ¿ o 


y"-2y-y+2>  = o 


Solución 
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El  polinomio  característico  a la  ecuación  diferencial  es: 

P(r)  = r3  - 2r2  -r  + 2 = 0,  de  donde:  r,  = -1 , r2  = 1 , r3  = 2 , luego 

el  sistema  fundamental  de  soluciones  es:  y la  solución  general  es: 

yg  = c,e~x  + c2ex  +c}e2x 
(?)  y"'  + 3y"  + 3y'  + y = 0 

Solución 

El  polinomio  característico  de  la  ecuación  diferencial  es: 

P(r)  = r3  +3r2  +3r  + 1 = 0,  de  donde  ^=-1  de  multiplicidad  3,  luego  el  sistema 
fundamental  de  soluciones  es:  e~x  9xe~x ,x2e~x  y la  solución  general  es: 

yg  =c,e-x  + c2xe~x  +cjx2e~x 

(Í)  y"'-y"+y'-y  = 0 

Solución 

El  polinomio  característico  de  la  ecuación  diferencial  es: 

P(r)  - r3 -r2 +r-  1 = 0,  de  donde:  rx  = 1 , r2  = / , r3  = —i , luego  el  sistema 
fundamental  de  soluciones  es:  ex  , eos  x,  sen  x,  y la  solución  general  es: 

yg  =clex  +c2  COSX  + C3  sen  a* 

(9)  yn,-6y‘,  + [ly,-6y  = 0 

Solución 

El  polinomio  característico  a la  ecuación  diferencial  es: 

P(r)  = r3  -6r2  + 1 Ir -6  = 0 , de  donde:  rx  — 1 , r2  - 2 , r3  = 3 , luego  el  sistema 
fundamental  de  soluciones  es:  ex  ,e2x  ,e3x  y la  solución  general  es: 


x 3 x 

yg=c,e  +c2e  +c2e 
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Solución 

El  polinomio  característico  de  la  ecuación  diferencial  es: 

P(r)  = rA  -1  = 0 , de  donde:  r,  - - 1 , r2  = 1 , r2=i,  r4  = -i , luego  el  sistema 
fundamental  de  soluciones  es:  e~x  , ex , eos  x,  sen  x y la  solución  general  es: 

>•  = c*,  e * ' + ' + c3  eos  .y  + c4  sen  y 

(Tj)  >•"  - 4/ ' '+6/  *-4/+  v = 0 

Solución 

El  polinomio  característico  de  la  ecuación  diferencial  es: 

P(r)  = r4 -4r3  + 6r2 -4r  + 1 = 0 , de  donde:  r = 1 de  multiplicidad  4,  luego  el  sistema 
fundamental  de  soluciones  es:  e*T  , .\er , x2 ex  , y3?*  y la  solución  general  es: 

y&  =c,er  + c2xe*  +c3x2ex  +c4. xV 

0)  /r-  8>’"+!6.v  = 0 

Solución 

El  polinomio  característico  a la  ecuación  diferencial  es: 

P(r)  = r4  -8r2  + 16  = 0 , de  donde:  (r2  -4) 2 - 0 

rx  = -2  de  multiplicidad  2 ; r2  =2  de  multiplicidad  2 

Luego  el  sistema  fundamental  de  soluciones  es:  e~2x  , xe  2x , e2' , xe~x  y la  solución 
general  es:  yg  = c]e~2x  +c2xe~lx  + c$e2x  +c4xe~' 

@ _y,v  +2>>"+>'  = 0 

Solución 


El  polinomio  característico  a la  ecuación  diferencial  es: 
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P(r)  = r4  + Ir1  + 1 = O , de  donde:  r}  = i de  multiplicidad  2 y r2~  -i  de  multiplicidad  2 

Luego  el  sistema  fundamental  de  soluciones  es:  eos  x,  xcosx,  senx,  xsenx  y la  solución 
general  es:  \\.  = c{  eos .v  + c2 .reos x + c3  sen x + c4x senx 


= 0 


Solución 

El  polinomio  característico  de  la  ecuación  diferencial  es: 
P(r)-rb  +6/'4  +9r2  + 4 = 0,  de  donde: 


t\  =i  de  multiplicidad  2 ; r2  = -í  de  multiplicidad  2 ; r3  =2/,  r4  =-2/ 

De  acuerdo  al  tercer  caso,  el  sistema  fundamental  de  soluciones  es:  eos  x,  sen  x,  x eos  x, 
x sen  x,  eos  2x,  sen  2x  y la  solución  general  es: 


y ~ Cj  eos  x + c2  sen  x + c3x  eos  x + c4x  sen  x + c5  eos  2x  + c6  sen  2x 


b)  EJERCICIOS  PROPE ESTOS.- 

© 

‘ . J, . 0 

,&•  * ■ 

Rpta:  y - c{ex  + c2e2' 

© 

* -4— + 4y  =0 
ífv*  ^ 

Rpta:  y = e2x  (c¡x  + c2) 

© 

dly  n 

Rpta:  y = cl  eos x + c2  sen  x 

© 

</.t*  dx  ■ 

-|r  V3  yfi 

Rpta:  y = c * [c*,  eos  — x 4* es  sen  — .y 

© 

—£-+2  — -t2y  = 0 
i/r1  dx  ■ 

Rpta:  y = 1 (C|  cosx  + c’2  sen  x) 
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© 

y" '-2  y"- y' +2  y = 0 

Rpta:  y = c¡ev  + c2e~x  +c3e2' 

© 

>'"’+3y’-3  y’+y  = 0 

Rpta : e v (cj  + c2.v  4*  c3 a* 2 ) = y 

© 

y"'-y"+y'-y  - Q 

Rpta:  y - c]ex  +c2  cosa  + c3  sen  .v 

© 

O 

II 

D * A-  -fr  ^ >/3 

Rpta:  = + e 2 [c2  eos  — a + c3  sen  — — ] 

o 

II 

1 ‘ 

V 

Rpta:  v = Cjé?A  + c2e_'v  + c3  cosa  + c4  sen.v 

© 

ylv  _ 4 y ,+6>"“4  v,+y  = 0 

Rpta:  y = eA(c¡  +c2x  + c3x2  +c4x3) 

© 

y'+y  = 0 

Rpta:  v = c]e1i  + c2e~x  +c3ex  A 

@ 

y'"-y"-3y-y  = 0 

Rpta:  y = cxe~x  + c2e{l^)x  + c3ell_'/“>l 

© 

y” -y =0 

M 

Rpta:  y = c] ex  + c2e  x + e 2 [c3 

S 

eos 

2 

>/3  1 * j r >/5  >/3 

A'  + c4  sen  — a]  + <?  2 [c5  eos  — a + sen  — x] 

© 

^ -2  ^'-3^=0 
dx'  dx2  dx 

Rpta:  y = c¡+c2e  Á + cíe3* 

© 

dyv  d2y  dy 

— r-  + 4 — ^ + 4 — = 0 
dx  dx " dx 

Rpta:  y = + (c2  +c3a)^ 

© 

d*y 

TT=  v 

dx 

Rpta:  y = cíex  + c2e  * +c3  eos  a + c4  sen  a 

© 

d*y  * d2_v 

dx  dx * 

Rpta:  ^ = (C}  + c2a)cosa  + (c3  + c4A)senx 

© 

¿4  v d2 y 

— — + 3 — -~4v =0 
dx 4 dx‘ 

Rpta:  y = cxex  + c2e  x +c3  cos2a  + c4  sen  2a 
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dx4  dx4  dx 

Rpta:  y = c,  + c2x  + (c3  +c4x)e x 

2£y  d^_2dy+  =Q 

dx}  dx2  dx  y 

t 

Rpta:  v = c, ex  + c2e  1 +c3e2 

© 

2£Z-7Íl  + 2y-0 
dx 3 dx 

Jl  J2 

2x  *-u  YL)*  t-1- V " 

Rpta:  y = c]e  ' +c2e  - +c3e  L 

© 

d* y d * v 

— — - 14 — r-  + ^ = 0 Rpta:  y 

dx 4 dx2 

= Cy2^u  +c2e(2-^,v  +CjC(-2+^)r  +c4e(-2^)l 

© 

-> 

d v •» 

-^-  + ¿\V  = 0 

dx2 

Rpta:  y = A coskx  + B senkx 

© 

J y- 2 ‘*'  + 4^0 

Rpta:  y = eos  >/3x+ Z?  sen  >/3x) 

© 

4 f + 5 ; 9y  = 0 

í/r4  dx2 

v -v  3 3 

Rpta:  y - cxe  + c2e  + c3  eos  — x+c4  sen  — x 

© 

— ^+4v=0  Rpta: 

í/a-4 

y = ^T(cj  cosx  + c2  sen  x)  + e r(c3  cosx-f-c4  sen  x) 

© 

d4y^yrd2y^_±.2.  Q 

</t4  ¿V3  úfcf-  4* 

Rpta:  y = c}ex  +c2e  v + <? v (c3  eos x + c4  sen x) 

© 

í/V  <Ar  in 

— 2 — ¡-*10 — - + — + l(h »■ 

dx'  dx  dx 2 dx 

0 

Rpta:  y = c] 

é'  + c2  cosx-f-c3  senx  + e*(c4  cos2x  + e5  sen  2x) 

© 

2y"-3y'+y  = 0 

Rpta:  y - cxe2  ^ c2ex 
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(31)  y" -9  y' +9  y = O 

(32)  y' ’+y'—2y  = O , y(O)  = 1 , y (0)  = 1 Rpta:  y = e' 


(33 


(36) 

® 

@ 

® 

® 

© 

(3) 


© 


(45) 

(46) 


(9+3^5  )x  (9-3>/S  >x 

Rpta:  y-c,e  2 +c2e 


y’  ’-6/+9y  = O , y(0)  = O,  y'  (0)  = 2 
y"+8y'-9y  = O , y(l)  = 1,  /(1)  = 0 

y”+4y  = O , y(0)  = 1,  /(0)  = 1 ^ 
y"+4y'+5y  = O , y(0)  = 1,  /( 0)  = 0 

y' ' '_y  ’-y'+y  = o 

y‘v  -5 y"+4y=  O 


3x 


Rpta:  a = 2xe 


Rpta:  y t-Le**--» +-*«*-' 
10  10 


Rpta:  y = ~^  sen  2x 


Rpta:  3;  = e-2x  cosx  + 2<?  2*  senx 
Rpta:  v = Cjex  +c2xex  +c3e~x 
Rpta:  y = c¡ex  +c2e  x + c3e~A  +c4e 


yVi  ~3y,v  + 3y"-y  = O Rpta:  y = C|£x +c2xe* +c3x2e x +c4e  x+c5xe  x +c6x2e 
>>v  — 3 j; ,v  +3yM-3y*+2y=0  Rpta:  y = c{  +c2ex  +c3e2x  +c4  eos x + c5  senx 

yv_8y=0  Rpta:  ^ = c,  +c2e2x  + e~x  (c3  eos  yfix  + c4  sen  V3x) 

3; v,íY  +8/v  +16v  = 0 

Rpta:  3^  = e r [(cj  + c2x)cosx  + (c3  + c4x)sen]  + <?~x[(c5  + c6x)  eos  x + (c7  +c8x)senx] 

Rpta:  y = c¡  + c2x  + (c3  + c4x)e  ’3a 


yv  +6yM+9y'=o 

43^,,,-3>,-f-3^  = 0 

4yiv  -4y"'-23y"+\2y'+36y  = o 

/-y,f=o 


Rpta:  3;  = ^^  x + (c2  + c3x)e2 


3* 


Rpta:  3/  = (q  + c2x)£2x  +(c3  ±c4x)e 


Rpta:  y = e¡  + c2x  + c3x~  + c4e  -c5f 
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41)  y - 2 y ' '~3y'  '+4y'+4y  = O 


Rpta:  y = (c,  +c2x)e  x+(c3+c4x)e 


2.x 


4 8)  y + 2yM,-6y,,-16y’-8y  = O Rpta:  y = (c,  + c2x)e  + c 


-2x  — +cJ'-¿) 


49)  y"'-3y'-2y  = O cuando  x = O,  y = O,  / = 9 , y"=  O Rpta:  y = 2elx  +(3x-2)e 


5Í) 


B 

s> 

S> 

55) 


y,v  + 3y,M+2y"  = O cuando  x = O,  y = 0,  y=4,  yM= -6  Rpta:  y = 2(x  + <?  x-e  2x) 
y'  • f+y  '-y'-y  = O , cuando  x = 0,  y = 1 , cuando  x = 2,  y = 0 y también  cuando  x ->  oc. 


y — > 0. 


Rpta:  y = z^(2- x)e 


y '-6y'+25y  - 0 Rpta:  y — e3x  (c{  eos  4x  + c2  sen  4.x) 

y'  '-y  = 0 , cuando  x = 0,  y = yo  , y'  = 0 Rpta:  y = y0coshx 

y"+y  = 0 , cuando  x = 0,  y = y0  , y'  = 0 Rpta:  y = y0  cosx 

y' r '+5 y'  '+17y+l  3y  = 0 , cuando  x = 0,  y = 0,  y*  ~ 1 , y ' = 6 

Rpta:  y = -e”2>  cos3x 


rfr 


¿/"x  rfx 

— + ¿;2x  = 0 , k real  cuando  t = 0,  x = 0,  y — = v0  Rpta:  x = (-^r)senkt 
- dt  * 


K 


5l)  yM,+yM+4y'+4y  = 0 , cuando  x = 0,  y = 0,  y’  = -1 , y"=  5 Rpta:  y - e *-008  2 


d 'x  _ dx 


dx 


+ 2b — + o = 0,  k > b > O cuando  t = O,  x = 0 y — = v0 


di  dt 


dt 


Rpta:  x = (—)e  — bt  sen  at  donde:  a = \k2  -b 2 


y,?,+6yM+12y'+8y  = O , cuando  x = O,  y=l,  y'=-2,  yM=  2 


yiv  + 2yn,+4yM-2y,-5y  = O Rpta:  y=cyx  +c2e  x +cyx co$2x+c.e  *sen2x 


© © ©@  © ® 
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y'"-2y''+2y’=  O 


Rpta:  y = c,  + c2e*  cosx  + c3e' sen.x 


y"  + 8yiv  +16y  = 0 


Rpta:  y = e'[(C|  + c2x)cos.v  + (c3  +c4x)senx]  + e *[(c5  + c6x)cosx  + (c7  + cgx)senx] 


63)  y1"  -4y",+4y,,=  0 


64)  y"  - y"=  0 


(65)  y"’  -8y  = 0 


2y" 4y"-2y'+4y  = 0 


y"'-3y'-y  = 0 


Rpta:  y = cx  + c2x  + c3e 2x  + c4xe2x 


Rpta:  y = c]  + c2x  + c3ex  + c4e~x  +c5  cosj t + c6  senx 
Rpta:  y ~c]  + c2e2x  + e~x[c3  cosy¡3x  + c4  sen  y¡3x] 
Rpta:  v = c}ex  +c2e2x  +c3e~x 
Rpta:  y = c¡ex  + c2xex  + c3x2ex 


68)  ytv  - 5 y' '+4 y = 0 Rpta:  y = c¡ex  +c2e  x +c3e2x  +c4e  2x 

69)  y"-3y'"+3y"-y  = 0 Rpta:  y = c}ex  +c2xe*  + c3x^e x +c4e~x  + c5xe  1 +c6x~e 

yv,+y  = o 

.R  ly  X X x X\ 

Rpta:  y = c,  eos x + c2  sen x + e (c3  eos— +c4  sen— )+  e (c5  eos—  +c6  sen-) 


yv  - 3y’v  + 3y"'-3y"+2y'=  0 Rpta:y  = C|  + c2ex  + c3ex  +c4e  *+c5cosx  + c6 
y' ' '+y'  = 0 , y"  (0)  = 1 , y"(0)  = 1 , y(0)  = 0 Rpta:  y = 2 - 2 eos  x + sen  x 
y"'-y"+y'-y  = 0 Rpta:  y = A eos  x + B sen  x + ce  * 

vM,+y  = 0 Rpta:  y = A eos  x + B sen  x + c 

y»_y_y+j/  = 0 Rpta:  v = (c,  +c2x)ex  + c3e  x 

y'"-6y"+12y’-8y  = 0 Rpta:  y = (c,  + c2x  + c3x2)e2r 


sen  x 
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w 

78) 


Rpta:  y = c{ex  +c2el 2'  +c3eXv 


® 


Rpta:  y = c}e5x  + c2elx 


y-óy+ny-óy  = o 
y-i2y+35y  = o 

V/v -8yM+42y’-104y+169^  = 0 Rpta:  y = y[(q  + c2x)sen  3x  + (c3  + c4x)  cos3x] 

5« 


9vM-30y+25  v = 0 
yh  -6y,,+7y,+6v,-8v  = 0 

y’-4y+2>’  = o 

y ”-2y+3y-6y  = o 
yiv  - 4 y' ' '+5  v'  '-4  v'+4 y = O 
y "+9y=  o 


Rpta:  y = (c,  + c2x)e  ; 

Rpta:  y-c]ex  +c2e  * + c3e21  + c4e4* 

D * Tr  V2  V5  . 

Rpta:  v = ^ J [q  sen— — x + c 2 eos— — x] 

Rpta:  y = c}e2x  + c2  sen  >/3x  + c3  eos  Vix 
Rpta:  y = (q  + c2;r)e2x  + c3  sen  x + c4  eos  * 
Rpta:  y = c,  eos  3.x  + c2  sen  3x  + c*3 


® 

yív-13y+36y  = 0 

Rpta:  y = Cj^2'  +c2e  2x  + c3e3*  + c4e~3v 

® 

y +2y,,+y,=o 

Rpta:  y = c,  +c2.r+c3e  A +c4xe 

® 

y'v  =8y-16v 

Rpta:  y = (c¡ +c2x)e2x  +(c4 +c3x)e 

(89) 

yM-i3y-i2>  = o 

Rpta:  y = c¡e~x  +c3e  3x +c3e4' 

® 

X 

ylv+y  = 0 Rpta:  y = e''*(c] 

X X x "77,  -*  X* 

eos— p + c2  sen-y + <?  (c3  eos -y=r  + c4  sen -y 

v2  v/2  v2  v 2 

(Ay'""  +48  + 12  v,v  + v"  = 0 

2 a 


l i A 

Rpta:  y = (c]  + c2x  + c3.x~)cos  — + (c4  4-c5x  + c6x  )sen  — + c7x  + e*s 
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v(»)  + "(«-O + «<»-!), 
1 1.2  • 

/"-2>  + 

•+jy,+y= 0 

Rpta:  y = e~x(c¡  + c2x  + c3x2  +...  + c„xn~]) 

© 

?"=y\  y (0)  = 2,  /(O) 

= 0,  > 

"(0)  = -1  Rpta:  y=  1 + eos  x 

© 

,d‘x 

4 20 — + 2Sx  = 0 

dr  dt 

Rpta:  x = (c{ +c2t)e251 

yvl  + 8/'  +16y  = 0 

Rpta: 

y = c¡+  c2x  4 (c3  4 c4x)  eos  2x  + (c5  4 c6x)  sen  2x 

© 

y1'  +4y"+8y+4.y  = 0 

Rpta: 

y = e x [(c!  + c2x)  eos  x 4 (c3  4 c4jc)  sen  x] 

ylv  +4y"'+5y"+4y'+y  = 

0 

-i+Js  -3-75 

1 < A 

Rpta:  y = c,e  2 +c7e  2 

-x/2  >/3  -jc/2  "s/3 

+ eos — x + c4e  sen  — x 

2 4 2 

y,v  + 4v'v  4-  4 y' 1 = 0 

Rpta: 

y =c¡  + c2 x + (c3  4 c4x ) eos  y¡2x  4 (c5  4 c6 x)  sen  >/2jc 

yM-2/'44y-8.y  = 0 

Rpta: 

y = c¡e~  + c2  eos  2x  + c3  sen  2x 

© 

y ”+2y'=  0 , cuando  x = 

= 0,  y- 

-3,  y=o,  y = 12 

5.4. 

ECUACIONES  DIFERENCIALES  LINEALES  NO  HOMOGÉNEAS 
DE  COEFICIENTES  CONSTANTES.- 

Las  ecuaciones  diferenciales  lineales  no  homogéneas  con  coeficientes  constantes  son  de 
la  forma  siguiente: 


d y 

dn-'y 

dy  v 

an — T+íVl 

í 

..  + a]—  + aQy  = R(x) 

dxn 

dxn~' 

dx 

donde  an , an_x ¿z0  son  constantes  reales. 


280 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


Para  obtener  la  solución  general  de  las  ecuaciones  diferenciales  lineales  no  homogéneas 
de  coeficientes  constantes,  primero  se  determina  la  solución  general  de  la  ecuación 
diferencial  lineal  homogénea  Yg , y después  se  busca  una  solución  particular  cualquiera 

de  la  ecuación  diferencial  no  homogénea  Y- , y la  solución  general  de  la  ecuación 

diferencial  lineal  no  homogénea  es  igual  a la  suma  de  la  solución  general  de  la  ecuación 
diferencial  homogénea  más  la  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  no 
homogénea,  es  decir: 


Es  decir  que  el  problema  se  reduce  a encontrar  una  solución  particular  Y p de  la  ecuación 

diferencial  lineal  no  homogénea.  Cuando  la  función  R(x)  de  la  ecuación  (1)  tiene  la 
forma: 

R(x)  = eax [( P„  (x) cos(Px)  + Qm  (x)  sen(Px)] 

donde  /^(x)  y Qm(x)  son  polinomios  de  grado  n y m respectivamente,  entonces  la 
solución  particular  Y,  de  la  ecuación  (1)  es  de  la  forma: 


Yp  = x'é^lPx  (x)cos(Px)  + £>*  (x)sen(Px)] 


donde  K = máx  {n,m}  y s es  el  orden  de  multiplicidad  de  la  raíz  r = a ± iP;  PK  (x)  y 
Qk  ( x)  son  polinomios  en  x de  grado  K,  de  coeficientes  indeterminados,  para  determinar 
la  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  no  homogénea. 

Consideremos  los  siguientes  casos: 

Io  Caso:  Cuando  el  .segundo  miembro  de  la  ecuación  diferencial  (1)  es  la  función 
R(x)  = Pn  (x)  entonces: 

a)  Si  r = 0,  no  es  raíz  de  la  ecuación  característica  P(r)  = 0,  entonces  la  solución 
particular  es: 

Yp=P„(x) 
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b)  Si  r = O,  es  raíz  de  la  ecuación  característica  P(r)  = O entonces  la  solución  particular 
es: 

Yp  =xsF„(x) 

donde  s es  la  multiplicidad  de  r = 0 

2o  Caso:  Cuando  el  segundo  miembro  déla  ecuación  diferencial  (1)  es  la  función 
R(x)  = eCLX  Pn  (x)  donde  a es  real,  entonces: 

a)  Si  r = a no  es  raíz  de  la  ecuación  característica  P(r)  = 0 entonces  la  solución 
particular  es: 

Yp=eaxP„(x) 

b)  Si  r = a es  raíz  de  la  ecuación  característica  P(r)  = 0,  entonces  la  solución  particular 
es: 


donde  s es  la  multiplicidad  de  r = a 

3o  Caso:  Cuando  el  segundo  miembro  de  la  ecuación  diferencial  (1)  es  la 
función  /?(*)=  P,f  (x) eos 0A' + £?„,(*) sen  px  donde  P„(x)  Y £?,„(*)  son 
funciones  polinómicas  de  grado  n y m respectivamente,  entonces: 

a)  Si  r = ± ip  no  son  raíces  de  la  ecuación  característica  P(r)  = 0 entonces  la  solución 
particular  de  la  ecuación  diferencial  es: 

Yp=  PK{  x)  cos(  fi)  + Qk  (a)  sen(  fix) 
donde  K = máx  {n,m} 

b)  Si  r - ± ip  es  raíz  de  la  ecuación  característica  P(r)  = 0,  entonces  la  solución 
particular  de  la  ecuación  diferencial  es: 

Yp  = x* [(£*(*) eos  fie + QK(x)  sen  y3r)] 


donde  K = máx  {n,m}  y s es  la  multiplicidad  de  r = ± ip 


282 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


4o  Caso:  Cuando  el  segundo  miembro  de  la  ecuación  diferencial  (1)  es  la  función 
/?(*)  = e0*  [P„  (x ) eos p*  + Qm  (*) sen p.v]  ] donde  P„(.y)  y (?w(.v)  son 
funciones  polinómicas  de  grado  n y m respectivamente,  entonces: 

a)  Si  r = a ± ip  no  es  raíz  de  la  ecuación  característica  P(r)  = 0 entonces  la  solución 
particular  de  la  ecuación  diferencial  es: 

Yp  = eaT [(PA  (.t)  eos P*  + Qk  (*)  sen  p.v)] 
donde  K = máx  {n,m¡ 

b)  Si  r = a n ip  es  raíz  de  la  ecuación  característica  P(r)  = 0 entonces  ia  solución 
particular  de  la  ecuación  diferencial  es. 

Y p = * * e"  [( PK  (x)  eos  p.v  + Ok  (•*)  sen  p.v)] 

donde  K = máx  {n,m¡  y s es  ia  multiplicidad  de  r a ± ip 
a)  Ejemplos:,  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


+ 2—  = 3 
dx:  dx 


Solución 


Sea  P(r)  = r2  + 3r  = 0 la  ecuación  característica  donde  r,  ¡=  0 , r2  =■  -3  . luego  la 
solución  general  de  la  ecuación  diferencial  homogénea  o solución  complementaria  es: 

v -3x 

yg  =c,  +c2  e 

para  la  solución  particular  se  obtiene  de  acuerdo  a la  parte  b)  del  Io  Caso,  es  decir: 

Yp  = Ax 

I M 

Como  Yp  = Ax  =>  Yp  = A =>  Y p **  0 , reemplazando  en  la  ecuación 

de  donde  0 + 3A  = 3=>A=l,  por  lo  tanto  Y p = x y la  solución  general  de  la  ecuación 
diferencial  no  homogénea  es:  Y = Yg  + Y p 

es  decir:  y = cl  + c2e~*x  + x 
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(2)  ^-2  — -15y  = -(15.r2 +4.V  + 13) 

W dx1  dx  ' 

Solución 

Sea  P(r)  = r2  -2r-\5  = 0 el  polinomio  característico,  de  donde:  rx  = -3  y r2  = 5, 
luego  la  solución  complementaria  o solución  general  de  la  ecuación  diferencial 
homogénea  es:  yg  3v  +c2eSx 

Para  la  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  no  homogénea,  se  obtiene  de 
acuerdo  a la  primera  parte  del  primer  caso  es  decir:  yfí  = Ax1  + Bx  + C 

» 

de  donde  y -2 Ax  + B =>  yfJ  -2 Ay  que  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial 
dada  se  tiene: 

2 A- 4Ax -2B-\ 5Ax 2 -15S.V-15C  = -(15x2  + 4*  + 13) 

-15 Ax2  -(4A  + \5B)x  + 2A-2B-\5C  = -(\5x2  + 4x  + l3) 


de  donde  por  identidad  se  tiene: 


-\5A  = -15 
-(4  A + 155)  = -4 
2A-2B -\5C  = -13 


A = 1 

5 = 0.  Luego:  Vp=x2  + 1 
C = 1 


por  lo  tanto  la  solución  general  de  la  ecuación  es:  y = y g + v* 
es  decir:  >>  = c,e  3jr  + c2e5A  + x2  + 1 

(T)  (LZ-3^--4v  = -4x-  +390x 
W ¿v4  dx2  ' 

Solución 

El  polinomio  característico  es:  P(r)  = r4  -3r~  -4  = 0 de  donde: 
r,  = -2 , i*2  = 2 , / 3 = i y / -4  = - / 

y la  solución  complementaria  o solución  general  de  la  ecuación  homogénea  es: 
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yg  =c¡e  2x  +c2e2'  +c3  eos x + c4  sen* 

Para  la  solución  particular  se  debe  tener  en  cuenta  la  primera  parte  del  Io  Caso  de  donde 
se  tiene:  y.,  = Ax5  + Bx 4 + Cx 3 + Dx 2 +£r+  F , de  donde  derivando  y reemplazando  en 
la  ecuación  diferencial  dada  se  tiene: 


-4/4  = -4 
-4B  = 0 
-60  A - 4C  = 0 
-36#  -4D  = 0 
1 20 A ~ 1 8C  - 4£  = 390 
24#  - 1 2D-4F  - 0 

Luego  y = ,v5  - 1 5.v3  y la  solución  general  es: 

y = cxe~lx  +c2elx  + c3  cosjt  + c4  sen  ,v  + x5  -15.r3 

© y + 3/=ejr 

Solución 

El  polinomio  característico  es  P(r)  = r 2 + 3r  = 0,  de  donde  = 0,  r2  - -3 , luego  la 
solución  complementaria  de  la  ecuación  diferencial  homogénea  es: 

= Cj  + c2e"3jr  y de  acuerdo  a la  parte  a,  del  segundo  caso  la  solución  particular  es: 


de  donde 


A = i 
C = -15 

#=D=£=F= 0 


= /le*  de  donde  = /4eA  = /le* 

como  vM+3y’=e*  =>  /le*  + 3/leA  = e*  =>  /I  = — 
' 4 


e 

Luego  la  solución  particular  yp  = — y la  solución  general  de  la  ecuación  no  homogénea 


. -)i  ^ 

es:  }'  = >'»+}’*  es  decir:  v - c,  - c2e  4 — 

4 
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v' ' - 4 y'  = xeAx 


Solución 


i 


El  polinomio  característico  es:  P(r)  = r2  -4r  = 0 de  donde  t\  = 0 , r2  = 4 , luego  la 
solución  general  de  la  ecuación  diferencial  homogénea  es:  yg  = c]  +c2e4'  y de  acuerdo 
a la  parte  b,  del  segundo  caso  se  tiene  la  solución  particular  de  la  forma: 


yP  = x(Ax  + B)e4x 


Es  decir:  y p = (Ax2  + Bx)e4x  y la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  no 
homogénea  es:  y = y 4 y p 


y'  ’+  v = sen  x-cosx 


Solución 


El  polinomio  característico  es:  P(r)  = r2  + 1=0,  de  donde:  r,  = /,  r2  =-/ . Luego  la 
solución  complementaria  de  la  ecuación  diferencial  homogénea  es: 
y g = c | eos  jc  4-  c2  sen  a* 

La  solución  particular  de  acuerdo  a la  parte  b,  del  3er.  caso  es  de  la  forma: 

y p = jc(i4cosjc  + ^senjc) 


Es  decir:  y = Ax  eos  x + Bx  sen  x y la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  no 
homogénea  es:  y = yg  + y p es  decir:  y = eos  x + c2  sen  x + Ax  eos  x 4 Bx  sen  jc 

(j*)  y' ' - 4 / + 8y  = e 2 v ( sen  2jc  - eos  2x ) 

Solución 

El  polinomio  característico  es:  P(r ) = r~  — 4r  4 8 = 0,  de  donde: 

rj  - 2 42/ , =2-2 / , luego  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  homogénea 

es:  y =xe2x{Acos2x  + Bsenlx)  de  donde  y = yg+yp 

0 y"-y'-2y  = eX  + e~  '* 


Solución 
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El  polinomio  característico  es:  P(r)  = r2  - r - 2 = 0 , de  donde:  r,  = -1 , r2  =2 

Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  homogénea  es: 

yg  = e-jéT'  + c2e2'  y de  acuerdo  a la  parte  a,  del  2do.  caso  la  solución  particular  es  de  la 
forma:  y p = Aex  + Be~lx 

(o)  y* r ’-4 y*  = xe2x  + sen  .y  + x " 

Solución 

El  polinomio  característico  es:  P(r)  = -4r  = 0 , de  donde:  - 0 , r2  = -2  , - -2  , 

luego  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  homogénea  es: 
yg  =Cj  + c2e2*  + c3e2*  y de  acuerdo  al  1er  y 2do.  y 3er.  caso  la  solución  particular  es 
de  la  forma: 


yp  =x(Ax  + B)e2*  + Ccos.v  + Dsen  jy  + .v(£.y2  + Kx  + G) 
y p - 2(  zLy  2 + Bx)e  2 ' + ( 2Ax  + B)e~'  -C  sen  x + D eos  x + 3 Ex  “ + 2/fv  + G 

y"p  =8(Ay2  + Bx)elx  +\2(2Ax+ B)e2'  + 12Ae2x  i-Csen .y-  Dcos.y  + 6E 
reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  e igualando  coeficientes  se  tiene: 


12A  + 8B  = 0 
16A  = 1 
5C  = 1 


- 5D  = 0 
- 12E  = 1 

- 8F  = 0 


6E  - 4G  = 0 


de  donde:  A- — , B - — , G = — , D-F-  0,  E- , G-  — 

16  32  5 12  8 


Es  decir: 


e 2 , v eos  .y  i x 

yn= (2x  -3x)  + 

p 32  5 12  8 


Por  lo  tanto  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  no  homogénea  es:  v - vg 
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(lO)  yn+2y'+2y=-e  ' cosx  + xe  K 

Solución 

El  polinomio  característico  es:  P(r)  = r 2 + 2r  + 2 = 0 de  donde  r,  = -1  + / , r2  = -1  - i , 
luego  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  homogénea  es: 

yg  = e~x(c  | eos  A' + C2  sen  a)  y de  acuerdo  al  2do.  y 4to.  caso  la  solución  particulares: 


y - xe  v(/í  cosa  + Z?  sen  a)  + (Ca  + Z))6 


derivando  y reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  e igualando  coeficientes  se  tiene 
que:  A = 0,  B = | . C = I,  D = 0 es  decir:  yp  = ~e~x  sen  a + xe~x  y la  solución 

general  de  la  ecuación  diferencial  no  homogénea  es:  y ~ y + y 


b.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 

Resolver  las  ecuaciones  diferenciales  siguientes: 

© 

d\v  dy  2 

dx2  dx 

1 

Y X T 

Rpta:  y = c{+c2e  — - — A"  - 2a 

© 

d2  v Adv  c c 
— - - 4—  - 5 y = 5a 
dx~  dx 

Rpta:  y = 6]6  v +<>,í?5r  - a + -^ 

© 

d\  dv 

\ — = A 4-  1 

dx~  dx 

_v  A2 

Rpta:  y = c,  + 626A  - c36  1 - — - a 

@ 

— “4—  + 4v  = 4(jc  — 1) 

dx2  dx 

2 ^ 

Rpta:  y -e  (o,  a + e-, ) + a 

© 

— + 2 — + 2y  = 2(x  + l)2 
dx'  dx 

Rpta:  y = e x {c]  cosa  + c2  senx)  + a2 

© 

y"  ’ + y"  + y'  + y = x2  + 2x-2 

Rpta:  y = cxe  x + c1  eos  a + e3  sen  a + x“  - 4 
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© 


y"  + 4y”=  8(6jc  +5)  Rpta:  y = c,  A'  + c2  + c3  eos 2x  + c4  sen  2 a + x~  ( + 2 ) 

ry* 1 * — 3y 1 * + 3y*  — y = (2  + a)(2  -x)  Rpta:  y = e'  (c{x~  + c?a  + c3)  + a~  + 6a  + 8 


2 v' ' - 9 y*  + 4y  = 1 8 a'  - 4 a 2 
yiv -2 y"+y  = x2  -5 
ylv -3y"+2y'=6x(x-3) 


d y «/.  „ _ _ 2 , ~ 

— f-2  — + 5v  =25x2  +12 
¿x2  dx 


,2,-10 


Ja2  ¿a 


Rpta:  y = c,^2  +c2e4x  + 1 - a2 
Rpta:  y = ex(CjX  + c2)  + e * (c3x  + c4 ) + a2  - 1 


Rpta:  y = c]  + eA(c?x  + c3)  +c4e  +a3 


Rpta:  y - e\cl  cos2a  + c2  sen 2a)  + 2 + 4a  + 5x‘ 


Rpta:  y = c,  + c1e2x  + 2x-x2 


2 • -2 1 

—ir  + -j~-2y  = 2x,  y{ 0)  = 0,  y'(0)  = l Rpta:  y = e'~ x-- 

dx-  dx  2 2 

y'"  + 4y'=x,  v(0)  = v'(0)  =0 , y'(0)  = l Rpta:  y = — (] -cos2jt)  + x2 

1 6 


y'v+2/'  + y = 3*  + 4,  y( 0)  = /(0)  = 0,  /'( 0)  = /”(0)  = l 


Rpta:  y - (x-4)cosx-(—  A + 4)sen  a + 3a  + 4 


\Í3  _ \¡3  . x 


JA4 

/v+y"'=A  Rpta:  y - c,  +c2a  + c3a2  +c4e  x + e2  (c5  cos^—  x + c6  sen^—  x)  + — 


y"+  2/  + 3 v = 9x  Rpta:  y = cle'xcosyÍ2x  + c2e~'sei\s¡2x  + 3x-2 

y"  + y'-2y  = \4x  + 2x-2x2  Rpta:  >>  = cy* +c2<?  ' +x'-6 

y"  + y = x2+  2,  y(0)  = y(0)  = 2 Rpta:  y = .t2  + 2 sen  v 
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rz  ^ 

^5T)  vM  + y + y = a4  + 4a3  + í2a2  Rpta:  y = cle~x  2 cos~~x-hc2e~x/2  sen^-x  + a4 

(22)  y'"-3y''  + 3y'  - y = 2x2  — 3 jt  — 17  Rpta:  >>  = (c*j  + c2a  + c3a“  )ex  - 2a2  - 9a  + 2 

(S)  y-6y  + 9v  = 2jc2  -a  + 3 Rpta:  y = (C\ +c2x)e3x +^x2 +^x + ^ 


y'+4y'-5y  = ] 

Rpta: 

* . -5x  A ~ 

y = c^  -t-c2e  -0.2 

y"'-4y"+  5v'-2y  = 2x  + 3 

Rpta: 

y = (Cj  + c2A)e*  + c3e2r  - a - 4 

© 

y 1 + y" 1 = .v ' -1 

jr5  r3 

Rpta:  y = — + c]x‘  + c2a  + c3  + c4  cosa  + c5  sen  a 

© 

y"-y= 3(2-jc)  , yo)  = y(0) 

= y*(0)  = l Rpta: 

-x  3 

y - e + x 

© 

v' " — v'  = X 

Rpta: 

0 

V -x 

q +c2e  + c3e  -y 

® 

y-2y+v  = -2 

Rpta: 

y - (c,  + c2A)e  x - 2 

y + 9>'-9  = 0 

Rpta: 

y - c,  sen  3a  + c7  eos  3a  -i-  1 

© 

yM+y=i 

Rpta: 

X2 

y = Cj  + c2a  + c3e  + — 

© 

5y"-7v"-3  = 0 

Rpta: 

X 3*2 

J/  = C|  +C2A  + C3e  5 - — 

© 

y-6y"+6  = o 

Rpta: 

2 6x 

y = c,  +c2a  + c3a  + c4e  + — 

6 

3.v"  +y,=  2 

Rpta: 

2 -y  *3 

y = Cj +c2a  + c3a  +c4e  J + — 

® 

y»'  -2y"-2v'  + >'  = 1 

Rpta:  y = c( 

cosa  + c2  sen  a + (c3  + c4  x)ex  - 1 
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(36)  y"+2y'+2y  = \+x 

Rpta:  y-e  * (c,  senjc  + c2 cosa)  + ~ 

(37)  7 y'  '-y'  = 1 4x 

X 

Rpta:  y = q +c2e1  -7a2  -98a 

(is)  y"-y+y=.r;  +x 

D f S 4 V3  *3  3.v2 

Rpta:  v = c.e^  eos — x + c7e-  sen  — a + — 4- + a 

2 2 3 2 

@ y"-4y'+4y  = x2 

Rpta:  v = (c,  +c5jrW2>  + - + — + - 
12  4 2 8 

(40)  y+8y=8jr 

Rpta:  v = c¡  + c<7e'8'*  + - — 

* 2 8 

(4l)  y"-2y+y  = jc3 

Rpta:  y = (q  + c2A)e*  + aj  + 6a2  + 18a  + 24 

(42)  y‘v  +y”=  x2  +x 

4 3 

„ X X i 

Rpta:  y = c,  + c2  a + c3  eos  a + c4  sen  a + — + — - a“ 

®v"-6v  + 9v  = x2 -a  + 3,  v(0)  = — , y ’(0)  = — — Rpta:  v = (1  -3x)e*'  +-  + — + - 

3 27  9 27  3 

4 1 \fi 

0)  y'"-y  = 2x,  _y(0)  = y(0)  = 0,  y"(0)  = 2 Rpta:  y = --j=é  2sen^-x  + 2x 


0)  y '-4v'+4y  = jc 

Rpta:  v = (q  + c2x)e'y'  + — (2  a2  4 4a  4 3) 

(0)  y”-  y'  + y = x'  + 6 

~ V3  V3  * 7 

Rpta:  y = e2  (q  eos  a-^-4c2  sen  a 4 a*  4 3a" 

(47)  v"->  = 2-x  ,y(0)  = 2,  y'(0)  = 0 (48)  y"+6y'+\0y  = xA +2x2 +2 

0)  y"'+3y"+3y'+y  = x4  + 4x3  + 10*2  + 20.T  + 1 
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II.-  Hallar  la  solución  general  de  las  ecuaciones  diferenciales: 


© 

y"-ly'  + \2y  = -eix 

n . 3.v  4.v  4.v 

Rpta:  v = cxe  + c-,e  - xe 

© 

y"-2y'  + y = 2ex 

x 2 

Rpta:  y = e (cl  + c-yX -t  x ) 

© 

vM=  xe'  +y 

n l t (x2  -x)ex 

Rpta:  cxe  -vc^e  h 

4 

© 

v’ ' - 4 y'  + 4 v = xe2x 

-v3  7t 

Rpta:  y = (q  + c1  x-\ )e~ 

6 

© 

y"  - 6 y + 9 y = ex 

3v  £v 

Rpta:  v = (c,  +c7x)e  h 

4 

© 

v"-3/-4>-  = 30ev 

Rpta:  y = c {e  +c2e  -5c 

© 

rr 

O 

m 

II 

J 

ro 

J 

Rpta:  y = (cí  + 6x)e4x  + c?e 

© 

y”-v  = &xex 

Rpta:  y = c}e  x+ex(c2-  2x  + 2x“) 

® 

ii 

i 

x 

Rpta:  v = c,e  +(c-, — k - C\  eos „v  + c4  sen  v 
’ 4 

@ 

y 1 + y = 1 Oe  2a  cuando  x 

= 0,  y = 0 a y=0  Rpta:  y = 2(e~x  -cosjc-2  sen  x) 

© 

y" + 3 y-  lÜy  = 6í?4v 

4.v 

__  ' x -M  ‘ ' 

Rpta:  y-eye"  +c2e  " + — 

© 

y*  ’ + 1 0 y'  + 25  y = 1 4e  ~5 ' 

Rpta:  y = c,<?  + c-^e  -t- 7.v  e 

© 

y' ' - y%  - 6 y = 20e  ”2a 

r»  3.v  -2.x-  . -2x 

Rpta:  y - c¡e  + c7e  - 4 xe 

© 

2 y * - 4 y1  - 6 y = 3<? 2x 

3 y v 

Rpta:  y = c\e  +c2e  — — 

© 

2/'  + /-y  = 2é>v 

X 

Rpta:  y = cxe~x  + c2e2  +ex 
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© y"  + a~y  = ex 

(n)  y' ' + 4 y’  + 2 y = xe~2x 

(Í8)  6 v' ' + 2 v' - v = 7x(x  + l)e' 


n e 

Rpta : y - c\  eos  ax  4 c2  sen  ax  4 — 

a~  -¡-1 

Rpta:  y~y^~e"2x 

i 30  , 

Rpta:  v — y „ + (.y  - 3a  h )e 

* 7 


y ' - 2 y' ' 4 1 0 v'  = 3a¿  A 


.Y  - 1 , 

Rpta:  y — y + <? 


A A A 


© 

v“-  v'+-  = .u?2 

4 

Rpta:  v = cxe2  +c2e2  4 v 

© 

6*  V 

Rpta:  y = C|  4(x6  -6x5  4 30a*4  -102a3  4360a2  -720x4c2)<? 

@ 

v"-.v  = 2ex 

Rpta:  >’ = Cje"A  4c2eA  4 xe' 

© 

y' ' - 4 y'  + 3 v = 4t'3' 

Rpta:  y = c¡e3>  + c¿ex  +2xe 

@ 

y''+2y'+  y = e ~2x 

Rpta:  y = (c,  4c*2x)e~jr  4e"“' 

© 

3 v‘  4-  8 yM  1 4 6 y' 1 = (x 

3 -6a2  4 Y2x-24)e~x 

Rpta:  y = c\  4 c2a  4 e 

— V2  72  3 

’ 3j  [<^  sen-^-4c4  cos-^  a]  4 (a  - 6a"  4*12x)e 

© 

W2,V  | ^^2, 

í/v2  “ <& 

Rpta:  v = (C{  + mc’x)ex  + 2e2x 

© 

,</*  , 

— - + 2 — = 3xe 

<br  dx 

_")  V V 4 t 

Rpta:  y = Cj  +c2í  " 4 xe  -~e 

© 

v"-2ky'+k2y  = e\ 

^ t 

k * 1 Rpta:  y = (c,  +c2x)e  4 - 

(A  - 1)“ 
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29)  y ’ - 4 y’  + 3 v = 9e 


3a 


Rpta:  y-cxe  3x +c2e  x xe  3x 


30)  y"  + 3/  = 3.v¿> 


-3a 


(3Í)  y"  + 5>'  + 6y  = 10(l-*)e 


-2  A 


y"  + y'  + y = (*  + x2)ex  Rpta:  y-v  2(c,  sen-^-x  + c2  sen x)  + (^ - j + j)e 


Rpta:  y = c,  + c2e  3jr-(Ap  + yk  3í 


Rpta:  v = c¡e  3x+c2e  2x  + (20a -5a2  )e  2' 


yft  >/3  . X-2  X 1,  , 


33)  y"-3y'  + 2y  = xex 


© 


¿6) 

37) 


© 


v* ' + y'  - 2 y = a;  2 e4  v 
y' ' - 3y*  + 2y  = (x 2 4-  x)e  3v 


Rpta:  y = cxe2x  + (c2  - x — — )ex 


? e4x  2 7 

Rpta:  y = c,ex  +c2e  ~x  + (x  -x  + — ) 

18  18 


,3a 

Rpta:  y = +c2^2x + — U2 -JC  + 2) 


r 2a  X 

Rpta:  y = qe  + c2xe*"  + c3  cosx  + c4  senx  + — e 


y/v  -2yM,-2y'  + y = ex 
y"-5y'  + 6y  = (1 2x-l)e~x , y(0)  = /(0)  = 0 Rpta:  y = e2x -e3x  + xe~x 


38)  y"-2y'-3y  = (x-2)ex 


y"-5y'+6  = (x+l)2e  lr 


4v"— 4y'+v  = (a  — l)e2 
y"  - 2y'  + y = (a  + l)e 1 
42)  y"'  + 2y"=  (4a2  +6x-\)e2 


X 1 

Rpta:  y = c¡e3x +c2e~x +( v—)e 


4 2 


2r  , .1.  , y . 29  , 441  ^_2jr 


Rpta:  y = c,e2r  +c7ex'  + ( — + xn )e 

2 20  200  4000 


v 1 - 

Rpta:  v = e2(c,x  + c2)  + x2( )e 2 

v i ¿ 24  8 


2 X 1 

Rpta:  y - ex(cxx  + c-y)  + x (—  + — K* 

h 2 


Rpta:  y = c,  + c2x  + c3e  2 + -^-(x-l)?“* 
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& 

® 

III. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


© 


y" -Ay  = 6e* , y(0)  = -1,  >>'(0)  = 0 @ y"'  + y'-\Oy  = 29e4t 

y”  + 4y'  + 5y  = \Oe~ix y cuando  x = 0,  y = 0,  y'=0 
Resolver  las  ecuaciones  diferenciales  siguientes: 

y ' + y = 3 sen  2,v  + x eos  x 


x 5 

Rpta:  y = c,  eos  x + sen  x — eos  2x  — sen  2x 
1 2 3 9 


yM+  v = eos  x - sen  x 
y * + 9y  = cos3x 

y* ' 4-  y - 6 y - sen  x.  eos  x 

yM+  2y'  + y - sen  2x 

y' ' - 4 y + 5 y = eos  x + sen  x 


Rpta:  y = c1  cosx  + c2  sen  x + :-(cosx  + sen  x) 


Rpta:  y = c*  sen  3x  -f  c~>  eos  3x  + — sen  3x 

6 


Rpta:  v = c{e2x  + cy ~ 3x 


e ~ (5  sen  2x  + eos  2x) 

104 


i 

Rpta:  y = e (c,  +c2x)~  — (3 sen  2x  + 4cos2x) 


„ A 2X/  , cosx 

Rpta:  y — e (Cj  cosx  + c2  sen  x)  h 


y° -y  = sen x- 2 cosx  Rpta:  y-c{eA+c2e  * +c3  cosx  + c4  senx  + — (cosx-i-2senx) 


d2y 

— z-  + y = sen  x 
dx~ 


_ 

Rpta : y = c,  eos  x + c2  sen  x — eos  x 


® 4í 


d~y  . 

— — + 4 y = eos  jc 

dx~ 


Rpta : y = c,  eos  2x  + c2  sen  2x  + 


cosx 


d4 y d2y 

— __2 — r-  + y - 5 sen 2x 
dx'  dx* 

¿2v  Q , 

— rr  + 9 v = 4x  sen  x 
dx2 


Rpta:  y = (c,  + c2x)e'  + (c3  + cAx)e  x + 


sen  2x 


x eos  x 

Rpta:  y = c,  cos3x  + c3  sen3x  +— senx 


o . (>45oir  vS-2».  1 2 sen 2x  + 1 6 eos 2.v 

y + 4y  -2y  = 8 sen  2x  Rpta:  y = cle  + c2e 


25 
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© 


© 

© 


22) 

5) 

S) 

25) 


y + y = 4x eos  x Rpta:  y = c¡  eos  x-hc2  sen  x + x2  sen  x + r eos  v 

y- 2wv’ + = sen(wx)  Rpta:  j>  = (c¡  + c2x)e"1  + - 


2 2 

( w - w ) sen( nx)  + 2/wi  eos  /íjc 


•»  > 


(m‘  + /T  )“ 


y"+a~y  = 2cos(wx)  + 3sen(rax) , m*a 

2 cos(  mx)  + 3 sen(  rar  ) 


Rpta:  y - c,  cos(ax)  + c2  sen(ax) 


a2-m2 


4vM  + 8v'=  jesen  jc 


y + y = x sen  x 


(18)  y’"- y = sen  x 

@ v"+>'  = 2cosjc,  y (0)  = 1 , /(0)  = 0 

y + 4y  = senx>  ^(0)  = y(0)  = 1 
21)  y + 4v  = 4(sen  2x  + cos2x) , y(n)  = y' (k)  = 2 


n -2x  X 1 v X I 

Rpta:  y = c,+c-,É?  ( )senx-( — + — )cosx 

1 2 20  50  10  50 


JC  JC3  JC2 

Rpta:  y — (cj  + )cosx  + (c2  + — )senjc 

4 6 4 

„ V -T,  >/3  73  „ 1, 

Rpta:  = ¿ (c2  eos— x + c3  — x)  +— (cosx-sen) 


Rpta:  y = eos  x + x sen  x 


Rpta:  y-cos2x  + -(sen  2x  + sen  x) 


1 


Rpta:  y = 3 k cos2x  + — sen  2x  + x(sen  2x  - eos  2x) 

y"  + 4jy  = -12  sen  2x  Rpta:  Y = A eos  2x  + B sen  2x  + 3x  eos  2x 

y ' + y = -9  eos  2x  , y (0)  = 2S  y'  (0)  = 1 Rpta:  y = sen  x - eos  x + 3 eos  2x 
y"  + 2y  + 2y  = -2  eos  2x- 4 sen  2x , y(0)=l,  jy'(0)-l  Rpta:  y = e~x  sen  x + cos  2x 
y + 2 v'+  2y  = 2 sen 2x-4cos 2x  , y (0)  = 0,  y(0)  = 0 . Rpta:  y- le  r sen x + sen 2x 


26)  y + 4y  + 3y  = 4senx  + 8cosx,  y (0)  = 3,  >-'(0)  = -l. 


Rpta:  y = 3e  x + 2 sen  x 
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© 

y' r ' + y ~ 2 eos  * 

Rpta:  y = c{  senx  + c2  cosjt  + xsenx 

© 

y' ' - 3 y + 2 y = 1 4 sen  2*  - 1 8 eos  2* 

Rpta:  y = c,e'v  +c2e2,í  + sen  2*  + 3 eos  2* 

© 

yM  + ¿2y  = sen(¿>*),  k*b 

Rpta:  y = c¡  sen(far)  + c2  cos(far)  + sen^A). 

— b~ 

© 

y"-7y'  + 6y  = sen  * 

n 6v  t 5 sen  x+  7 eos* 

Rpta:  y.c,e  +c2í  + ?4 

© 

17 

y"+2y'+5y  = — — cos2*  Rpta:  y 

_ v _ ^ v eos  2*  ^ 

= e (c,  eos  2x  + c2  sen  2x) 2 sen  2x 

® 

y"  + y'  + sen 2*  = 0,  y(7t)  = y (71)  = 1 

n 1 ^ sen  x 

Rpta:  v = - sen 2x eos* 

3 3 

© 

yM-4y'  + 3y  = 2 eos* + 4 sen  * 

Rpta:  y = cxex  +c2e3x  + eos  * 

© 

y1 ' ' ' - y"  4-  yx  -y-  4 sen  * 

Rpta:  y = +(c2  +x)cosx  + (c3  - *)  sen  * 

© 

yM  + _v  = 2 eos  .y  , y(0)  - 0,  y(7i)  - 0 

Rpta:  y = (c  + x)  sen  x 

© 

y'  ’ - 4y'  + 3 v = 20  eos  x 

Rpta:  y = cxex  + c2e*x  + 2 eos* - 4 sen x 

(37)  y”  + y*- 2 y = -6(sen  2.v  + 3 eos 2x) , y (0)  = 2,  /(O)  = 2 

(5$)  y"  + y = -60sen  4*  , y (0)  = 8,  y'(0)  = 14 

^9)  v1 ’ + 4/  + 5 = 8(sen  3*  - 3 eos  3* ) , y(0)=l,  y'(0)  = -7. 

IV.-  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 

®cl~  v dv  i*  3 % £2* 

— ^--3 — = 2e¿  sen*  Rpta:  y = C]+c7e  — e~  sen* cos.v 

dx  dx  "55 

?)  4^"-5v,+ v = eA  (sen  2.v-cos2*)  Rpta:  y = clex  +026”'  4 + — -(-1 1 sen 2x  + 5 eos 2*) 
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© 

® 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

V.- 

© 

© 


y'"  + v"-2y  = e v(2cos.y  + a* sen jr) 

xe  1 

Rpta:  y = c¡e  +e  (c2  eos  x + c3  sen  .v) — sen* 

y"  + 4y'  + 4y -e~lx  sen  x Rpta:  y = e~2x  (cxx  + c2)-e~2x  sen.v 

2. Y 

- xe 

y"  + 4y'  + 5y  = e “'cosa  Rpta:  y - e (c,  cosa'  + c2  senjc)  + :— ^ — sen.v 

jVM-2y  + 2 y -ex  eos*  Rpta:  y = er(cx  eos x + c2  sen x)  + sen x 

y'"  + 4y"-\2y'=%e2*  cosxsenx 

Rpta:  y = c[+c2e2x+c3e~6x  — —e2x  (5sen  2x  + 3cos2x) 


y" + 2/+ y = ex  cosa* 


Rpta:  y-c ¡e  x +c2xe  x + — (3cosx  + 4sen x) 


y ' ' -i-  2 y'  + 5 v = ex  sen  2a* 


xe 


Rpta:  y = e x(c,  cos2x  + c2  sen  2x)-: eos  2 x 

4 


y -y  - e sen  x 


Rpta:  y -cx  +c2ex  (sen  x + eos  .v) 


yx ' + 2 y + y = x 2 e x eos  x Rpta : y = cxe  ' + c2  A*e  r (-a*2  eos  x + 4x  sen  a:  + 6 eos  x) 

yx  ’ ' - 3 y1 ' + 3 y'  - y = e v eos  2a* 


9 r 

Rpta:  y = (q  + c2a*  + c3a'  )ex sen  2x 

8 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


y”  + 9y  = x2e3r  +6 


y”+2y'=3  + 4sen  2x 


„ , 1,2  2 1 3jr  2 

Rpta:  v = Cj  eos  3a  + c2  sen  3x  + — (a  — x + -)e  + — 

18  3 9 3 


2r  3jc  sen2.v  eos  2* 
Rpta:  y = c,+c2e  + — 


2 


2 
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(5)  y"  + 4 v = x 2 + 3e  * , y (0)  = O,  y'(0)  = 2 


~2  ' 3 


„ 7 19  x*“  • - . 

Rpta:  v = — sen2x cos2x  + + — e 

10  40  4 8 5 


© 

© 

© 

© 

© 

® 


© 


y"-2 y'+y  = xe x + 4 , y (0)  = y'(0)  = 1 Rpta:  y = 4xex -3ex  +- — e*  + 4 

6 

2y,,-f3v'+v  = a*2  + 3 sen  a Rpta:  y = cte~x  +c0e  2 + (x2  - 6.v  + 14)-  — sen x-  — cosa* 

- 10  10 

(l  2 „ >/3  -4  >¡3  1 sen2x  3cos2x 

y +y+y  = sen  a*  Rpta:y  = c,e  "eos— x \ c^e  - sen  — x- + 

2 “ 2 2 13  26 

. . « _„•»  VÍ5  ; VÍ5  ev  e~x 

y +y+y  = 2senh.v  Rpta:  y-c^e  " eos— — x + c2e  - sen— — x + — — 


y"-y -2y  = cosh  2x 


,,  .ve2*  e"2* 

Rpta:  y = c,e  + c2<?"  + + 

6 S 


xe 


a 


y,,+2y,+5y  = e x (2x  + sen  2x) 

Rpta:  y - e~x  (c,  eos  2x  + c2  sen  2 y)  - — — . eos  2 y + — e~ 

4 2 

A*4  7 X2 

yv  -y'v  = xex  -1  Rpta:  v = — + c,x3  + c2v2  +c3.r  + c4  + (2--- 4x  + c5 )e' 


2 * 


y 1 ’ * -4  yT  - + sen  x + x 


Rpta:  y = c,+c>e  + c,e  + 1 (2x  -3x) 

v 1 * 3 5 12  8 2 


12)  y"+2y’+2_y  = e cosx  + xe 


V , 


Rpta : y = ~e'x  sen x + xe  * + e r (c , eos x + c2  sen  x) 
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13)  y"  + 2 ym+  2 y"+  2 v'+  y = jcé>r  +^- 


x\  _ X 

Rpta:  y = ( )ex  + (q  +c2x)e  x + (c3  - -)cosx  + c4  sen* 

8 4 8 


, 2 V 2 „ JT  2 ^ v e 

y + v = eos  x + e +x  Rpta:  y = cl+c2e  + ( x + 2x)  + — + 


ex  senx  cos2x 


2 20  10 


vl  + 4 v"'  = ex  + 3 sen  2x  + 1 


?x  x3  3x 


Rpta:  y = q + c2x  + c3jT  + c4  eos  2x  + c5  sen  2x  + — + — + — sen  2x 


y"-v'=  x2  - e x + ex 


x>  7 

Rpta:  y = c]+c2e  x + — - x + 2x  + xe  x + 


(n)  y#,-3vf=  1 + é>  + cosx  + senx 


Rpta:  y = cl  +c2e  r - — — - + 


3r  x e*  eos  x -2  sen  x 


18)  y"-4y'=  4x  + sen  x + sen2x 

1 eos  2x 

Rpta:  y = (c,  + c2x)ex  + x+  1 -i (4cosx  + 3senx)  + - — — 

25  8 


y 

y"-4y'+5y  = 1 + eos"  x + e~ 


^ v ? v 3 eos  2x  4sen2x 

Rpta:  v = (Ci  cosx  + c,  senx  + 1 )e~  + 1 

10  130  65 


20)  y'  * '-2  v + 4 y = e x eos  x + x + sen  2x 

-7  \ 7 

Rpta:  y = cte  +(c2  eos x + c3  sen  x)<?'r  + -(2x~  4-  2x  + l)  + 

8 


4 — (sen  2x  + 3eos2x)  + — — (3senx~cosx) 
40  20 


_ _2 3x  sen  2x  cos2x 

Rpta:  y = + c2e  H — 


yM+2y  = 3 + 4sen  2x 


2 


2 


^ | * 
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22)  y '-2y'+y  = .ve*  + 4 , y(0)  = 1 , y' (0)  = 1 


Rpta:  y = 4ve ' - 3e * + ~~  + 4 


23)  2y'  '+3y'+y  = v + 3 sen  v 


Rpta:  y = c,e  x +c2xe  x + — ( 3cosx  + 4senx) 


24)  y”-8y’+l  5 y = (15x^  + 14x  + l)  + eA 


Rpta:  y = c{e}'  + c2e5*  + (x  + 1)  + — 

8 


2 "2-v 

y' ' '+4_v'+4>'  =e~2x  + 8(v  + 1)  Rpta:  y = c¡  +e_2v(c2v  + c3)  + v2 — 

4 


26)  ylv  -/”+/’=  12jT  - 24x  + e 

Rpta:  y = c¡  + c2x  + e2[c3  cos^-x  + c4  sen  — x]  + (.y4  -12x2)  + -^- 


27)  yiv  -8y"+16y  = xsenhx(2x) 

Rpta:  v = e2t(c,  v + c2 ) + e‘2*(c3v  + c4 ) + x2e2x(  -y^y)-  x}e"2t(  y|y  + 2- ) 


28)  y'"-y'=(x  + ex ) 


x \2 


L X ~ X 

Rpta:  y = cí+c2e A + c3e~'x  H x( — + 2)+— (x-3)ex 

6 3 2 


29)  y"'+y,,+y?+y  = xcosh(-x) 

<?A  x 

Rpta:  y = qe-T  + c2  cosx  + c3  sen  ah (x-3/2)  + — (x  + 2)e 

8 8 


3ü)  y,M-i- 2yM  + y’=  sen  x + 2 eos  2x 


VI. 

© 

© 


_ r v senx  1 x 

Rpta:  y = C\+e  (c2x  + c3) — .(3  sen  2x  + 4 eos  2x) 

Dar  la  forma  de  la  solución  particular  de  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales 


y"-4y’=x2e2x 


y’ ' + 9 y = eos  2x 


Rpta:  yp  = xe2v(>4x2  + Z?x  + C) 

Rpta:  y = .4  eos  2x  + /?  sen  2x 


Ecuaciones  Diferenciales  Lineales  de  Orden  n 


301 


(V)  y*-4y  + 4y  = sen2x  + e2*  Rpta:  y r = A cos2x  + Z?sen  2x  + cx2e2x 

(^5)  y" + 2/ + 2y  = ex  sen  x Rpta:  yp  = £A(/4cosx  + 5senx) 

0 y"-5y'  + 6y  = (x2  +l)ex  +xe2'  Rpta:  yp  =e'(Ax2  + Bx  + C)  + xe2x  (Dx  + E) 

v"  - 2 y'  + 5 v = xex  coslx-jr’e*  sen2jr 

Rpta:  y p = xe*[(Ax 2 + Bx  + C)  eos  2x  + (Dx2  + Ex  + F)sen2x] 

© y’ ' + 3y'=  2x4  + x2e~3x  + sen3x 

Rpta:  vf,  = x(A¡x4  + A2x3  + A3x2  + A4x+  A5)-hx(Blx2  + B2x+  B2)e~3x  + D sen  3x  + E cos3x 

y"  + y ~ A'(l  + sen  x)  Rpta:  = /Í]X+ /í2  + + ^2  )sen  * + + ^2  )cos* 

(9)  y + 5y  + 6.y  = ex  cos2x  + e2i(3x  + 4)sen  x 

Rpta:  y = ex (A  eos  2x  + B sen  2x)  + (D!  + D2x)e2x  senx  + (£',x  + E2)e2x  cosx 

(10)  y*  + 2y  + 2jy  = 3e~x  +2e~x  cosx  + 4e_jrx2  senx 

Rpta:  y = + x(£jX2  + J2x  + B^  )e~x  cosx  + x(C,x2  + C2x  + C3)e~I  senx 

© y ’ + 3 y + 2y  - ex  (x  2 + 1 ) sen  2x  + 3e ' eos  x + 4e 1 

Rpta:  yp  = (/^x2  + ^2x  + ví3y  sen2x  + (¿?ix2  +¿?2*  + ^3)£'  cos2x  + 

+ e3A  (D  eos  x + E sen  x)  4-  Fex 

^12)  y + 4y=  x2  sen  2x  + (6x  + 7) cos2x 

Rpta:  y = x(Axx2  + A2x  + )sen  2x  + (£[X2  + Z?2x  + Z?3  )cos  2x 

(l3)  y - 4 y -1-  Ay  = 2x2  +4xe“x  -t-xsen  2x 

Rpta:  y p = A{x2  +A2x+A3  + x2  (Bxx  + B2)e2x  +(C1x  + C2)sen  2x  + (D,x+  D2  )cos2x 
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y"  + 2y'  + 2y  = x2 -3xe  2x  cos5x 


y"'-3y'-2y  = ex(\+xex) 


y,v  + 5y  + 4y  = 2 eos  x 


@ 


y ' - 4 y + 8y  = e2x  (1  + sen  2x) 


y'"-y'  + y = 2(x  + 2<Tx) 


@ 


yn'  + 3y"-4y  = 9xe  2x+4x 


5.5.  MÉTODO  DE  VARIACIÓN  DE  PARÁMETRO.- 


Consideremos  una  ecuación  diferencia]  no  homogénea  de  coeficientes  constante  de  tercer 
orden. 


...(1) 


donde  ax,a2,a2  son  constantes  y f (x)  es  una  función  sólo  de  x ó constante. 
Suponiendo  que  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  homogénea  es: 

yg  =cxy\  + c2y2  + c3y3 

Luego  la  solución  particular  de  la  ecuación  (1)  es: 

y p = + «2^2  + 

donde  ux , , w3  son  funciones  incógnitas  que  satisfacen  a las  condiciones  siguientes. 


u\yj  + u[y2  +u'iy3  = 0 

u\y\  +u2  y\  + “3^3  = ° 

+ «2?"  +u3>’3  = /(*) 


...  (2) 


La  ecuación  (2)  es  un  sistema  de  ecuaciones  en  Ux , u2 , W3 , el  método  consiste  en: 


ro 


Escribir  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  homogénea. 


yg=c  i>’,  +c2y2  +c}y3 
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2d0  Reemplazar  C],c2,c3  por  las  funciones  incógnitas  ul9u2,u3  obteniendo  la 
solución  particular  de  la  ecuación  (1). 

yP  = u\yi  +«2^2  +w3>,3 

3ro  Formar  el  sistema  bajo  las  condiciones  de  la  ecuación  (2). 

410  Por  medio  de  integración  obtenemos  zq  ,u2  y u3 . 
a)  Ejemplos.-  Resolver  las  ecuaciones  diferenciales  siguientes: 


d2y 

—y  + y = eos  ec  x 
dx~ 

Solución 


Hallaremos  la  solución  general  de  la  ecuación  homogénea  para  esto  se  tiene: 
p(r)  = r ~ + 1 = 0 =>  = i , r2  — —i  de  donde  yg  — cx  eos  x + c2  sen  x 


la  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  es:  y p = u]  eos  x + u2  sen  x , tal  que 


Mj  eos  x + u2  sen  x = 0 
I w,  sen  x + w2  cos  x = cos  ^ x '■>  donde 


0 

sen  x 

cos  ecx 

cos  X 

cos  X 

sen  x 

- sen  x 

cos  X 

*4,  = -Jl 


*4  * 


cos  x 0 
- sen  x cos  ecx 
cos  x sen  x 
- sen  x cos  x 


-c  tg  X 


= C tg  X 


w2  = ln(sen  x) 


y ^ = -x  cos  x + sen  x.  ln(sen  x) 


La  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es: 
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© 


y = y9  + yp  = c,  eos  x + c2  sen  x-x  eos  x + sen  x.  ln(sen  x) 

y = c{  eos  x + c2  sen  x-x  eos  x + sen  x.  ln(sen  x ) 


y"  + 4y  = 4 sec  x 


Solución 


Hallaremos  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  homogénea,  para  esto  se  tiene: 
P(r)  = r 2 + 4 = 0 r,  * 2/ , r2  = -2/  por  lo  tanto  = cx  eos  2x  + c z sen  2x 

la  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  es:  yf  = eos  2x  + u2  sen  2x , tal  que 


Mj  eos  2x  + u2  sen  2x  = 0 
2z/,  sen  2x  + 2 u2  eos  2x  = 4 sec2  x 


reemplazando  el  sistema  (a)  se  tiene: 


(a) 


ih  = 


0 sen  2x 
4 sec~  x 2 eos  2x 


eos  2x 

sen  2x 

-2  sen  2x 

2 eos  2x 

eos  2x 

0 

-2  sen  2x 

4 sec2  x 

eos  2x 

sen  2x 

-2  sen  2x 

2 eos  2x 

-4  sec  x sen  2x  * 2 ~ 

= -2sec~  x.sen  2x 


= 4Z.A7(cosx) 


4 sec  x.cos  2x 


u2=  2sec’ x(cos' x-sen  x)  = 2-2tg  x =>  n2=4x-2tgx 
Como  y p eos x + u2  sen 2x , al  reemplazar  se  tiene: 

yf  = 4 eos  2x.  ln(cos  x)  + (4x  - 2 tg  x)  sen  2x 


Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  dada  es:  y = yg  + y p 
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+ y = sec2  .y 
dx 

Solución 

Hallaremos  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  homogénea,  para  esto  se  tiene: 
P(r)  = r~  +1=0  =>  t\  ~ i , r2  = -i ; de  donde  yg  = q cosx  + c2  sen  x 


la  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  es  yp  = w,  cosx  + w2  sen  x , donde 
Mi  ,m2  son  funciones  incógnitas,  que  cumplen  la  condición  siguiente: 


Iííj  eos  x + u2  sen  x = 0 

sen  x + «2  eos  x = sec*  x 


resolviendo  el  sistema  (a)  se  tiene: 


0 

sen  x 

sec2  x 

cosx 

cosx 

sen  x 

- sen  x 

eos  X 

tg  x.  sec  x 


ui  =-secx 


M? 


eos  x 0 
— sen  x sec*  x 


= secx 


eos  x sen  x 
- sen  x eos  x 


u 2 = ln(secx  + tgx) 


...  (a) 


Como  y = u]  eos  * + u2  sen  x reemplazando  se  tiene:  yp  = -1  + sen  x ln  | sec  x + tg  x | 
y la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es:  y = y + y ( 
d2  y 

r*  + y = eos  ecx.c  tg  X 

Solución 


Hallaremos  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  homogénea,  para  esto  se  tiene: 
P(r)  = r2+ 1 = 0 =>  r,  = i,r2=-i.  Por  lo  tanto  y , = c]  cosx  + c2  sen  x 
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la  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  es  yp  = ul  eos  x + u2  sen  x , donde 
u] , u2  son  funciones  incógnitas,  que  cumplen  la  condición  siguiente: 

lu.  cosj c + w7  senx  = 0 

. 2 ~ (a) 

[ -i/j  sen  X + eos  x = eos  ecx.c  tg  x 

resolviendo  el  sistema  (a)  se  tiene: 


u. 


0 

senx 

eos  eexe  tg  x eos  X 

cosx 

sen  x 

- sen  x 

cosx 

= -ctgx  u}  - - ln(sen  x) 


cosx 

0 

- sen  x eos  ecx.c  tg  x 

cosx 

sen  x 

- sen  x 

cosx 

u2  = -c  tg  .v  - .V 


Luego  yp  = -eos  x.ln  | sen  x | -(ctgx  + a) sen  x y la  solución  general  de  la  ecuación 
diferencial  es:  y - yg  + y p 


b.  EJERCICIOS  PROPUESTOS. 


© 


i 

d y 

— - + y = c tg  x 
dx2 


Rpta:  y = c]  eos  x + c2  sen  x - sen  x.  ln  | eos  ec  x - c tg  x \ 


© 


+ y = sec  x 


Rpta : v - c}  eos  jc  + c2  sen  x + x sen  x + eos  x.  ln  | eos  x | 


© 

© 

c 


dx~ 


— + 4 y = 4c  tg  2x  Rpta:  y = c{  sen  2x  + c2  eos  2x  + sen  2x.  ln  | eos  ec2x  - c tg  2x  \ 


yn+2y'+2y  = e ' secx 


, , . -2  -2,r 

v r4y  +4  >■  = .v  e 


Rpta:  j = e *(£]  + x)senx  + e x[c2  + ln(cosx)]cos a 
Rpta:  >>  = e~2‘T[c,  -1  + c2*-ln  x] 
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© 

© 

© 

© 


© 

© 

© 


y'  '+y  = tg*  x 


Rpta:  y = yg  + sen  x.  ln  |sec  x +'  tg  x|  - SCn  - 1 

2 eos  x 


y +y  = sec  x.cscx 


Rpta:  y = y - sen  x.  ln(csc  2x  - c tg  2x) 


y"-2y'+y  = e2x  (ex  + l)'2 


Rpta:  y = y „+ex  ln(l  +e* ) 


y H-  3y '+  2y  = - 


1 +e 


2x 


_2jt 


Rpta:  y = y + <?Tarctg(e  Y) ln(l  + e "~x ) 

' * 2 


y +y  = sec  x 


Rpta:  y = ye  + 


secx 


^ o 


y"+y  = tgx 


Rpta:  y = y - eos  x.  ln(sec  x + tg  x) 


2x 


y"-y  = e sen(e  ) 


Rpta:  y = ys  - sene  * — e*  cose  v 


y"-3y'+2y  - cos(e  x) 


Rpta:  y- yÉ-e2x  cos(e  ') 


9 y "+y  = sec(— ) 


XX  XX 

Rpta:  y = [c}  + y]  sen  y + [c2  + ln(cos  y)]  eos  y 


yM-y  = sen"  x 


Rpta:  y-cxe  +c2e 


2 sen*  x 


5 5 


y y = x2  e 2 


Rpta:  y = c ¡e  + c2e  A+<?2 


yM-2y’+2y  = 3x  + e tgx 


3x 


Rpta:  y = (cx  sen x + [c2  -ln(sec x + tg x)Jcos x)e  ~ — + 


y +y  = x eos  x 


X*  x 

Rpta:  y = (Cj  + — )senx  + (c2 +— )cosx 

4 4 


y",-7y’-6y  = 26e  cosx 


Rpta:  y = +(c2  + 2sen  x + 3cosx)e  2a +c3e3* 


i U) 
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© 

y"+3y'+2y  = sen(e' ) 

y”+4y  = sec2x  Rpta:  y 

Rpta:  y = c¡e~x  + (c2  +sen  )e  2x 

= A eos  2 x + B sen  2*  + C°S  . lní  eos  2a)  + — sen  2 a 

4 2 

© 

v"+2 y'+y  = e " ln(jc) 

Rpta:  y = (c,+c2x)e~x+x2e  '(^ln(jr)-^) 

© 

y "+  4 y '+  4 y = — — 

n -2x  -2a  -2.t  , -2. 

Rpta:  y = cxe  + c2 xe  -e  \nx-e 

v"-2 y'+y  = -ex  sen  a 

Rpta:  y = (c]  + c2x)e ' -cosa.^ 

© 

y"-4y'+4y  = (3,v2  + 2)e* 

Rpta: 

y = c1é,“x  + c2xe~x  + (3a“  + \ 2x  + 20)e ' 

© 

y"'-y"-y'+y  = 4xex 

Rpta: 

_K  = c,  + (c,  + cvr)e'  + -)e* 

' 1 2 3 3 2 2 4 

© 

y"'-y'=  sen  x 

eos  a* 

Rpta:  3;  = c}  + c2e  + c3e  + 

@ 

y> ' 3 y'  '-y’+3y  = 1 + ex 

Rpta: 

j>  = c,e'  +c2e-J+c3e3'  -|éf3jI 

© 

y"'-2y"=  4(x  + 1) 

Rpta: 

,x3  3 , 3 3X 

y = c* +c2Jf  + c3tr  -(y-~*  +-*+“) 

© 

/"-3/-2v  = 9e~x 

3a2 

Rpta:  j = c) e~x  + c2xe~x  + c3e2x  — — e 

© 

y'"-l  y'+by  = 2 sen  a 

Rpta: 

c¡ex  +c2e2x  + c3e~2x  +~r  (4  eos  a + 3 sen  a) 

© 

y' ' ’-y  = sen  a 

eos  A 

Rpta:  y-c]+c2e  +cie  + 
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® 

y”-5y'+6y  = le ' 

Rpta:  y = y*  +e 

® 

y'-y'-2y  = 2<rr 

n 2 x _M 

Rpta:  y = yg  - — e 

© 

y'  '+4 y = 3 esc  2jc  , 0 < x < 

3 3 

Rpta:  y = y + — sen  2x.  ln(sen  2x)  — x eos  2x 
K 4 2 

© 

eu 

y + 4 y + 4y  = — — , x>0 

x‘ 

p.  -2.v  -2.t  ~2x  . -2jc 

Rpta:  y = cte  + c^xe  - e mx-e 

® 

y"+2y'+y  = 3e' 1 

_ 3jc“ 

Rpta:  y = ^ é? 

© 

/"-/=  X 

2 

Rpta:  y = A + Be'  +ce  - — 

y"—2y'+y  = x~  + I 

Rpta:  y = ex(c\X  + c2  ) + (x*  + 4.r  + 7) 

y"-4y'+4y  = e''  + e~2x 

e"2’  jc2 

Rpta:  = g2t  (qjc + c2)+  — + — g2'K 

© 

y'"-2y"-3y'=  9(x  + 1) 

Rpta:  v = c}  +c2e**  +c3e  x -~(3x  + 2) 

© 

y"'+2y"-y'=  cosh(x) 

Rpta:  y = c,ex  + c9e  Y + 2x  + — — — e 

F 2 3 12  4 

@ 

y '-8  v'+ 1 2 y — 4x  senh  2x 

Rpta: 

j>  = c.e2'  + c~\e*x  — — (2jc  + 1) — — (8x  + 3)e  2x 

1 2 8 128 

@ 

y"'+y"-y'—y  — Sdlh  X 

Rpta: 

Jt  - .v  * , 

y = Cj ev  +c2e  x + c3xe  * + — + — £ 

8 8 

@ 

/'+5/+6.V  = (*  + !) 

Rpta:  ^ = qe  2x  + c2e  3a  — (1  8jc2  +6x  + 7) 

1 .8 
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(47)  /'  + 5/  + 6j>  = (*  + !)* 

Rpta:  y-c,e  2x  +c-,e  3'  — — (18.v2  +6.V  + 7) 

1.8 

(48)  y"  +4  y'-5y  = 12cosh  x 

Rpta:  y - c¡ex  + c2e~5'  +xex - — e~' 

(49)  y'"-2y,,-y'+2y  = (x  + l)2 

Rpta:  y = cle  x +c2ex  +c3e2x  + — (2x2  + 6* + 9) 

4 

® y"  + 2y-y-2y  = e*+e-** 

Rpta:  y = c}ex  +c2e  ' +c3e  3a  + — ex  + — e 

8 8 

© y,"-3y"  + 3y'-y  = ex  +1 

„ , rV 

Rpta:  y-cxe  4- c?xer  + c3x~e  + 

6 

(52)  y"  + 2y?+2y  = sen  2jc  + cos2jc  , y(0)  = 0,  y'(0)  = 


Rpta:  y = 

, 3 11  sen  2x  3 

= e + ( — cosx-i sen*)  + cos2a' 

10  10  10  10 

® y"-y'-2y  = ei\  y(0)=l,  /(0)  = 

— -Y  2. Y 

_ ^ e le  e 

= 2 Rpta:  v = + 1 

12  3 4 

(54)  y"  +2y' -3y  = \ + xe* 

Rpta:  y = yg  +2-(2jv'  -x)ex  — j 

^55)  y' 1 + 4 y — 3.r  eos  2x 

Rpta:  y = yx  + Ax  eos  2x  + Bx  sen  2x 

(56)  y" + y'  — 2y  = 2x  - 40  eos  1x 

X —2x  x 

Rpta:  y = c}e  +c2e  - — cosx 

© y"  + 3y'  + 2y  = \ + 3x  + x' 

_ _T  _2  v A* 

Rpta:  y = c¡e  +c2e  ' + — 

© y"+y-4y-4y  = 3e’x -4x-6 

Rpta:  y = c¡e2r  +c2e  2x  + (c3  - x)e  ' +x+  - 

Ecuaciones  Diferenciales  Lineales  de  Orden  n 


311 


5.6.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  DE  EULER.- 

Las  ecuaciones  diferenciales  de  Euler  son  de  la  forma: 


n d y 

a„x h a x 

dxn  n~' 


dn-*y  dy 

— — + ...  + aix  — + a0y  = 0 
dx’~ 1 dx 


...  (a) 


donde  a0,a{ , a2 son  constantes. 

Para  resolver  la  ecuación  diferencial  (a)  se  transforma  a una  ecuación  diferencial 
homogénea  de  coeficientes  constantes,  mediante  la  sustitución. 


x-e 


t = ln  x,  además 


dx 

~dt 


- e 


dy 

también  — = ■—  = e~‘  — de  donde 
dt  ax  dt 

di 


'dy  _ e-t  dy 
dt  dt 


d"y  _ dy'  _ dy'/  dt  _ dy*  _ , d ^ dy 
dx 2 dx  dxldt  dt  dt  di 


— = e '{e~*  — + e~‘  — ) de  donde 
dx 2 dt  dtl 


d y -2 t.d  y dy 

— T~e  1 — i T> 

dx2  dt 2 dt 


en  la  misma  forma  se  hace  los  cálculos  si  la  ecuación  diferencial  es  de  orden  3,  4,  etc. 
También  son  ecuaciones  diferenciales  de  Euler  las  ecuaciones  de  la  forma  siguiente: 


an  (ax  + b)n  + a„_{  (ax  + b)n~l  - - + ....+ ax  (ax  + b)^-+a0y  » 0 

dx*  dx9~*  dx 


(P) 


Para  obtener  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  (P)  se  transforma  en  fonna  similar  al 
caso  anterior  mediante  la  sustitución: 


ax  + b = e*  =>  t = ln  (ax  + b).  Además  — = — 

dt  a 
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dy 

di 


dy 

dt_ 

dx 

dt 


= ae 


dy 

dt 


de  donde  se  tiene 


dy  dy 

— = ae  — 
dt  dt 


, dy'_ 

d'y  _ dy'  dt  -t  dy'  d , dy  dy  , d2y 

dx * dx  dx  dt  dt  dt  dt  dr 

dt 


de  donde: 


d y . . 2 ,-itfd_z  dy\ 

dx2  vdtl  dt1 


Las  ecuaciones  diferenciales  no  homogéneas  de  Euler  son  de  la  forma: 


(7) 


donde  m es  el  grado  de  Pm  (ln(jc)) 

Para  resolver  la  ecuación  diferencial  (y)  se  transforma  en  forma  similar  a los  casos 
anteriores. 


a.  Ejemplos.-  Resolver  las  ecuaciones  diferenciales  siguientes: 


2 d2y 


dy 

+ x — ~ y = 0 
dx~  dx 


Solución 


Sea  x — el 


==> 


dy 

t ~ lnx,  además  — = i 
dx 


¿ly=e-x{dy_± 

dx2  dt2  dt 


reemplazando  en  la  ecuación  diferencial. 


e 


2 1 


l-d'v  dv  , ¡ 

■e  (— --j-)  + e -e 

dt  dt 


dy 

y = 0 , simplificando 

dt 


d2  y 


dt 2 


- y = 0 , ecuación  diferencial  homogénea  de  coeficientes  constantes. 
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Sea  P(r)  = r * - 1 = O =>  /*,  ^ 1 , r2  = - 1 


© 


Luego  la  solución  es  y(t)  = cle  +c2e  , de  donde  y = cxx  + — 


(?)  (.r  + 2)V’  + 3(x  + 2)/-3v  = 0 


Solución 


_ ^ / y , y ' dy  -t  dy  d 2 V -lt,d2V  dvx 

Sea  x+2  = e =>  t = ln  (x  + 2)  ademas:  — = e — ; — — - e ~ ( — —) 

dx  dt  dt 2 dt 2 dt 


Reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  se  tiene: 


-2j  d~  y d\\  . , m.dy  „ 

- <— f~f)+V  .•  — - 3 r = o 

dt~  dt  dt 


d~  v dy 

de  donde  al  simplificar  se  tiene:  — ~ + 2—  -3y  = 0 , que  es  una  ecuación  diferencial 

dt  dx 

homogénea  de  coeficientes  constantes: 

Sea  P(r)  = r2  + 2r  - 3 = 0 , de  donde:  r,  = -3  , r2  - I 


(x  + 2) 


Luego  la  solución  es:  y(t)  = c}e'3f  +c2e*  y = 

x2y"  + xy'  + y = x(6  - ln  x) 

Solución 

c _ . , , , . - dy  dy  d2y  -2,,d'y  dy 

Sea  x ~ e ->  t = ln  (x)  ademas:  - — = e - — . — — = e ( — ) 


j + c2(x  + 2) 


dx  dt  dt 2 
Reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  se  tiene: 


dt  dt 


e2t.e  — ) + el.e  *—  + y = eí(6-t)<>  al  simplificar  se  tiene: 

dt2  dt  dt 

d2 

— ^ + y - (6  -t)e  , ecuación  diferencial  no  homogénea  de  coeficientes  constantes: 
dt2 
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Luego  la  solución  complementaria  es: 
y g = C\  eos  t + c2  sen  i y la  solución  particular  es: 
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y =(AíJ^B)et  =>  y = Ae*  +(At  + B)er  =>  y - 2Ae(  +(At  + B)ef 


como  — ^ + y = (6-í)e'  entonces  2Ae*  + 2(At  + B)e*  + (Ai  + B)el  - 
dV 


2At  + 2A  + 2B  = 6-t  =>  A = B=  - 

2 2 


Luego  ~ + y , y la  solución  general  es:  y(t)  = yg  + yp  - c}  eos t + c2  sen  t - + — 


>>  - q cos(Inx)  + c2  sen(ln  jc)-— (lnA  -7) 


@ (2.v+i)V"+2(2A  + i)y+y=o 


Solución 


Sea  2x  + ¡=e ' =>  t = ln  (2x  + 1 ),  además:  — = 2<?  ' — ; —y  = 4e  2t  (—y  - -y) 

dx  dt  dxé  dt2  dt 

Reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  dada: 


e2'^3' - 3^?  + 2^)  + 2e'  4e  2' - ^)  + 2«f ' = 0 

í//3  dt  " 


.¿z_4r)+2e-'^ 

dt 2 dt  dt 


íf_^tIá',+k-*(ÍÍ.!fe)+2e-'áL  = o 

V d/2  dr  dh  dt 


,,dyv  ~dzy  -d\\  ,,d2y  dy.  dv  .d'y  d*’>-  rfr 

4{ — r 3 — y'2--]  + 4( — f — = 0 4 — f-8 *5 — = 0 

dt  dt  dt  dt ' dt  dt  dt  ¿¡t1  dt 
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Sea  P(r)  = 4r3  -8r2  + 5r  - O , de  donde:  r,  =0,  r2  = 1 + — , r3=l-  — 


© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

ío) 


y la  solución  general  de  esta  ecuación  es:  y(t)  - cx  + c2el  eos  ^ + c2e{  sen  ^ 

ln(2x  + lV  _ ln(2x  + l) 

/.  y = c}  + c2(2x  + l)cos( ) + c3(2x  + l)sen( ) 


EJERCICIOS  PROPUESTOS.. 


Resolver  los  siguientes  ejercicios: 
x2  y" +2xy'-2y  = 0 
x : y'  '+xy'+9y  = 0 

4x~  y"-Sxy'+9y  = 0 
x2y"-3xy'+7y  = 0 


Rpta:  y = c¡  \ x \ +c2  \ x | 2 

Rpta:  = Cj  sen(3  ln  | x |)  + c2  cos(31n  | x | ) 

3 3 

Rpta:  y = CjX2+c2x2  lnx 

Rpta:  _y  = c,x2  eos  ^3  lnx  + c2x2  sen>/3  lnx 


x2y,+xy-/?2<y  = 0,  p es  una  constante.  Rpta:  y = c{  \ x \p  +c2  | x | p , p * 0 
x3 y,M-2x2y -17xy'-7>>  = 0 Rpta:  =|  x |_1  (c,  + c2  ln  | x |)  + c3  | x | 7 


x3y,,,44x2y,-2v  = 0 


2x2y’+xy-.y  = 0 


x3y,M-3x2y+6xy-6y  = 0 


x*y"+3xy'+y  = 0 


Rpta:  y = q | x | 1 +c2  | x +c3  | x 


-V2 


Rpta:  >>  = C|X  + 


C y 

fx 


I 

Rpta:  y - cxx  + c2x“  + c3x 


Rpta:  _y  = — (c, +c2  ln  | x | 


I \/23  y¡2.3 

Rpta:  >>  = — [Ci  cos(— — ln(x))  + c2  sen( ln(x))] 

yjx  2 2 


x2y'+2-vv'+6>’  = 0 
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© 

xy’  '+/  = 0 

Rpta:  _y  = q +c2  ln  | x | 

@ 

(2x  + 1);  y"—2(2x  + 1 )/  + 4y  = 0 

Rpta:  ^ = Cj  (2x  + 1)  + c2  (2x  + 1)  ln(2x  + 1) 

© 

x2y'"-3xy”+3y'=  0 

Rpta:  y = cx  +c2x2  +c3x4 

@ 

(jc  + l)V"-12y=0 

C'J  c 

Rpta:  y = Ct  + ^-v  + Ciíx  + 1) 

(A  + l)2  - 

© 

O 

II 

y- 

.♦ 

n * C\  C*> 

Rpta:  y = -L  + ~^r 

X .v* 

© 

1 V 

3'"-- >',+  4 = 0 

jf  A 

Rpta:  y = x(c,  lnx  + c2 ) 

© 

>“+-yV-l>=0 

x x 

Rpta:  y = ~V[c,  cos(ln(x))  + c2  sen(ln(x))] 

.t  ’ 

© 

3 y 

9vn+-y'+^T  = 0 

X X~ 

i 

Rpta:  y - x3  (cj  lnx  + c2) 

© 

M 4 , 3 

y H — y H — -y  = 0 
x x~ 

VS  V3 

Rpta:  y = x 2 [c(  cos(— — ln(x))  + c2  sen(- — ln(x))] 

© 

4 8 y v 

X X X 3 

Rpta:  y = cxx  1 +c2  cos(ln  x)  + c3  sen(ln  x) 

© 

v-+íz!»¿+4=0 

* * X 

Rpta:  y = cxx  + x (c2lnx  + c3) 

@ 

v.»+4_4=0 

X“  JCJ 

Rpta:  y = x[c}  (ln(x)) “ + c2  ln(x)  + c3  ] 

@ 

3 v " v * y 

.y,T,+ + ^ + ^-  = 0 Rpta: 

x X * X 

y = qx  1 +x^[c1  eos(^-lnx)  + c2  sen(^lnx)] 
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25)  v"+— — v'+ — —jy  - o 

■ x-l  (x-\)2 


Rpta:  = (x  — 1)  “ [cj  ln(jc  — 1)  + c2 1 


"+  — + — , = O Rpta:  y = x 3[c.  cos(V3  \n(x-2)  + c2  sen(V3  ln(x  — 2))] 
* 2 (x-2 ) 


27)  4v"+ r = 0 

(x-a)‘ 


Rpta:  y = -Jx-a [c,  ln(x-a)  + c2] 


28)  ^-r  = 0 

x + a (x  + áf 


Rpta:  y — c,  (jc  + a)4  + c2 (x  + a) 


-2 


„ 3 y " 

y m+ 


x + a (jc  + a)2  (x  + a)3 


= 0 


3 3 

Rpta:  y = c^x  + a)  + (x  + a)  2[c2  cos(—  ln(x  + a))  + c3  sen(—  ln(x  + cz))] 


x~  y"  - xy'  + y = 2x 

x2y"  + 4xy'  + 2y  = 2\nx 

2 „ , _ 1 6 ln  jc 

jc  y -xy  -3y  = 


Rpta:  y - x[cx  +c2  ln(x)  + c3  ln  (jc)] 


Ci  C')  3 

Rpta:  y = — + —+  + Lnx  — 
xx  2 


1 4 o 

Rpta:  y = — (q  + c2x  + ln(x)  + 21n“(x)) 
x 


x2y"  + xy‘  + 9y  = sen(ln  x3 ) 


Rpta:  y~  y - — (ln(x))cos(lnx3 ) 
s 6 


34)  x /"  + 4 x~  y"  + xy'  + y = x 


Rpta:  y = yg  + - 


35)  x 2 y ' + 4xy  + 2y  = 2 ln  2 x + 1 2x 


Rpta:  y = — + ~y  + ln2  x-3 lnx  + 2x  + 7 
x jc2 
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x2y'-2xy'  + 2>'  = x2  -2x  + 2 

Rpta: 

2 dy  dy  . 

x — V + jr  — - v = 0 
¿x2  dr 

Rpta: 

d2.y  2 dy  2 y . 

—T — -j-  + — V = xln(x) 
dx‘  x ctr  x* 

Rpta: 

x2  v"-  2xy' + 2.y  = 0 

Rpta: 

x2_y"-6_y  = 0 

Rpta: 

jcV+¿1  = 0 

4 

Rpta: 

x*y-xy'  + y = 0 

Rpta: 

x2y"-4xy'  + 4y  = 0 , y(l)  = 4,  /(1)  = 13 
x2y' '~3xy'+3y  = O , y (1)  = O,  /( 1)  = -2 
x2y"-3xy'  + 4y  = 0 , y(l)=l,  y'(l)  = 3 

x*y'"  + x2y"-2xy'+  2 y = O Rpta: 


y = cxx  + c2x2  + 1 + (y2  + 2 y)  Inx 
c2 

y = CiY+  — 

X 

r3  lv3 

y = c¡x  + c2y2  + — (ln(x))  — — 

j>  = c,y  + c2y2 
y = CjX3  + c2y2 

y = (c,  + c2  ln(x))V* 

.V=[¿i  +c2  ln(jc)]jr 

Rpta:  = jc  -h  3a'4 

Rpta:  ^ — y — y 3 

Rpta:  >>  = (1  + 1ü(y))y2 

c,  2 

y = — 4-  c2  Y + c3y 

Y 


2 d2y  , dy 
x — - + 3x — + v = 0 

Rpta: 

y = (cj  + c2  ln  y)— 

dx~  dx 

Y 

Rpta: 

2 c2 
y = CjY  +-*- 

Y* 

Y 

x2y"-4xy'+6y  = x 

Rpta: 

3 2 * 

y = c{x  +c2  y + — 

(1  + x) 2 y + 3(1  + x)„v' + 4y  = (1  + x)3 

Rpta: 

J'  = (y  + 1)2[c1  +c2  ín(Y+l)]  + (Y  + l) 
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(52) 

® 

(54) 


© 

(56) 


a~ v"  + xy*  + 4y  ~ O 


x 2 v* ? + 4xy'  + 2y  = O 


Rpta:  v - c{  cos(2  ln(x)  + c2  sen(2  + ln(A)) 


Rpta:  v =C;JC  1 + c2a  2 


(jc-l)'£y  + 8(jc-l)y+I2>*  = 0 Rpta:  j = Cj(x-1)  3+c2(a-1)^ 

2x2y"-4xy'  + 6y  = O Rpta:  y = q | a|2  cos(^y-ln  | jc|)  + c2  |a|2  sen(^-ln  | x |) 
(x-2)2  y"  + 5(x  - 2)y'  + 8>>  = O 

Rpta:  y-c}  (x-2)  2 cos(2  !n  | x-  2 | ) + c2(a-2)  2 sen(2  ln  [ a - 2 |) 


x~y"  + 7xy'  + 5y  = x 
x2 y"-3xy'  + 4y  - ln  a 
x2y’-2.Y>’'  + 2>'  = 3jc2  + 2 ln  a 


Rpta:  y = c, x 1 + c2x  J + c2x  J + 


12 


2 2 I I 

Rpta:  v = CjA'  + c2a  Ln  x + — Ln  a + — 

4 4 


•>  ^ 3 

Rpta:  y = c2x  + c2x“  + x“  Inx  + ln a + — 


x2y"  + xy'  + 4y  - sen(ln  x)  Rpta:  y = c,  cos(21n  a)  + c2  sen(2  ln  a) + — sen(ln  a) 

A 3 3 

3A2y + 12av’  + 9v  = O Rpta:  y-qx  2 cos(—  ln  a)  + c2  ln  x + c2x  2 sen(—  lnx) 


?d¿y  . dy  _ 1 

x~  — — + 4a h 2 y = eos  a + — 

dx  dx  x 


C,  C7  COSA  InA 

Rpta:  V = --  — - + — 

A A A X 


Ci  + c7  ln( a h-  1)  + Ln  (a  + 1) 

(A  + l)3/'  + 3(A+l)~y  + (A  + l)>>  = 61n(A  + l)  Rpta:  y - — 


A+l 


dy  ,2  dly 


dy 

dx 


. 2 „ 3 


a3  ^-y-3A“  2:-^-  + 6x'L--6y  = 0 Rpta:  #v  = CjA  + c2a¿  +c3aj 
í/a3  dx2 
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© 

idiv  2 ('2y  S dv  ,o  r, 
x — - - x-  — T-  - 6x  — + 1 8 v = 0 
dxy  dx  dx 

Rpta: 

y = (c{  + c2  lnx)x3  + c3x  2 

© 

r2  + x—+Ay  ■ 2 » In  v.  v > 0 

dx9  dx 

1 j 

Rpta:  y = c,  sen(ln  .x2 ) + c2  cos(ln  x2 ) + : — - — 

4x 

25 

© 

3 d7y  2 d2y  „ dv  3 

.í  — r-x  — r-2.v 2 y = x 

dx'  dx * dx 

Rpta: 

y = (q  + c2  ln  x)x  + c3.y2  + — 

(2x  -3)2  -^-^-6(2x-3)— + 12  v = 0 
dx ' dx 

Rp  te: 

y = c,  (2x  - 3)  + c2  (2x  - 3) 

x2  y"-jcy,+  ^>y  = 0 

@ 

x3y'"-3x2y"  + 6xy’-6y  = 0 

® 

xy"'  + 3y"=  0 

© 

3 dly  . 2 d~ v , </v  , , 

x — f + 4x  — +-  - 5x 1 5 v 

dx7,  dx2  dx 

@ 

a*  2 y"  + .xy'  - 9y  = x3  +1 

@ 

x3y'"+4x2y"-8xy'+8y  = 0 

@ 

x 2 v','  + jry"+4y,=  1 + cos(21nx) 

@ 

(3  + x)3  ^ + 3(3  + .v)2  + (6  + 2x) 

dx  dx 

£=0 

dx 
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CAPÍTULO  VI 


6.  OPERADORES  DIFERENCIALES.- 

Supongamos  que  D denota  la  diferenciación  con  respecto  a x,  D2  la  segunda 
diferenciación  con  respecto  a x y así  sucesivamente,  es  decir,  para  el  entero  k positivo. 


Luego  a la  expresión:  ¿(£>)  = a0Dn  +a{  Dn  1 +...+att_]D  + an 

se  le  llama  OPERADOR  DIFERENCIAL  DE  ORDEN  ”n”;  y es  tal  que,  al  aplicarse  a 
cualquier  función  “y”  produce  el  resultado  siguiente: 

{L(D)}(y)  = a0Dny+aiDn ~'y+, ...+an_]Dy+a„y 

donde  los  coeficientes  a0 , a{ , an  pueden  ser  funciones  de  x ó constantes. 

Observación.-  Dos  operadores  y Lj  son  iguales  si  y sólo  si  producen  el  mismo 
resultado  sobre  alguna  función. 


es  decir: 
Observación.- 


£,  o 

(Lr  L?)y  = L|  ( L2  (>’)) , y si  los  operadores  L{  y L2  tienen  coeficientes 
constantes  entonces  se  cumple. 

/ . ¿2  Ly  . L.  , 


6.1.  LEYES  FUNDAMENTALES  DE  OPERADORES.- 


© 

L\  + ¿2  " ^2  ^ * | 

© 

(Lj  + L2)  + ¿3  = + (¿2  + ¿3) 

© 

( Lj . ¿2  )•  ¿3  = . ( ¿2  . ¿3  ) 

© 

^.(¿2  + ¿3)  = LVL2  + 

© 

Si  m,  n e Z+  ■=>  />""  = Dm  D" 
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6.2.  PROPIEDADES.- 


Sean  m,  n,  r,  k constantes  reales  r,  k e z , entonces  se  cumple 


i ro  k / n \ k rx 

1 D (e  ) = r e 


ahora  deduciremos  el  efecto  de  un  operador  L sobre  e™  . 


para  esto,  Sea:  L(D)  = a$Dn  +a{Dn  1 +...+a#|_|D  + a/| 


/ t / r\\\ / mx  \ r\n  mx  ^.71-1  mx  mx  mx 

{L(D)}(e  ) = a0  D e +alD  e +...+  an_^De  +ane 


n mx  n—\  mx  mx  mx 

= aQ  m e +a[m  e +...4 an  me  +an? 


emx (a  mn  + a mn  ~ + a m + a ) 

VJ) 1 n-  1 n* 

L(m) 


Es  decir:  {L(D)}(emx ) = e™  L(m)\  por  lo  tanto  se  tiene: 
2d0  {L(D)}(emx)  = emx  L(m) 


Observación.-  Si  m es  raíz  de  L (m)  = 0,  entonces  = 0 

Determinar  el  efecto  del  operador  ( D - m)k  sobre  xk emx , es  decir: 

z w k mx . , k- 1 mx  k mx  k mx  , k-\  mx 

( D m)(x  e ) = kx  e + mx  e - mx  e = kx  e 
{D-rn)2{xkemx)  = k{k-\)xk-2em* 

(D-  m)\xkemx  ) = k(k-  IX*  - 2)xk~3emx 


/ r\  í * mx\  /i  t*1*  mx  j^k  k . 

(D-m)  (x  e ) = k\e  =e  D x , por  lo  tanto: 

3 ro  / n N k , k mx  x . mx 

(D-m)  (x  e ) = k \e 

Observación.-  Si,  n>k  =>  (D- m)n(xkemx)  = 0 
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4t0  Para  cada  función  con  ktn”  derivando  se  cumple:  (D-  m)n(em'u)  = em  4 Dnu 
5t0  Si  L{D)  = (D  - r)k  (p  ( D ) entonces 

L(D)(xkerx)  = (D-r)k  <p  (D)(x*erx)=  k\(e*)(p  ( D)=k'.<p  (/•)«“ 


.♦>  = 

L(D)  k\<p(r) 

Ejemplo.  D{D- 2)3(D  + l)y  - c"* 

6to  Si  L es  un  polinomio  =>  L(D){erxu)  = e 4 L(D  + r)u 
Ejemplo.-  (D-3HD+l)3(.y)  = x2e2x 

6.3.  MÉTODOS  ABREVIADOS.- 

1ro  La  ecuación  (D  - r)n  y = erx  (b0  + ¿>,jc+ +^ip),  * 0 

tiene  una  solución  particular  única  de  la  forma:  y,  — x"e'x  Rp(x) 
donde  /?^(x)es  un  polinomio  de  grado  p,  dado  por: 


A) 


t\x 


bpxp 


R (x)  — H — 5 h ....  -f  - 

p 1.2.3 n 2.3 {n  + 1)  {p+\){p  + 2) (p  + n) 


2d0  La  ecuación  (D  - r)  = e xQp(x)y  r*s,r,se  donde  Qp(x)  es  un  polinomio  de 
grado  “p”;  tiene  una  solución  particular  única  de  la  forma: 

y - e*x  u donde  u = em  (b0  +blx+...+hpxp ) 

donde  a = s - r y luego  aplicamos  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados. 

3ro  La  ecuación  (aQDn  +a{Dn  1 D + an  )y  = R0  con  R0  = constante  y 


an  t 0 , tiene  como  solución  particular  a y p = 
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4,Q  Laecuación  (a0Dn  +axDn  '+...+a kDn  ' )y  = R0  con  R0  = constante  y a k ^0; 

V* 


tiene  como  solución  particular  a y = - 


«i 


5to  Aplicamos  ahora  el  operador  inverso:  — - — . definido  por  — (L(D))v  = y ahora 

L{D)  L(D) 

si  aplicamos  este  operador  a:  (a0Dn  + axDn  1 + ..+an  )y  = b(x)  se  obtiene: 


y = (b(x)) 

L(D) 


es  decir:  v = - 


1 1 1 


1 


D - A]  D - r2  D-r3  D-rn 
La  ecuación  (*)  se  resuelve  de  acuerdo  al  siguiente  cuadro. 


Hacer 

Por  Resolver 

Obtener 

z = b(x) 

D-rn 

z'-rnz  = b(x) 

z = er”x  je-r**hi*)dx 

rt 

II 

1 

sT*  ~ 

1 

N 

II 

> 

k*8 

1 

v = en=%*  ^é~r*~xX z(x)dx 

y=  m<x) 

D-rx 

y’-rly  = vix) 

y - r 1 |e 

Obtenemos  y = eKyX  Je(r2  '1)A  J e ^ ...  je*'"  Je  r,,T)vó(.v)(¿/.r),í 

6tu  Suponiendo  que  /(^D)  = ( D - ^ )('£)  - r2 ). . . ( D - rn ) en  el  cual  los  factores  son  todos 
distintos,  entonces  existe  el  desarrollo  de  fracciones  parciales. 


1 A A 


- + 1 — + ...+ 


f(D)  D-rx  D-r2  D-rn 


, en  el  que  A: A son  constantes.  Entonces: 
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= A¡enx  ^b(x)e  ' dx+A2e2X  j¿>(.x)e  **x  +...  + Aner"A  j" e b(x)dx 


al  calcular  tanto  las  integrales  de  510  , 6[°  se  descartaran  las  constantes  de  integración 
cuando  aparecen,  de  otro  modo  estaríamos  calculando  la  primitiva  en  vez  de  la  integral 
particular  de  la  ecuación  diferencial. 

7ro  Una  integral  particular  de  una  ecuación  diferencial  lineal  F(D)(y)  = b(x)  con 
coeficientes  constante  está  dado  por  <pp  = ^ b(x)  y para  ciertas  formas  de  b(x) 

se  abrevian  el  cálculo  de  éste  operador. 


a)  Si  b(x)  = eax  =>  (j>  = 


F{D)  F(a) 


eax ; F(a)  * 0 


b)  Si  ¿>( jc)  = sen(av+  fi  ) ó b(x)  = cos(6rc+  p ) entonces 


ó = — — — sen(ar.t  + B)  = -r-sen(ax  + p)\  F(-a2)  ^ 0 

P F(D-)  F(-a  ) 


1 


F(D-) 


— cos(or.Y+  B)  = —eos (ax  + P)\  F(-a2)  * 0 


F(-a‘ ) 


c)  Si  b(x)  = xp  =>  (f)p  - — — -xp  = (¿i0  +a\D  + a2D2  +...  + apDp)xn ,a{)  * 0 

F(D) 


Obtenido  desarrollando  — , según  potencias  crecientes  de  D y suprimiendo 

todos  los  términos  potencias  Dp , puesto  que  Dn x°  = 0 para  n > p 

d)  Si  b(x)  = eaiR{x)  =>  <pn  eaxR{x)  — 

p F(D) 

1 1 F '( D} 

e)  Si  ft(.v)  = xR(x)  =>  (¡>D~ xR(x)  = x /?(.v) r/?(.v) 

p F(D)  F(D)  (F(D))2 


f)  b(x)~ ■ — ■ — b(x)  =>  <pD — - — [ b(x)] 

F\(D)F2(D)  F}(D)  F2(D)  P F^D)  F2(D) 
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g)  — - — senh(av)  = — — — — senh(ox)  si  F(a) . F(-a)  * O 


E(D) 


F(a).F(-a) 


h)  ^ cosh(ax)  = — cosh(ajr)  si  F(a) . F(-a)  * 0 


F(D) 


F(a).F(-a) 


\ x 'MI. 

— - ; — sen  ax  = sen(  ax ) 

(D'+a)"  (2  a)"n\  2 


j) 


1 x"  nn 

eos  ax  = cos(  ax ) 

(2a)"  n!  2 


( D 2 +a2)n 


Observación: 


= cos/?x  + /sen/?x 
[e  l(* ' = cos/?x-/sen/?x 


cos/?x  = 
sen  P x = 


¿*x+é-ifix 


¿P*  +e-'Px 


2 i 


f e^x  = cosh  p x + senh  p x 
| e~Px  - cosh  p x - sen  P x 


senh  P x = 


cosh  Px  = 


eP*  + e~P* 


Ejemplos.-  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 

(D4  -8 D2  + 16)(  v)  = xe2x 

Solución 

F(D)  = Da  -8D2  +16  = 0 o r¡  =r2  =2,  r3  =r4  =-2 
Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  homogénea  es: 

2 a -yx 

<pc(x)  = (c,  + c*,Jt)£  +(c^+c3x)e”  , para  la  solución  particular  se  tiene: 


X«* 


F(O) 


(D-2Y{D~2Y 


donde 


r>=¿.  r. 


— _•> 


= — 
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<t>p(x)  = e‘'x  je l^)x  je^'V*  Je1'* ->»*  je  ^b(x)(dx)A 

<j>p(x)  = e2x  je0  jeAx  je0  je2x xe2x (dx)4  = e2x  J je^x  j*  jxe4x(dx)4 


v1  U2 

M> 


I Y3  3 A2 

y = <pc(x)  + <p  jo(a)  = (c0  +c,jr)e2'  +(c^+c4x)e  2x  + e2j(— — — ) 

96  64 


© D(D-1)3(v)  = (x2  +2x)  = ex 


Solución 

P(r)  - r(r  - 1)3  = 0 =>  rx  = 0,  = r3  = r4  = I , entonces 


2 x 

(pc{x)  - c,  +(c2  + c3a*  + c4a;  )e  ; ahora  calcularemos  la  solución  particular: 
<¡>p(. x)  = -z^—t(x2  + 2x)elx  = - ‘ ,[— — (JC2  + 2jt)<?A  ] 


D(D-iy 


D(D-l)-  D- 1 


(1) 


haciendo  z- (x2 +2x)ex  entonces:  — - z = (x2  + 2x)ex  cuya  solución  es 

D 1 dx 


- f -dx  r f 


<j«j  ■ 

<(>p(x)  = 

1 

D(D-l) 

1 x2 

Sea  z - 

— 

D-1  3 

dx 


x ii  x I / 2 


f 


v3 

2 \ x 
(—  + X )e 


y[—  + x2]ex  = + x2)ex] 

*3  D(D-l)  D-1  3 

+ x~  )ex  entonces  — - z = (—  + jc2  )ex , cu 
dx  3 


(2) 


- f-<fc  f (-¿i  v3  , XA  xy 

J [ Jt'J  (—  + jr)exdx]  = ex[—  -f—  ],  reemplazando 


en  (2) 
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1 x ^ X'*  1 1 

<t>p(x)* (— + — V*  = — [ (— +—  )ex] 

D(D  — 1)12  3 B tí- 1 12  3 


(3) 


,.r4  x3 


dz 


y xi 


Sea  z- — ’ — (— + — Va  entonces  — -z  = (—  + — )ex  cuya  solución  es: 
D - 1 12  3 dx  12  3 


..j 


z =e  J [ 


dx  f |-rfr  x4 


5 .4 

JC  A 

(— + — )e'í/.xl  = ex  ( i ) , reemplazando  en  (3). 

12  3 60  12 


i y ¿ 


*P{X)=D(  60+ñ)e  ^ ^ 


r 5 * 4 

f>  .t  T X v 
= l( — + — )e  dx  - e 

J 60  12  60 

La  solución  general  de  la  ecuación  es:  (p(x ) = (j>.  (x)  + <¡>  (x) 


i x 

(¡>{x)  = c{  + ( c2  + c3x  + c4x  )ex  + — ex 

60 


© 


{D-\)\D-2)iy  = x2eix 


Solución 


Sea  P(r)  = (r  - l)3  (r  - 2) 3 = 0 =>  r{  =1  de  multiplicidad  3 y r2  = 2 de  multiplicidad  3 

, 2 n x t 2v2jf 

yc  = (c¡  + c2  + c3x  )e  + ( c4  + c5x  + c6x  )e 

ahora  calcularemos  la  solución  particular. 


P (Z)-l)3(D-2)3 


2 3x  3* 
jt  £ = £ 


(D  + 2)3(D  + 1)3 


3a 


= e 


(D  + 2)3‘d3  + 3D2  +3D  + 1 


yp  = e3jf  1 (1  — 3£>  + 6Z)2);r2  = e3j  1 (x2-6x  + 12) 


(D  + 2)J 


(D  + 2) 


y„  = e 


,3.v 


1 


D}  +6D2  +\2D  + $ 


-(x2  -6.V  + 12) 
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y”-e"(r í7d+t?d'*^6'+I2)  => 


3 „ 3 


9 


© 


La  solución  general  es:  y = yc  4- 


(Z)3  -4D2  + 3D)(y)  = x 2 


Solución 


Sea  P(r)  = r3  -4r  4 3r  = 0 =>  rt  = 0,  r2  = 1,  r3  = 3 

V ^ jr 

de  donde  <¡>c(x)  = cx  4-  c2éT  + c3e'  ; ahora  calcularemos  la  solución  particular. 


0P(X)  = — TTí T7-v2  =-^(-3  * ).v2 


D3-4D-  + D)  D D--4D  + 1 


© 


© 


I I 4n  13n,,2  1 V 8jc  26  , , x __ 

= — (-  + — D + — D~)x2  = — ( — + 1- — ) <pAx)  = t- + — v 

' D 3 9 27  Z)  3 9 27  ' 9 9 27 


x3  4x2  26 


2 ^ 2 26 

Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  es:  y = q 4c2<?v  4c3é>3'  4 : — + — — + — Y 


(D2  -1)(v)  = jc2 

Solución 

Sea  P(r)  = r2-1=0  =>  r,  = 1,  r2=-l;  de  donde  ^c(jc)  = c:ex  4-  c2e 

1 i *i  > > 

calculando  la  solución  particular  se  tiene:  ^,(a)  = — — -jc~  = (-l-D*)**  =-r  2 

Luego  la  solución  general  es  (/>(x)  - (f>c(x)  + <¡> p (,v) 

<t>(x)  = cxe'  +c7e  -x  —2 
D4(D2 -!)(>•)  = . v2 

Solución 

Sea  P(r)  = r4  (/*“  — 1 ) — 0 =>  r,  =0  multiplicidad  4 y r2  = 1,  r3  = -1  de  donde 
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2 3 x -x 

<j)c  (x)  = q + c2x  + c3x  + c4x  + c5e  + c6e  ; ahora  calcularemos  la  solución  particular 

^W=_ri — *2  =-h(-i-z>V  = -V-*2  -2) 

p Z)*(Z)  -1)  £>4  £>4 


® 


1 , £ 

Dr  3 


v4  1 v5  >-3 

x 2 v i , r x 


6 4 

X X 


<t>Ax)  = — -( 2x)= — -( x ) = — ( ) =>  <j>Ax ) = 

F ^ * D2  12  D 60  3 p 360  12 


y la  solución  general  es  <¡>  (x)  = 0c(x)  + <Pp(x ) 

(Z)4  + 10Z)"  + 9)(>>)  = cos(4x  + 6)  + sen(2x  + 3) 

Solución 


Sea  P(r)  = r4  + 10r2  +9  = 0 =>  (r 2 + l)(r2  + 9)  = 0 


de  donde  t\  = i , r2  = r3  = 3/,  r4  = — 3i  entonces 

yc  = Cj  eos  x + sen  x + c3  eos  3x  + c4  sen  3x ; calculando  la  solución  particular. 

I 


yP  = ^ 


y* 


D +10  zr  +9 
1 


“ (cos(4x  + 6)  + sen(2x  + 3)) 

I 


(D2  + \)(D  +9) 
1 


cos(4x  + 6)  H 5“ 


y p 


y p = * 


(-16  + 1X-16  + 9) 
cos(4x  + 6)  1 


-cos(4x  + 6)  + 


(D*  + 1)(D*  +9) 

1 


-sen(2x  + 3) 


sen(2x  + 3) 


105 


(-4  + 1X-4  + 9) 

— ~sen(2x  + 3) ; y la  solución  general  es  y - y +y 


15 


(D4  + 3 D3  -15 D2  - 19D+  30)(j>)  = e4x 


Solución 


Sea  P(r)  = r4  + 3r3  - 15r“  - 19r  + 30  = 0 de  donde 

r ¡ = 1,  r2  = 3,  r3  = -2,  r4  = -5  entonces  y = + c2e3*  + c3e  2 * + c4e  5x 
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calculando  la  solución  particular  se  tiene:  yn  - — ; ; e4x 

P D + 3D1  - 1 5D~  - 1 9D  + 30 

= 1 4,= 1 .4,  _ <,4> 

'Vp  (£>-l)(D-3)(£>  + 2)(D  + 5)‘  (4  - 1 )(4  - 3)(4  + 2)(4  + 5)  162 


Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  es:  y - c,ex  +c2e3x  +c3e  2x  +c4e  5'  + — — 

162 

(D*  + 39  D6  + 1 38D4  + 126£>2  + 900)(  y)  = sen(4.v  + 1)  + cos(6.v  + 2) 

Solución 

P(r ) = r8  + 39r6  + 1 38/-4  + 1 26 r2  + 900  = 0 de  donde 

(r~  + l)(r“  + 9)(r“  + 4 )(r"  + 25)  = 0 =>  se  tiene 

r\  ~ *'  rl  ~ r3  = 3/,  = —3/,  r5  = 2/,  r6  = -2/,  r7  = 5i,  r8  = -5/ 

Vc  = ¿'j  eos  x + c2  sen  jc  + c3  eos  3a:  + c4  sen  3x  + c5  eos  2x  + c6  sen  2a;  4-  c7  eos  5x  + c8  sen  5 at 
ahora  calculando  la  solución  particular: 


v 


p 


1 

D'  +39Dh  + 138Z)  +126  D +900 


[sen(4x  + 1)  + cos(6x  + 2)] 


— — r sen^  4x  + 1)  + 

(D2  + 1)(D2  + 9)(D2  +4)(D2  +25) 


+ — z Z — r z cos(  6.r  + 1 ) 

(D2  + 1)(D2  + 9 )(D2  + 4)(D2  + 25) 


sen(4x  + l)  cos(6x  + l) 

(-16  + l)(-16  + 9)(-16  + 4)(-16  + 25)  (-36  + 1)(— 36  + 9)(-36  + 4)(-36  + 25) 


y = — sen(4x  + l)  + cos(6x  + l) 

p 11340  332640 


La  solución  general  es  <p  (x)  = yc  + y . 
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(£)“  +3  D + 2 )( y)  = xcos2x 

Solución 

Sea  P(r)  = r + 3r  + 2 = 0 =>  r¡  =— 1,  r2  = — 2 entonces  yc  - c}e  -hc?e 
ahora  hallaremos  la  solución  particular 


yP  =■ 


D-+3D  + 2 


„ 1 „ 2D+3 

-xcos2x  = x — i eos  2x r ~COS2x 


Z)-+3Z)  + 2 


(D2  +3D  + 2)2 


_ cos2x  2D  + 3 

p ' D2+3D  + 2 D*  + 6D*  + 1 3D2  + 1 2D  + 4 


.cos2x 


y = * — _ 

p -4  + 3D  + 2 


cos2x-- 


2Z)  + 3 


(-4)-  + 6(-4  )D  + 1 3(-4)  -f  12D  + 4 


1 „ 2D  + 3 , 3D  + 2 „ (2£>n+  3)(3Z)  - 8) 

v,,  — x -cos2xh cos2x  = x cos2x  + - cos2x 


3D-2 


4(3D  + 8) 


9D  -4 


4(9D  -64) 


yn  = (3D  + 2)cos2x — -P — — )cos2x 

p -40  4 -100 


x 1 

y „ = — — (3  sen  2.v  - eos  2x)  h (24  eos  2x-l  sen  2x) 

p -20  200 


A {x)  = yc+yf 


(D4  + 8 D2  + 9)(y)  = cos3x  + e2x 


Solución 


Sea  P(r)  = r 4 + 8r2  -9  = 0 =3-  r,  =1,  r2  = -l,  r3  =3i,  r4  =-3/ 


(pc{x)  = c}ex  + + c?  eos 3x  4-  c4  sen  3x ; calculando  la  solución  particular  se  tiene: 


<t>p^x)  = ~Z~A — ~T- — -(cos3x  + e2A ) =— j 


p D4+8£>-‘-9 


-cos3x  + — — 


I 


(D  + 9)(D*-1)  (D‘  +9)(ZT -1) 


2* 


, / x 1 COs2x  C , 3/x  v 

é ( x ) = + ; pero  se  observa  que  eos  3x  = Re(  e ) entonces 

Dl+  9 10  39 
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e1'  1 ein  e2' 

<¡>Ax)  = ¡ cos3x  + — t - — 

p 10(D-+9)  39  10  (D  + 3/)*  +9  39 


1 1 1 

p,Áx)  = r — 1 e2'  =>  fln(D  + 6/')  = l =>  afí  = — 

p 10D-+6/D  39  ° 0 6/ 


, , Re(c3,< ) e2x  ,/  cos3.v-sen3A\  e 

<pAx)  = — - + = x(— 

p 60/  39 


) + - 

60  39 


, , .v  sen  3x  e~' 

<pAx)  = + 

A 60  39 


Luego  la  solución  general  es:  y = <¡)c  (jc)  + (f>  9 (*) 


(D  + l)(D-2)3(v)  = x2  elx  + xex 


Solución 


Sea  P(r)  = (r  + l)(r-2)3  = 0 ==>  r{  = — 1,  r2  ~2  multiplicidad  3. 

_ x *?v  ")x  2 ’r 

entonces  yc(x)  = Cje  + c2e~  +c3 xe~  + c4x  e~ 
calculando  la  solución  particular  se  tiene; 


v = x(x2e2x  +xex)= r[  ‘ (xse-'  + xex)]  ...  (1) 

P (D  + 1XD-2)3  ~ *' 


(D  + \)(D-2)  D — 2 


Sea  2= — - — (x2e2x  + xex ) de  donde:  —-2 z = x2e2x+xe'\  ecuación  lineal  en  z. 

D — 2 dx 


z-e  f [ j"  • ve  )<¿v]  =>  2=e2,|  Je  (.v2e: ' ♦ .ve’ 


)dx] 


= e2'  J(  v2  + xe  ' )dx  = e2x{^-  xe~x  - e~x ) = y e2*  - .ter  - e2* 


(2) 


reemplazando  (2)  en  (1)  se  tiene: 


V 


/ ^2.v  r Jlx  \ 

7 (— * ~e  )=- 


[-^—(^e2x-xex-e2x)}...  (3) 


(O  + lX-O-2)2  3 


(D+\)(D-2)  D—2  3 


Sea  z = — 1 — (—  e2x  - xex  - e2x ) de  donde 
D- 2 3 
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d~  x* 

— -2z  = — elx  -xex  - e~x  ecuación  lineal  en  z 
dx  3 


— f~2í£r  T [-'«/.i  t ^ x 

z~e  * (Je*  < — c -er'-r  ’ fcZt] 

: ~ e*' I J*T ~ xe " * ~ 1 ^ = g2 ' (tt _ xe ' ~ 


e~x  -x) 


(4) 


reemplazando  (4)  en  (3)  se  tiene:  y - 


1 


(D  + l)(D-2)  12 


[—  e2x  -xex  -ex  - xe2x  ] 


— 1 — [ — - — (—  e2'  -xex  -ex  -xe~')\ 

(D  + l)  D-2  12 

1 r4 

Sea  z = (—  e1 x - xex  - ex  - xe2x ) de  donde 

D-2  12 


.(5) 


— - 2 z - (— — x)e“v  - (jc  + \)ex  ecuación  lineal  en  z 
dx  12 


- \-2dx  r í-2 dx  y4 


z = e ■>  [ 


r l-2¿v  v4 

P «7T 


x)e^ -(x-\)eM\lx] 


T v4  r5  r2 

: =e  ''  |( — — x — (jc  + l)e-Jt)í/v  =( — )e2'  +(2  + x)e~' 

J 12  60  2 


(6) 


1 r'  r2 

vp  = [(- )e2x +(x  + 2)e-x] 

-p  (£)  + l)  60  2 


5 2 


— — + y = (- — —)e2x  +(x  + 2)e  ' lineal  en  z 
¿r  ' 60  2 

'<•- 1 tf',[4_T)r2,+u+2)e"’i*!  ■'  44-4' 


)eix+(x  + 2 Vx]dx] 


2*n 


v5  r4  v3  , V 5 

V„  = (- — e~x  — 1 — + — )e''  -í—  + — )ex ; La  solución  general  es  y = v + y 
p 180  108  81  24  c ' 
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4 3jc 


(£L  -4D  + 3)( y)  = IOOjc  e + 340e  eos  2 a 

Solución 


Sea  P(r)  = r1  -4r  + 3 = 0 =>  r,  =1,  r2  = 3 entonces  yc  - cxex  + c2e3'' 


calculando  la  solución  particular  se  tiene: 
I 


yp  = 


DL  -4D  + 3 


(lOOxV'  + 340eA  eos  2x)  = 


(£>-3)(£>-l) 


(1 00x4e3*  + 340eA  eos  2x) 


y=me 


3a 


1 


-x4  +340ex 


(£>-3  + 3)(D-l  +3)  (D-3  + l)(D-l  + l) 


-eos  2 A' 


V-  = 1 00<?3  * - a4  + 340ex - eos  2a 

p D(D  4*  2) 


D(D-2) 


y = 100**  — (— — )a"  + 340^  — ~ eos  2 a 


V 1 ,1  ^ 1 


D 2 


£r  2 D 


i 

y = 100**  — (—-**) + 340**1 eos  2a) 


D 2 


-4-2  D 


y p = 1 00c? 


44- 


Kj  340c  (D  - 2) 

xJ  )<¿v — - — - — - eos  2x 

2 £>2  -4 


3v/  *\  a-4,  ,65 


v =100cjv( — )-170e 

p 10  4 -4-4 


cos2x  = 100cJ1( ) + — (D-2)cos2x 

10  4 4 


■ /i  *>31  4 3»  65  65 

v„  = 1 0 a * - 25a  e eos  2a sen  2a 

4 4 


La  ecuación  general  es:  y = c\ex  +c2e*x  + (10a5  -25a4)c?3*  - (sen 2a  + eos 2a) 


14)  ( D2  + D + 1 )(.v)  = <?3*  + be  - 3<?  2a  + 5 


Solución 
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Sea  P(r)  = r 1 + r + 1 = O 


1 + 3l  I — yjit 

r - r entonces 

i *>  1 •> 


<!>c(x)-  (c}  eos + c2  sen~“jc)e  1 2 , ahora  calcularemos  la  solución  particular 


rp(X'  tf+D+ 1 


Jlr  , ¿ , o ^ 3.v  ^ 


(<T  +6ev  -3?  +5)  =— e’ 


1 _?v  5 

e 


ür  -rD+1  I^+D+ 1 Z>  +D+1  D2  +D+1 


J.v  ^ v -2.v  ^3.v  -2  v 

; , . € be  e e x e 

ó ( x ) — H H 5 — h 2c h 5 

' 9+3+1  1+1+1  4-2+1  13  3 


c>  e~Zv 

, (x)l  — f2/-“+5 

13  3 


5e°  5e° 


D2  + D+ 1 D:+D  + 1 0 + 01 


= 5 . Luego  la  solución  general  es:  y - </>c(. y)  + ( t) 


(£)J  + D¿  + D+  1)(  v)  = e*  +e  ' + sen2.Y 

Solución 


Sea  P(r)  = r3+r2+r  + l = 0 =>  r,  = — 1,  r2  = /\  /*3  = -/  entonces 


(p  (a  ) = c¡e  x + c2  eos  x + c?  sen  ,v 

1 


íUv)- 


D3+D2tD+1 


(e  +e  + sen  2a)  . entonces: 


<V,(v)  = 


-e'  +- 


1 -V  1 

e + — ^ sen  2a 


(D  +1)(D  + 1)  (D~  + 1)(D  + 1)  (D-+1)(D  + 1) 


1 11 

«)„( a)  = 1- e A sen 2a 

p 4 2(D  + 1)  3 Dr  1 


(1) 


Sea  z = - 


tk 


(D  + !)  í/a 


h r = t 1 , cu\  a solución  es: 
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Xdx]  = e 


==>  z = xe 


(2) 


ex  xe~x  1 D- 1 

reemplazando  (2)  en  (1)  se  tiene:  éAx)  = — + ( — r )sen2x 

p 4 2 3 £>*-1 


xe  x 1 (D-l)  1 . r , .,v  1 n . 

<fi  (x)  = — H -sen2x  = — (e  +2xe  ) + — (2cos2x-sen2x) 

p 4 2 3 -5  4 15 


La  solución  general  es:  ¿(.t)  = <f>c (x)  + <p p (x) 

6.4  SOLUCIÓN  DE  LA  ECUACIÓN  DE  EULER  MEDIANTE  EL 
OPERADOR  D.- 

Para  resolver  las  ecuaciones  diferenciales  de  Euler  mediante  el  operador  D,  se  tiene  en 
cuenta  el  criterio  siguiente: 


7d2y  %d2y 

x2  — y = D(D-\)y  ; x3  — f = D(D-l)(D-2)y 
dx  dx 


d* 

generalizando  se  tiene:  xn — — = D(D-\)(D~  2).. .(O-n  + 1);  n = \,2,...,y  x = e‘ 

dxn 

2 

Ejemplo:  Resolver  la  ecuación  x y"+xy'+y  = x 

Solución 

x2y”+xy'+y  = x =>  (D(D-l)  + D + \)y  = e‘ 


X 

y'  = 2 


X 

y = c,  eos  x + c2  sen  x + — 

Ejemplo:  Resolver  la  ecuación  x2 yn- xy'+ y = xln3  x 


Splucipn 
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x2y xy'+y  = x ln 3 jc  pasando  a operadores 

(D(D-\)-D  + \)y  = tie‘  =>  (D2 -2D  + l)y  = fV 

cuya  solución  complementaria  es  yc  = cxe  + c2te  , yc  = cxx  + c2xLnx 

La  solución  particular  es  v„  = — rrt3el  = e — 

p (D-l)2  D2 

t 1 /4  ¿ ln5x 

yD=e = e — = x 

p D 4 20  20 


La  solución  general  de  la  ecuación  es: 

b)  EJERCICIOS  PROPUESTOS 

I.  Encuentre  una  solución  particular  de: 

(?)  (D  + 2)2  y=Uxe~2x 

@ ( D-2)iy  = 6xe2x 

@ (D+3)iy=\5x2e^x 

(?)  D2(D-2)2y=  \6e2x 

(5)  (D2  - D- 2)y  = \%xe 

0 (D-  2)2 y = 20-  2>xelx 

0 (D+l)2  y = e~x  + 2x 


y = yc  +yp  = cxx  + c2x\nx  + x 


ln5  x 
~2tt~ 


Rpta:  y p = 2x3  e~2x 

Rpta:  yP=^e2x 

Rpta;  yp  =^e~ix 
Rpta:  yp  = 2x"elx 

J x 

Rpta;  y p = (3x“  + 2x)e 
x3 

Rpta:  yp  = 5-—e2x 

x2e~x 

Rpta:  yp  = — \-3x~6 
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© 

( D~  -4)y  = \bxe  2x  + 8x  + 4 

Rpta: 

yp  = -(2a-  + \)(xe  2a  + 

® 

(D~  -4D  + 4)_y  = 6x2e2' 

Rpta: 

II 

ni 

K> 

@ 

(D-3)2  y = eix 

Rpta: 

■33 

II 

^ | ~~ 

Ul 

© 

D(D-2)y  = e2x 

Rpta: 

X 2.v 

© 

D~(D  + l )y  - e x 

Rpta: 

y,  = xe  * 

© 

( D~  +4D  + 5)v  - 4e  ~x  cosx 

Rpta: 

~ -2x 

y p = 2xe  sen  x 

@ 

(D2  - 4D  + 1 3) y = 24<?2*  sen 3x 

Rpta: 

yp  = -4xe  cos3x 

© 

(D2  - 3D  + 2) y = 12xe~x 

Rpta: 

yp  = 2(6x  + 5)é? 

© 

(D“  + 4)y  = 12(sen  x + sen2x) 

Rpta: 

yp  = 4 sen  x - 3x  eos  2x 

© 

(D~  + 4)  v = 20{e  -cos2x) 

Rpta: 

y p =4e'  -5x  sen2x 

© 

( D~  + 16)  y = 8(x  + sen  x) 

Rpta: 

^ = *•(“■  cos4x) 

© 

i 

( D + 4)  y = 8 sen  .v  eos  x 

Rpta: 

v = -x  cos2x 

© 

(D“  + 4 )y  = 8 cos“  x 

Rpta: 

y = 1 + x sen  2x 

© 

(D2  + D2  +D+\)y  = 2e2' 

Rpta: 

2 2/ 
v = — e 
■p  15 

© 

(D-\)\D+l)y  = -2e 

Rpta: 
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II. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


( D ' + 4 )y  = e" 

(£>4  - l)_y  = 2senh< 

D2(D  + 2)y  -2  + e 1/2 

(D2  + \)y  = 3t4 

( 2D+\)y  = (t-3)e~' 

( D2  - 3Z)  + 2) y = 2 + 1 
( Z)4  +2  D1  + 1 )y  = eos  t 


Rpta:  vp  = — 


Rpta:  >,/,=-.coshí 


„ t1  >6  4 

Rpta:  yp=  — +—e  - 
4 4 


Rpta:  yp  = 3t  - 36 i + 72 


Rpta:  yp  = (1  - t)e 
1 — 2í 


Rpta:  y = 


' 4 


Rpta:  y = — .eos/ 


2 

(D ’+  \)y  = 3sen  2t  - 2 cos2/  Rpta:  = -sen  2/  +~cos2/ 

Hajlar  la  solución  general  de  las  ecuaciones  diferenciales  siguientes: 


(D2  -5D2  +8£)-4)>’  = e2x 

(D2  -3D  + 2)y  = ex  +e2x 
D2(D-2)2y  = 4$e2x 
(D~  4*  16 )y  = 14cos3x 

{D2  + 3D2  -4)y  = xe'2x 

( D2  - 4D  + 1 3) y = 24e2x  eos 3.V 


Rpta:  y = c,ex  +c2e2x  +c3xe2x  +:-^-e2x 
Rpta:  y = (c,  - jc)^  + (c2  + jc)^ 

2 3 2x 

Rpta:  v = Cj +c0x  + (c3 +c4x  + c5x" +2x  )e 

Rpta:  y = c,  cos4x  + c2  sen4x  4* 2 cos3x 

Rpta:  y = c]ex+c2e  2x  +c^xe  2x  - — (x3  4-  x2)e 

Rpta:  v = e“x  (Cj  cos3x  + c,  sen3x  4-  3cosx) 
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© 

© 

@ 


@ 

@ 

@ 


(D2  - 4D  + 1 2)y  = 24e2*  cos3x 
( D 2 + 4)y  = 2cosxcos3x 
(D~  +25)  y = sen5x 
D(D~  + \)y  = senx 

(D2  ~9D  + \S)y  = ee~3X 

D~(D~  + 1 )y  - sen  x 

(D2  + D+2)y  = 2{\  + x-x2) 

•*  *> 

(D~  - 1 )y  = sen'  x 

(D2  -l)y  = (\+e~xy2 
(D“  -3 D + 2 )y  = sene 

(D¿  + D + \)y  = e3x  + 6ex  - 3e 
( D 3 + 2D~  -6£>  + 8);/  = xe  3jr 
(D  + 1)  y = cosx 

(D*  + 4)j>  = sen  2x 


2 

Rpta:  y - e (c,  eos  3x  + c?  sen 3x  + 4x  sen  3x) 


^ ^ ^ x cos4x 

Rp ta : y = c,  eos  2x  + c7  sen  2x  + — sen  2x 

1 2 4 12 


Rpta:  y = c]  eos 5 x + c2  senSx  - O.lxcosSx 


Rpta:  y = c{  + c2  cosx  + (c3  )senx 


e'3’ 

Rpta:  y = qe3x  + ( c2  + — - — )e6r 


Rpta:  y = c,  4-  c2x  + (c3  + — ) eos x + e4  sen  x 


r*  , JC  -2*  2 

Rpta:  jy  = e{e  +c2 e + x 


n x x 1 cos2x 

Rpta:  y = c,e  +c?e  — h 

H 1 2 2 10 


Rpta:  y = clex+c2e  x -\+e  *ln(l+e  ) 


n j.  x 2.r  2x 

Rpta:  y - cxe  + c2e  -e  sene 


r3x 

2'  + 15  Rpta:  v =- — + 2ex  -e~2x  +5 
p 13 


-3* 

Rpta:  y = clei  + c2e4x  + c3e~2*  - - -(28x  + 34) 

1 X4 


Rpta:  y = ¿c( x)  + — (eos  x- sen  x) 


Rpta:  y = <f>c{x)- 


x eos  2x 


4 
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® 

0 

@ 

© 


(Z)3  + D~  + D+  1)>>  = e*  + e * + senA 


(D~  -\)y  = x sen  3a 


1 — x 

Rpta:  y = #_ía)  + — (ex  + 2xe  x)  — (sen x + eos a) 

4 4 

_ _T  25,r:-13  3x 

Rpta:  y = c]e  +cxe sen3x cos3a 

11  250  25 


, * ^ ^ _2v  30a - 7 _ 5a- 12 

(D  + 3D  + 2)y  = a sen  2a  Rpta:  y = c}e  + c2e eos  2 a — sen  2a 


200 


100 


D\D2  -\)y  = x2 


Rpta:  (x)  - —i—  (jc6  + 30jc4  ) 

3oU 


(D“  -2 D~l)y  = ex  cosjc 


Rpta:  y = <f>c(x)~ 


e cosx 


( D 2 - 4D  + 3)y  = 2xe*  + 3e*  eos 2a 


3*  ^ 

Rpta:  y = cxex  + c2e**  + (a2 -a)  — ex  (eos  2a  + sen  2a) 

2 8 


(D3  -2D  + A)y  = xA  +3x2  -5  + 2 


_2,  ,,  x x4  x3  3x2  5x  7 

Rpta:  _K  = c,e  +e  (c2 cosx  + c3 senx)  + — + y + — -~ 


(Z)‘  + 2)y  = x3  +x~  +e  ~x  + cos3jt 

1 i 2 e"lx  eos  3.x 

Rpta:  y = <pc(x)  + -(x-'+x  -3x-l)  + — — 

2 o / 

(£>2  +5D  + 6)>»  = e~¿x  sen2  x(l  + 2tgx)  Rpta:  y = <f>c{x)  + e 2x  igx 

(D2  + D)(D-  2)3(y)  = e2x  + e~x  sen  3jc 

€~X 

Rpta:  y = c0  + c¡e~x  + (c2  + c3x  + c4x2  )e2x  + — e~2x  + (6cos3x-3sen3x) 

36  7860 

A'3  4 x 1 

(D2  +6D  + 9)(y)  = 2xe3x  +9x2 -3  Rpta:  y = (c0  +cxx)e3x  + — e3x  +x2  + — + - 
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(£T  + 6D  + 9)(_y)  = 2e  sen* 


3t  -2j 


Rpta:  y = (c0+c ^x)e  -e  eos* 


(£>3  +6D2  + 9D)(y)  = xJ  + ex 


Rpta:  y — Cq  “F(C|  + h 1 h 


4 2x3  3a2 


24 


4 36  27  27  2165 


[(D-  1)(3-  D)(4  + D)(6+  £>)  -40](_y)  = e”.vcos(-2x) 

y1 121  + 12 y,l0)  + 48_y(S|  + 65y(6)  + 12>,(4)  + 48yt2>  + 64  y = eos  3a  - sen  a 


(64Dh  +48D*  + 12£>'  + D' )( y)  = sen(A / 2)  + cos(a / 2)  + e 4 
D2(D4  -4Z73+6Z72  -4D  + l)(y)  = (A2  +l)(l-eA) 

(D3  - D~  - D + l)(_y)  = 7 - 6.v  - 3a2  + a3  + a V* 

(Z38  - 2 D4  + 1)(  y)  = (2a  - 1)  cosh2  a (40)  y<l00)  + 100y  = cosa  + a100 

(D1  + 64)30(^)  = cosh*  + cos8  + sen  8* 

(D-l)3(£)-2)4(D-3)3(y)  = e (2-3a  + 4a2)  + <+(3-2a  + a2  -a3)  + aVv 
(D  - 2)(D~  - 2 D + 5)~(>>)  - xex  eos 2* 

(D2  - 2D  + 2)“(  y)  = ex  (2* eos*  - 6 sen*)  + xe 
/5>+4y(4,+14y(3,+62y(2)  +149y(l)  + 149y  + 130y  = e +a 
y 111  - 2 ylV  + y - cos4*  + sen  6* 
y + 9 y +24  y +16 y = e i- x 

y ;,/  + 1 3 y*  1 + 6(h’ +11 2 v A + 64>-  = e ¡ * + eos*  + sen  * + cosh  5* 
ytx  +3yJ///  +&y*11  + 16 y + 23y*  +29 y^  + 18y/W  + 20y^  + 12j^  + 4j;  = e *+4senh* 
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(50)  y02)  + 21y(10)  + 147  y(8)  + 344  v(6)  + 21y<4)  + 147y(2)  + 343  v = 4 + cos2* 

(51)  (D5  + 2Z)3  + 10£>"  + D + 10)y  = O 0)  (D:  + l)y  = 2 sec'  x 

(D9  -4D)y  = 6e~' -3e\  y = 7,  Dy  = 9,  D2y  = 19  Cuandox  = Ln2 
@ ( Z)9  + 4D) v = 8 eos 2.v  + 4 0)  (D4  - D3 -7 D2  +3D)y  = e3V 

@ (D4  -2£>3  + 2£>2  -2D+  \)y  = ex  cos2x  @ (£>3  - D)y  = 1 +x5 

0 (3D4  + 8D3+6D2)y  = (jc3-6.v2  +12.v-24)e'r 

(0  (DS +8£)4  + 17)  = e2lc +cos3a'  (0  Di(D2  + 1)4  y = sen.v  + cosx+  1 

0 (D5  +4Z54  + 14D3  +62D2  + 149D+ 1 30)y  = óOe100* 

III.  Resolver  las  ecuaciones  diferenciales  siguientes: 

(7)  x1  y "+  xv '+  4y  = sen(ln  x)  Rpta:  y = c,  cos(2  ln  ,v)  + c2  sen(2  ln  x)  + ^sen(ln  x) 


x~y"+7xy'+5y  = x 


_ C,  C-,  X 

Rpta:  v = — + — V + — 

■ H \xf  12 


@ 3x~y'  ’+l  2jry'+9y  = 0 


yr  yr 

Rpta:  >•=  -cos(—  ln  | x|)  + — ^sen(— -ln  | x |) 


\x\* 


r\2 


® 

© 


x 2 y '-3xy+4y  = ln  x 


„ 2 ? , ln  x 1 

Rpta:  y = c}x  +c2x“  lnx  + —^—  + — 


(£)4  + 8Z)2  + 1 6) 3 (.v ) = cos5x  + sen 2x  + e 3* 

Rpta:  yí  = (c¡  + c:x  + c3x"  + c4x3  + c5x4  + c6x5)sen2x 


•-3x 


cosSa  a sen(2x-3/r)  e ‘ 

+ si: — +7^f  ; J = 


21* 


4.6! 


03)° 
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(6)  x2  v 2xy ’+  2y  = 3x2  + 2 ln  je  (7)  oc2>,"+rv'+4v  = sen(lnA:) 

^i)  >»”+— : — + 1 — 1 — r-  = (x  + a)_i  cos(31n(jr  + a)) 

w x + a ( x + a )2  (x  + a)' 

(5)  x2ym+  4xy'+2y  = cosx  + — (Ío)  x2  y"'+2x2  y’-xy'+y  = x1  Lnx 

(n)  x2 y m+  xy'+  4 y = cos(2 ln x)  @ x2y”+4xy,+  2y  = 21n2  x + Ux 

(Í3)  ( a:  + 1 Y y "+  (x  + 1 ) 2 y' "+  3(x  + 1 )y' &y  = — - 

(*  + l)3 

(Í4)  (2x  + \)Ay”+3(2x  + \Yy'+(2x  + [)2y  = 6\n(2x+]) 

@ r3v 4 x2y "+  8x>‘  87  = 4 ln  x + cos(ln  x4 ) + sen(2  ln  x) 

(7ó)  x2  y "+  .rv '+  9 y = sen(ln  x3 ) + cos(ln  x3  ) 17  x2j'",+  x},n+4v,  = l + cos(21nx) 

'^18)  x3D3y  - 3 x~D~y  + 6 xDy  - 6 v = óOx*  + 12.r 18 

0)  x4>-/l  - 6x2  y 1/1  + 1 Sx2y11  + 9 xy‘-  9 y = cos(ln  x)  + x 4 + sen(ln  x3 ) 

(20)  (D  - l)(_y)  = cosx  + cosxsenx  + x3^*  (21)  (D4  +SD~  +32)  = xex  + 1 

(22)  y'  + 9yV  +24y''+l6y  = e2*  + x1  (n)  (Db  + l)2  (y)  = ex  + x24 ) 

(24)  (3x  - 1 )3 y'V  + ( 3 - 9x)2 / "+( 3x  - 1 )>■' ' = 36x2  - 24x  + 4 


( D 2 + 81)8(>’)  = cos(9x  + b ) + sen(9x  + 2 - bl ),  donde  b es  cualquier  constante  real. 
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CAPÍTULO  VII 

7.  ECUACIONES  DIFERENCIALES  DE  COEFICIENTES 

VARIABLES 

Las  ecuaciones  diferenciales  de  orden  n,  de  coeficientes  variables  son  de  la  forma: 


, dnv  dn'y  , dy 

a„  (* )— ■-  + a„_,  (x)-¿z¡- + ... + a,  íx)  — + «o  (x)y  = /(*) 

ítc"  <¿vn  1 í/x 


(I) 


donde  a0(x),a,  (x), ...an(x),  f(x)  son  funciones  de  variable  real  x,y  continuas  en  un 
intervalo. 

Suponiendo  que  an  (.v)  * 0,  entonces  la  ecuación  ( 1 ) se  puede  expresar  en  la  forma: 


.n-l , 


dny  .dL  y 

- + &(x) y 

dx*  1 dxH~l 


+...  + b„ 


í(x)^-  + b„(x)y  = g(x) 

dx 


- (2) 


La  solución  de  la  ecuación  (2)  es  la  suma  de  la  solución  general  y . de  la  ecuación 

diferencial  homogénea  correspondiente,  más  una  solución  particular  de  la  ecuación 
diferencial  correspondiente. 


Si  V ¡ , >’2  • • - )’*  es  un  sistema  fundamental  de  soluciones  de  la  ecuación  (2)  entonces  la 
solución  particular  de  la  ecuación  (2)  es: 


yp  =Ci(x)>’1  +c2(x)y2+...+cn(x)yn 
donde  ¿\  (jc),  (jc)  son  funciones  incógnitas  de  x por  determinarse. 
Para  determinar  las  funciones  incógnitas  se  forma  e]  siguiente  sistema: 
Sea  c{  (x)  Vj  + c2  (a)js  +. . .+cw  (jc) yn  = 0 , entonces: 


...  (a) 


L 
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.Vi c \ (x)  + y2c  ’2  (*)  + ...  + ytíc  (x)  = O 
v c \ (x)  + y'2c'2(x)  + ...+  y \c'  (x)  = O 


{py 


r 


c¡  = J /]  (jc)fifar , este  resultado  se  sustituye  en  (a)  obteniéndose  la  solución  particular  yp 
Veremos  para  una  ecuación  de  2do.  orden. 

y"+p(x)y'+Q(x)y  = /?(*),  donde  y¡,y2 , es  un  sistema  de  soluciones. 

Luego  la  solución  particular  es:  v = c¡(a)  vj  + c2  (x)y2 

donde  c]  (a:),  c2(x)  son  funciones  por  determinarse  para  esto  formaremos  el  sistema 
siguiente: 


^V,c'1(.v)  + >'2C'2(.t)  = 0 
[J'*,  c',(.v)+  v'2c ',(*)  = R(x) 


y\  0 

y\  R{x)  /?(jr)^,  [R(x)yxdx 

— — “ — r =>  c2(x)  = - I — 
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Solución 

La  ecuación  diferencial  dada  se  puede  escribir  en  la  forma: 
2 sen  a , sen  a + eos  a 

y + y y = e (eos  x - sen  x) 

eos  x - sen  x ' eos  a - sen  a 


La  solución  particular  es  y = c{  (a) y,  + c2(a) y2 
donde  c,  (a),  c2(a)  son  funciones  incógnitas  de  x por  determinarse: 
ív,c'i(.v)  + ^2c'2(.v)  = 0 

Luego: 

( y 'j  c \ (a)  + y '2  c S (a)  = ex  (eos  a - sen  a) 

j ex  .c (a)  4-  sen  a.c  2 W = 0 

[ex  .c  ’j  (a)  + eos  a.c  '2  (a)  = ex  (eos  a - sen  x) 


0 

sen  x 

ex  (cosa- 

sen  a) 

COSA 

ex 

sen  a 

ex 

COS  A 

C,  (a)  = COSA 


ex 

0 

ex 

ex  (eos  a - sen  a) 

ex  sen  a 

eA  eos  a 

c2  (A)  = cA 


© 


Luego  la  solución  particular  es  y = ex  cosa  + ex  sen  a y la  solución  general  es: 
v = c,c'  -t  c\  sen  jr-f/  cosa  ♦ e'  sen  a 

22  2 

3 3 x *■  X*  ~ f 

Resolver  la  ecuación  diferencial:  xy"-y'-4x  y-  16a  e ' , y¡  = e , y2  = e 


v 


I 1 1 J 

" — y 4a*  y = 1 6a  e 
x 


Solución 

La  solución  particular  es:  y = cx  ( a)#v,  + c2  (A)y2 
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donde  c]  (x),c2(x)  son  funciones  por  determinarse: 


Luego: 


ex  c\(x)  + e 1 c’2(jc)  = 0 


,3  _A* 


, de  donde  se  tiene: 


2xex  c\(x)-2xe  x c'2(x)  = i6x  e 


c'|  (*)  = 


0 é* 
16xV  -2xe  ' 


c'2(x)  = 


t* 

e 

e ' 

2xe'2 

2xe~x 

•> 

eT' 

0 

2xe': 

\6x*ex 

e 

% 

e* 

2xe'1 

2xe~'' 

= 4x  =>  c,  (jc)  = 2x 


= -4xe 


2x 


c2(x)  = -e 


2.v* 


Luego  v -2x2 ex  -ex  y la  solución  general  es:  y ~ cxe  +c2e  -e  + 2x~e 


d*y 


dy 


TEOREMA.-  Mostrar  que  la  ecuación  diferencial  — — + ^(jc) — + Q{x)y  = 0 se 


dx 


dx 


transforma  en 


d'u 

dx2 


+ f(x)u=  0,  haciendo  el  cambio  de 


variable  y = u(x).v(x),  y escogiendo  V(x)  en  forma  apropiada 

Demostración 


Sea  y - u v 


dy  __  du  dv 
— = V — + w — 
dx  dx  dx 


d2 y d2u  ^dit  dv  d2v 

— f = v — r-  + 2 + m— - 

dx 2 dx~  dx  dx  dx2 


ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial  dada. 

d2u  _ du  dv  dmv  _ w du  rfv  . 

y r*2TT  + H — — + ) + (?(.v)nv  =0 

dx~  dx  dx  dx  dx 
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d'u  ,d~v  _ dv  _ „ , dv.du 

r+( — 7-  /’  i vi  — * £2(.v)v)n  • (/'(vh  -2  — )— =0 

dx'  dx'  dx  dx  dx 


d2u  1 d2v  P(x)  dv  2 dv.du  . 

— + ( r + — — + 2M)h  + (/>(*)+-— )— = 0 

dx‘  v dx~  v dx  v dx  dx 


(1) 


ahora  daremos  la  forma  deseada,  escogiendo  v(x)  de  modo  que  P(x)  + — — = 0 . 

v dx 


, , 1 dv  1 „ 

donde = — P(x)  entonces  ln 

v-  dx  2 


v = — ■”  jV(  x)dx  de  donde  v = 


-T  \Píx)d< 

e ¿J 


Luego  la  ecuación  (1)  se  reduce  a: 


d2u  1 d2v  P(x)  dv 

— + ( y+-L-L  — + Q(x))u  = 0 

dx'  v dx'  v dx 


...  (2) 


haciendo  f(x)  = — + -~X~  — + Q(x),  la  ecuación  (2) 

v dx'  v dx 


queda  en  la  forma: 


d2u 


— — + f(x)u  = 0 
dx' 


Ejemplo.- 


Resolver  la  ecuación  diferencial 


d2u 

dx2 


■2±  + ,--0 

dx 


Solución 


A la  ecuación  diferencial  dada  escribiremos  así: 


d ' v 2 dy 

—+~—+y  = ° 

dx'  x dx 


„(1) 


2 

donde  P(a  ) = — y Q(x)  = 1 ; haciendo  el  cambio  y = uv 
x 


donde  v 


1 - í—  . i 

= e 21  = e i x _ e.  in  a-  _ 


t * . • .3  > .2  2 2 

/(*)  = — + J>-  + 0(x)  = ^ + -(- f-)+l  =—  + 1 = 1 

V V 1 X 1 x~  JT* 


...  (2) 


de 


x 


x 
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d~l4 

como  la  ecuación  (1)  se  transforma  en  la  forma  — — + f{x)u  = 0 entonces  — — + u = 0 


dxL 

de  donde  P(r)  = r 2 + 1 = 0 , cuyas  raíces  son  rx  = / , r2  = -i 


dx¿ 


La  solución  es  u - c{  eos  x + c2x  como  y = uv  = — =>  u = xy 

x 

. La  solución  es  xy  = q eos  jc  + c2  senx 

Observación:  Si  Vj  es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial 

y"+p(x)y'+Q(x)y  - /?(*)  se  puede  determinar  la  segunda  solución 
_y2  de  la  ecuación  diferencial  mediante  la  expresión:  y2  = H*)yi 
donde  v(x)  es  una  función  por  determinar. 

Teorema.-  Si  Y¡  es  la  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial 

d2  y dy 

-JL  + P(X)-±  + Q(X)y  = 0 

dx2  dx 

- [p(x)dx 

Demostrar  que  K = cY \ I dx  es  también  solución  de  la  ecuación  diferencial 

J Y? 

Demostración 

Como  Yl  es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  entonces 
} + P(x)Y]  4-  Q{x)Y{  =>  0(Io  verifica) 

de  acuerdo  a la  observación  se  tiene  Y = Y¡z  es  la  solución  general  donde  z es  la  función 
incógnita  derivando  se  tiene  Y'  = Y¡  z1  + Yx  ’ z 

rM=rlz,,+2rl,z,+y1,,z 


ahora  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial 

y1z,,+2y],z,+r1Mz+/>(x)(y1z,+y1,z)+e(x)y1z  = o 
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y, z •+  (2 y,  v P(x)Yx  )z '+  (y,‘  + P(x)Yx  •+  ewy, ) z = o 


y,z"+(2y1,+/j(x)y1)z'=o  =>  z"+(2^-+p{x))z'  = q 


(i) 


haciendo  z’  = u =>  z"=u’  reemplazando  en  (1)  se  tiene: 

2Y ' u’  2Y,  ' 

w'  + ( — —+  P(x)+)u  = 0 =>  — = ( — — + P(;t))  integrando  lna  = 21ny¡  | P{x)dx  + c. 


y.  « jí 


«■  ■ í 


lnwy,  = P(;c)<¿c  + q levantando  el  logaritmo 


uYr  =e 


|/>(;r)í¿t+c1  - Í/,(x)í¿c 

J = c.e  J 


fp(x)<¿r 


entonces  « = im- 


pero u = z 


A 


P(x)dx 


z'  = c integrando  se  tiene:  z 


=cl 


/’ÍjrJíír 


- dx  + c,  como  y = y,  z 


.-í 


.-í 


P{x)dx 


y = Y\[c  dx  + cl]=c.Y]  j dx  + cxYx 

J Y]  J Y] 

Se  observa  que  la  segunda  solución  de  la  ecuación  diferencial  es  dada  por: 


P(x)dx 


-dx 


Ejemplo.-  Hallar  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial 


(1  - x2 ) — ^ - 2x  — + 2j>  = 0 donde  Y!  = x es  la  solución  particular. 
dx2  dx 

Solución 


de  acuerdo  al  teorema  anterior  la  segunda  solución  es:  Y2  = cY{ 


JH? 


P(x)dx 


■dx...(  1) 
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Luego  a la  ecuación  diferencial  expresaremos  en  la  forma. 


«■/“  y 2\  dv  2 -2  v 

— 7 — + y = 0 de  donde  P(x)  = , ahora  reemplazamos  en  ( 1 ). 


dx"  1 - x~  dx  1 - j 


\-x* 


\ P{  A'  )dx 


v v fe  j J r^1--  J [e , r 

= I dx  - CX  I ; dx  =cx  I dx  = cx  I' 

J Yr  i x-  Ja2  J 

Y2  =cx(  f[-L + !(-!-)  + i (— í— )]rfr) 

j x*  2 1 - x 2 \ + x 


dx 


Jaí(1-.v2) 


y 2=C.v[-i-i|n(l-A)  + l|n(l  + A)]  =>  y2=c[-l+Jln(^)] 

x 2 2 2 1-x 

JC  1 4-  x 

Luego  la  solución  general  es  + 02.^  • Y =CiX  + c2(- 1 h — ln( )) 

2 1 -x 

Ejemplos: 

© Hallar  la  segunda  solución  de  la  ecuación  diferencial:  >>"-4xy  + (4x2  -2)y  = 0 donde 


4>,  (*)  = *'' 


Solución 


2 2 X-2 

Sea  02(jr)  = ve*  donde  v’=u  derivando  se  tiene:  ^'2  (x)  = vVr  + 2xi’e 


^"2(x)  = e<  v"+4xe*  v'§(4x2  + 2)e'  v,  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial 

22  2222 

ex  \'"+4xe*  v’+(4x2  + 2)e'  v-4xe*  v*-8x"e*  v-2c'  v = 0 


ex  v1  ’+(4x  - 4x)e*  v’+(8x  -8a‘+2  — 2)ex  v = 0 
de  donde  e*V  = 0 ->  v"  = 0 ->  «’=  0 


u = 1 pero  v*  = u ->  v*=  1 — > v = x 

Luego  la  segunda  solución  es:  <¡)2  (x)  = xex 


2 
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y la  solución  general  es:  y = cxe*  + c2 xe' 

Resolver  la  ecuación  diferencial:  y".y'+ye2x  - xe2x  - 1 , yx  = sen  ex 

Solución 

Sea  y-,  - yxv,  la  segunda  solución  de  la  ecuación  diferencial  homogénea. 
j>7=sener.v  =>  y'2  - v' sen ex  + cose'  .e'v 

it  A »i  a .Y  \ i A / X X A v a 

y 2 = sene  .v  +2e  cose  .v+e  (cose  -e  sene  )v  - ü 
Luego:  sene*  .v'M^e*  cose1  .v'+e* [cose'  -e*  sene']v  = 0 
simplificando  se  tiene:  sen  ex  .v"+(2eA  cose*  -sene*)v’  = 0,  v'-u 

sene' .w"+(2er  cose*  -*  sene*  )n'=  0 =>  — + 2eAc  tge'  -1  = 0 , integrando  se  tiene 

u 

In  u + In  sen2  ex  = x =>  ln  w.sen"  ex  = x =>  wsen2e*=e* 
u = e*  esc"  ex  =>  v ' = ex  esc"  e* 

x t x eos  e x 

v - -e  tg  e como  y^  - sen  e v =>  >s  = ~ sen  e =>  = _ cos  e 

sen  ex 

Luego  la  solución  complementaria  es:  yg  = cx  sene'  + c2  cose* 

Ahora  hallaremos  y por  método  variación  de  parámetro: 

I sen  ex  u ’j  + cos  exu\  — 0 

[e*  cose' u ' —ex  sene'w'2  - xe2'  -1 

cos  e T cos  ex 

u \ = xex  cos  ex — =>  u \ = xex  cos  ex , integrando  se  tiene: 

ex  ex 
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f x sene*  , fcose" 
uy  = Asene  - le  dx~  I 

Je'  J e' 


. r eos  e 

dx  - x sen  e 


x COSe  * * . -ir- 

u2=xsene  + , como  >•  =«,sene  +«2cose  se  tiene:  y =■  a ai  simplificar 

e' 


© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


Luego  la  solución  general  es:  y = x + c}  senex  +c2  cose* 


EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones: 

2 2 ^ 2 

xy"-y'-4x  'y  = \6x  ex  , y -ex  , y = e~x  Rpta:  y = cxe  + c2e  * + (2a~  - l)e 
a(1  - x In  a)v"+(1  + x1  ln  Jt)y-(A  + l)j>  = (1  - xln  x)2  ex  , y¡  = ex , y2  = ln  x 


Afc(ln a-1)>'"+a>,,+  ^ = 0,  y]  — x 


Rpta:  y = qex  +c2  ln  a + ex (a  + x ln  x + ln  a) 


Rpta:  y - q ln  x + e2  a 


2 2 
y' ’±(tg  a - 2c  tg  x)y+2c  tg  x.y  = 0 , yx  - sen  x Rpta:  y = q sen  a + c2  sen  a 


x2 y"-xy'-3y  = 5x4 , y,  =- 


n 7 c2  4 

Rpta:  y-cxx  + — + a 


a(a-1)v,,-(2a-1)^'+2>’  = a2(2x-3)  , _y,  = a2  Rpta:  y = a3  + CjA2  + c2(2a  - 1) 


(A-l)y-Ay+j;  = (A-I)2.ex,  yx  ~ex  Rpta:  y = qx  + c2e'  + (—  -A)ex 


v"“2a^'+2j;  = 0 , y}  = x 
xv,,-(A  + l)y+iy  = 0,  y¡  -ex 

x yx ' + 2y  + xy  - 0 


Rpta:  y2  = x 

@ x2y’-7xy+i5>  = o,  =x3 

e.  eos  a c?  sen  a eos  a 
Rpta:  y- f 


2 


2 


2 
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@ 

sen x./'  + 2cos;t./.sen x.y  = 2cos2jc,  tal  que  y(^)  = 1 , y'(^-)  = 0 

n 1 - eos  2x 

Rpta:  y = 

2 sen  x 

© 

y"-4y'-12y  = 0 , y,  = e6v 

Rpta:  c}ebx  +c2e2x 

© 

x2y"+2xy,-2y  = 0,  =x 

Rpta:  y = c{: c + — 

X" 

© 

> 

cos‘  x.y"-  sen*  cosx.y*-}'  = senx,  y]  = secar,  y2  =tgx 

© 

(x  * D 2 - 2 xD  + 2 )y  - jc3  ln  jc  , sabiendo  que 
homogénea 

y g = c¡  x + c2 x es  la  solución  de  la  ecuación 

© 

(jc4  x3)y"+(2x3  ~2x2  x)y’y  = ^— ^ , 

JC 

1 

y\  =- 

X 

© 

xy"  - y'  - 4x3 y = 0 , y,  = ex‘ 

@ (\-x2 )y’ ’-2xy'+2y  = 0 , y,  = x 

© 

(2x  + l)y"  + (4x-2)y’  + 8y  = 0,  K,  = emx 

© 

y”  + y'tg x + yeos2  jr  = 0 , = cosx(senx) 

© 

x4y"+2x3y'+y  = x 2 , K,  = sen(-) 

X 

© 

(l  + 2x)y"  + 4xy'-4y  = 0,  Yi  = e~lx 

(24)  (l-x2)y"-2xy'  + 2y  =0 

@ 

(x  + 1 ) 2 y"  - 2(x  + l)y'  + (x 2 + 2x  + 3)y  = 0 

7.1. 

APLICACIONES  DE  LAS  ECUACIONES  DIFERENCIALES  DE 
SEGUNDO  ORDEN.- 

1er  Problema.-  Trayectoria  de  un  proyectil. - 


Consideremos  un  proyectil  de  peso  p lanzando  con  un  ángulo  a sobre  el  plano  vertical. 
Estudiaremos  la  forma  de  una  trayectoria,  despreciando  la  resistencia  del  aire. 
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A causa  de  la  dirección  de  la  velocidad  inicial  v0,  el  proyectil  tiende  a elevarse  pero  como 
consecuencia  de  la  fuerza  vertical  de  la  gravedad  p = mg.,  la  trayectoria  se  curva  hacia  el 
suelo,  ubiquémonos  en  el  punto  M de  la  trayectoria,  al  cabo  del  tiempo  t después  del 
lanzamiento,  y sean  x e y las  coordenadas  de  ese  punto.  Como  se  observa  en  la  figura. 
Como  la  única  fuerza  aplicada  al  proyectil  es  la  gravedad,  proyectamos  éste  sobre  los  dos 
ejes  aplicando  la  fórmula  fundamental  F = ma: 


Sobre  el  eje  horizontal 


Sobre  el  eje  vertical 
Con  el  signo  % puesto  que 


d~x 

m — - = 0 
dt2 


d2  y 

m — r = -P  = ~mg. 
dr 


la  fuerza  p actúa  en  sentido  contrario  al  positivo  de  y,  resulta. 


d~  x ^ , , , dx 

— r-  = 0 , de  donde  — = c = vn  eos  a x = vn  eos  a.t  + c 

dr  dt  0 0 


entonces,  para  t = 0,  x = 0 de  donde  c = 0 

Obteniendo:  x = v0r  eos  a ...  (1) 


También: 


dy 

= ~g  =>  — = ~gt  + c 

dt 


dy 

para  t = 0,  y como  — que  es  la  proyección  vertical  de  la  velocidad  v0  es  igual  a v0  es 
dt 

dy 

igual  a v0  sen  a de  donde:  \\}  sen  a = 0 + c =>  — = -gt  + v0  sen  a 

dt 
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que  al  integrar  se  tiene  -g  — + v0  sen  a + K 


para  t = O,  y = O se  tiene  k = O de  donde  y = -g  — + v0  sen  a 


...  (2) 


de  la  ecuación  (1)  y (2)  se  elimina  el  parámetro  t 


1 Sx  2 , 

y = — + x tg  a = ~ax  + bx 

s O 2 2 

¿ vft  eos  a 


que  representa  una  parábola  de  eje  paralelo  al  eje  y,  pasando  por  un  máximo. 

2do  Problema.-  Problema  del  resorte  vertical. -1 
i 

Un  peso  p es  atraído  por  un  punto  fijo  A proporcionalmente  a la  distancia.  Cuando  este 
peso  se  coloca  en  “O”  a una  distancia  OA  = a y debajo  del  punto  A,  la  atracción  de  A 
sobre  el  peso  p es  igual  y opuesto  al  peso  p. 


Hallar  la  ecuación  del  movimiento  del  peso  p. 

Suponiendo  que  se  le  abandone  sin  velocidad  inicial  en  el  punto  A.  ¿Cuál  es  la  duración 
de  la  oscilación  del  peso  p y cual  es  su  velocidad  cuando  llegue  a O?  No  se  considera 
resistencia  «del  aire. 


Llamamos  x a la  distancia  del  peso  p al  origen  A,  en 
un  instante  cualquiera  y contemos  positivamente  hacia 
abajo  se  tiene  p = mg. 


Además  la  fuerza  atractiva  hacia  A es  de  la  forma  -kx, 
dirigida  en  sentido  inverso  al  peso,  y la  ecuación 
fundamental  es: 


de  las  fuerzas  = mr,  nos  da: 


d2x 

mg  - kx  — m — — 

dr 


a 


A 

O 


P 


por  otra  parte,  de  acuerdo  con  el  enunciado,  se  tiene  en  O mg  - ka 


mg 


de  donde: 


u 
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d~x  mg  d~x  g 

m — r + x = mg  ~>  — r + — x = g 

dr  a dt~  a 


ecuación  fundamental  de  segundo  orden  incompleto,  cuya  solución  es: 


x = M eos  t — / + N sen , — t + a 


dx 

para  t = 0,  x = 0,  así  como  — se  tiene  M = -a  y N = 0 , de  donde 
H dt  y 


ij 

x = a - a eos  J— / 

Va 


dx 

~dt 


= \[ga  sen 


•••(I) 


por  lo  tanto  el  movimiento  x = f(t)  es  sinusoidal  y el  peso  p oscila  de  0 a 2a.  el  período  es 

r,2l  = Jí  = 2^IE 

\g 


' £ 


n a 


En  0,  x = a y de  acuerdo  a la  ecuación  (1)  se  tiene:  T = — I— 

2 \g 

de  donde  la  velocidad  es  v = — = *fag 

dt  N * 


3er  Problema.-  Movimiento  de  un  punto  atraído  o repelido  por  un  centro  fijo  o, 
proporcionalmente  a la  distancia.- 

En  este  problema  consideremos  dos  casos: 

a)  El  primer  caso  de  atracción 


*o 
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Sea  P0  la  posición  normal  de  la  abscisa  x0,v0  la  velocidad  inicial  dirigida  hacia  el 
entero  O,  y llamaremos  m a la  masa  del  cuerpo. 


La  tuerza  que  actúa  sobre  el  cuerpo  es:  F = -k  x (k“  es  una  constante  positiva) 
Como  el  signo  puesto  que  f se  dirige  en  sentido  inverso  de  x. 

d2x 

La  fórmula  fundamental  del  movimiento  F = ma  dá  m — — = -k2x 

di- 


que haciendo  co2 


k2  d2x  2 . 

— se  tiene:  — — + co  * = 0 

m dr 


ecuación  diferencial  de  segundo  orden  y su  solución  es: 


x = A eos  cot  + B sen  cot  que  es  sinusoidal. 

Ahora  calculando  A y B se  tiene:  para  t = 0,  x = x0  se  tiene  A = x0 
, , dx 

Ademas  v = — = -/tensen  cot  + B cosen  cot 
dt 


y para  t = 0,  v = v0  se  tiene  v0  = Bco  =>  B - — 

co 


de  donde  se  tiene: 


jc  = x0  eos  cot + — sen  cot  = M sen(¿y/  - <p) 
co 


el  coeficiente  de  t es  la  pulsación  co,  de  donde  el  período 


2jt  \fñr  ..... 

T es:  T = — = 2 n siendo  independiente  de  las  condiciones  iniciales. 

co  k 


La  frecuencia  es  /r=  — , se  tiene  un  movimientp  periódico  sinusoidal:  es  decir,  el  más 

sencillo  de  todos  los  movimiento  periódico,  se  llama  también  movimiento  pendular  o 
movimiento  armónico.- 
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La  cantidad  x se  denomina  elongación  o amplitud  instantánea  de  la  vibración,  M es  la 
amplitud  de  y,  (p  la  fase. 

Si  en  un  fenómeno  vibratorio,  la  amplitud  instantánea  viene  dado  por:  x ^ A sen  co  t la 
dx 

velocidad  es:  v = — = Acocos  cot  y la  aceleración. 
cit 

d\*  i -> 

r-  — --Acó"  sen  cot  = -co'x  la  fuerza  que  produce  el  movimiento  (o  la  fuerza 
dt 

resultante),  es,  llamado  m a la  masa  del  cuerpo  en  movimiento  y “a”  a la  aceleración: 

F = ma  = -nm~x  = kc o2 

resultando  proporcional  mente  al  cuadrado  de  la  frecuencia, 
b)  Segundo  caso  de  repulsión 

Siendo  la  fuerza  F = +k~x 


1 ■'  J I ■ . d~x  Z7  d x 2 n / 2 km 

La  ecuación  del  movimiento  es:  m — — = F = co  x = 0 , (co  = — ) 

di1  dt  m 

y la  solución  de  — ~-co2x  = 0 es:  x = Ae + Be  “ 

J/2 


Con  las  condiciones  del  primer  caso  se  calcula  A y B obteniendo  finalmente: 


OJi  . — UH  , , tut  ~ t»! 

e -ce  v Vn  te  -e 


x = Xft(- 


-)+— (: 
co 


x xQ  eos  ¿y/  + — senh  cot 
co 


4to  Problema.-  Sólido  girando  alrededor  de  un  eje. 


d1e 


Sea  I el  momento  de  inercia  con  relación  al  eje  y — r—  la  aceleración  angular  entonces  la 

dt2e 

fórmula  fundamental  de  los  cuerpos  que  giran  alrededor  de  un  eje  es: 


/ s de  los  momentos  de  las  fuerzas 
dr 

Sea  0 el  ángulo  de  desviación  de  la  posición  de  equilibrio  y c 0 el  momento  resultante  de 
las  fuerzas  aplicadas, 
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Momento  que  supondremos  proporcional  al  ángulo  0. 

Como  este  momento  actúa  en  sentido  inverso  al  del  ángulo  0,  es  negativo,  de  donde  la 
ecuación. 


dr 


dr 


ei  movimiento  resulta  perpendicular  ó sinusoidal,  y como  el  coeficiente  de  t representa  la 
pulsación  w se  deduce  el  período. 


que  es  independiente  de  la  amplitud. 

Esto  es  lo  que  se  produce  cuando  el  par  c 0 es  debido  a la  torsión  de  un  hilo  elástico  y un 
resorte  espiral  o un  muelle,  como  ocurre  en  el  balanceo  en  espiral  o un  reloj,  o en  el 
cuadro  móvil  de  un  aparato  eléctrico  de  medida. 

7.1.1  APLICACIÓN  AL  PÉNDULO  SIMPLE.- 

Tomemos  el  ángulo  0,  el  momento  de  la  fuerza  p = mg,  que  tiende  a volver  al  estado  de 
equilibrio,  es  momento  = p . t sen  0 = mg('  sen  0,  y si  se  supone  que  el  ángulo  0 es  lo 
bastante  pequeño  para  que  se  puedan  confundir  el  seno  y el  ángulo  (0  < 1 0o  a 2 0o), 
podrá  escribirse. 


momento  = mg  í 0 = c 0 


0 


t 


P = mg 
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Por  otra  pane,  el  momento  de  inercia  con  respecto  al  eje  es  1 — m~ , el  periodo  T es,  por 
consiguiente 


T 


/ 

c 


V m S’  \ g 


->  T = 271 


5ro  Problema.-  Oscilaciones  forzadas  de  un  sistema  oscilante  cualquiera,  resonancia.- 

Considerando  el  caso  general  de  una  masa  de  peso  m,  sometida  a una  fuerza  proporcional, 
con  la  amplitud  x del  desplazamiento,  dirigida  en  sentido  inverso  y sin  amortiguación. 


d ~ x 

La  ecuación  del  movimiento  es:  m — —-~k  x,  (k~  > 0) 

dr 


d~X  2 n 

m — — + k x = 0 
dt 2 


en  consecuencia,  el  sistema  es  oscilante  y la  amplitud  instantánea  es: 


x = jc0  sen  , / — i es  decir,  una  sinusoide  sin  amortiguar. 

V m 


i kl 

Sea  y supongamos  ahora  que  este  sistema,  capaz  de  oscilar,  está  sometido  a 

m 

una  causa  exterior,  sinusoidal  y de  pulsación  co,  será  pues,  una  fuerza  impuesta  que  va  a 
actuar  sobre  el  sistema,  y si  x0  es  la  amplitud  máxima,  la  ecuación  del  movimiento  se 


convierte  en: 


d x f2  ,7 
m — r - k x - k~xQ  sen  cot 

dt' 


...d) 


ecuación  de  segundo  orden,  cuya  solución  es:  x = A sen  (cot  + cp) 

dx  d . d2x  M *»  . 2 

— = Acocos(cot  + <p)  =>  — - -Aro  sen{  cot  + (p)  = -co  x 

dt  dr 

reemplazando  en  la  ecuación  ( 1 ) se  tiene: 

t y 

- Anuo “ $en(cor  + ^>)  + A~  A sen(r/>r  + tp)  -k~x0  senr/* 
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( 


resulta  que:  para  co  < co0  el  movimiento  está  en  fase 


para  co  > co{)  el  movimiento  está  en  operación 


Si  co  = co0,  A = oc,  hay  resonancia:  ia  amplitud  del  movimiento  crece  considerablemente, 
y hay  de  enonnes  fuerzas. 

Así  la  resonancia  (mecánica  aquí)  permite,  con  fuerzas  pequeñas,  obtener  intensos  e 
incluso  violentos  efectos. 

En  radio  y con  circuitos  oscilantes  se  obtiene  efectos  análogos,  lo  que  permite  corregir 
intensas  y de  tensiones  muy  altas  o sobretensiones  útilísimas  para  amplificadores  ó 
emisiones. 


6‘°  Problema.-  Establecimiento  de  la  fórmula  fundamental  de  resistencia  de  materiales 


(flexión  de  vigas). 


Suponemos  una  viga  horizontal  apoyada  en  dos  puntos,  pero,  por  razones  de  simplicidad 
y claridad,  tomemos  antes  una  viga  horizontal  sujeta  a un  extremo  y sometido  a otro  a una 
fuerza  p. 


♦ p 
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Sea  O ó la  fibra  neutra,  donde  el  esfuerzo  es  nulo,  es  decir,  donde  la  longitud  no  cambia, 
encima  la  materia  se  estira  y debajo  se  comprime. 

Llamemos,  asimilando  la  viga  curvada  a un  arco  de  círculo. 


S 

P 

1 

y 


el  radio  de  curvatura  de  la  fibra  neutra. 

la  longitud  inicial  de  la  viga. 

la  distancia  de  una  fibra  cualquiera  encima  de 


la  línea  neutra. 


Se  tiene  para  la  fibra  media. 


¿=p6 


y para  la  fibra  a la  distancia  y,  de  la  longitud  ha  aumentado  en  á( 

í + dC  = (p  + y)0 


de  donde  d(=  vO  = y — 

P 

, , di  y 

el  alargamiento  unitario  i es  í = — = — 

C p 

denominemos  “a”  el  espesor  de  la  viga  (perpendicular  al  plano  de  la  figura)  y sea  dy  un 
pequeño  aumento  de  y. 


Sobre  la  superficie  a.dy  se  ejerce  una  fuerza  d F. 
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ay  j 

Sea  n el  esfuerzo  por  unidad  de  superficie,  n = — = 

ds  ady 

ahora  bien,  i es  proporcional  a n,  en  tanto  que  no  sobrepasa  el  límite  de  elasticidad  (la  Ley 
de  Hooke),  y puede  escribirse,  n = ki  donde  k es  una  constante,  que  ha  sido  calificada 
módulo  de  elasticidad  E. 


Sea,  por  consiguiente  n = E i 

i ) 

— = £(-)  de  donde  dF  = —ydy  ...(1) 

ady  p p 

es  la  suma  de  todos  los  dF  sustituida  la  parte  izquierda  de  la  viga  supuesta  elevada,  y 
equilibrando  con  la  fuerza  de  la  derecha. 

En  efecto,  estando  en  equilibrio  todo  el  sistema,  tornemos  los  momentos  con  respecto  al 
punto  “O”  de  todas  las  fuerzas,  y escribamos  que  la  suma  algebraica  de  todos  los 
momentos  es  nula,  o incluso  que:  I de  los  momentos  de  las  fuerzas  de  la  izquierda  = S de 
los  momentos  de  las  fuerzas  de  la  derecha. 


í 


Es  decir  I wlF  = M que  se  llama  también  momento  de  flexión. 


Multiplicando  la  ecuación  (1)  por  y se  tiene: 


aE  ^ 

vdF  - — - y~dy 
P 


f E f 

, integrando  I vdF  = M = — ¡ ay* 

Jb  * P J 


dy 


ahora  bien,  ay2 dy  es  el  momento  de  inercia  de  la  lámina  dy  con  respecto  a la  línea  neutra 
y si  se  llama  Y el  momento  de  inercia  de  la  sección  s con  respecto  al  eje  que  pasa  por  O y 
por  G. 
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"f 


ay2dy 


XI  El  , J J (1  + /2)2 

se  tendrá  M = — , por  otra  parte  el  radio  de  curvatura  es:  p = pero  como  las 

p y" 

flexiones  de  las  vigas  son  siempre  muy  ligeras,  y'  que  es  la  pendiente,  resulta 
prácticamente  nula  en  cada  punto,  por  lo  tanto  p = — , lo  que  dá  M - Ely" 

y" 


es  decir: 


d2y  M 
dx2  " El 


Fórmula  fundamental  de  la  flexión  en  resistencia  de  materiales. 

7m0  Problema.-  Cálculo  de  la  flexión  de  una  viga.- 

Consideremos  una  viga  horizontal  apoyada  en  dos  puntos  en  sus  extremos,  esta  viga  se  va 
a flexionar,  para  esto  tomemos  el  eje  de  la  viga  como  eje  de  las  x y llamemos  y la 
desnivelación  vertical  de  la  viga  en  un  punto  cualquiera,  es  decir  la  flexión. 


X 


Si  se  considera: 


I = momento  de  inercia  de  la  sección  de  la  viga  con  respecto  a su  centro  de  gravedad. 

E = el  módulo  de  elasticidad  del  metal. 

M = suma  de  los  momentos  de  todas  las  fuerzas  situadas  a la  derecha  (o  a la  izquierda)  de 
la  sección  considera  a la  distancia  x,  comprendido  los  momentos  debidos  a la 
reacciones  de  los  puntos  de  apoyo. 

P = radio  de  curvatura  de  la  viga,  en  un  punto  cualquiera  de  la  abscisa  x. 


Se  tiene  la  misma  fórmula  que  en  el  caso  de  la  viga  sujeta: 
cuya  solución  da  la  flexión  y en  un  punto  cualquiera. 


d2y  _ M 
dx1  ~EI 
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8V0  Problema.-  Vibraciones  de  una  masa  pendiente  de  un  muelle.- 

Para  formular  la  ecuación  diferencial  de  este  problema  se  necesita  dos  leyes  de  la  física, 
la  segunda  de  Newton  y la  ley  de  Hooke. 

La  segunda  Ley  de  Newton  establece  que  la  variación  de  la  cantidad  de  movimiento  de  un 
cuerpo  por  unidad  de  tiempo  es  proporcional  a la  fuerza  resultante  que  actúa  sobre  el 
cuerpo  y su  sentido  es  la  de  la  fuerza  resultante. 

J 

Expresando  en  forma  matemática  es:  — (mv)  = KF 

dt 

donde  m es  la  masa  del  cuerpo,  v su  velocidad,  F la  fuerza  resultante  que  actúa  sobre  él,  K 
una  constante  de  proporcionalidad. 

d 

Si  m se  considera  constante  =>  m — = KF 

dt 

dv 

de  donde  F = K m a,  donde  a=  — 

dt 

La  ley  de  Hooke  establece  que  la  magnitud  de  las  fuerzas  necesarias  para  producir  una 
cierta  elongación  en  un  muelle  es  directamente  proporcional  a la  elongación,  supuesto  que 
ésta  no  es  demasiado  grande,  en  forma  matemática  se  tiene:  | F | = Ks 

donde  F es  la  magnitud  de  la  fuerza,  s la  elongación  y K es  una  constante  de 
proporcionalidad  a la  que  llamaremos  constante  del  muelle. 

Para  formular  el  problema  consideremos  lo  siguiente: 
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a)  longitud  natural  L b)  masa  en  equilibrio,  c)  masa  a una  distancia  x 

muelle  con  deforma-  por  debajo  de  posición 

ción  L -+  í de  equilibrio;  longitud 

del  muelle  con  deforma- 
ción L + í + x. 

Ahora  consideremos  las  fuerzas  que  actúan  sobre  la  masa  m. 

1 ° La  fuerza  de  gravedad  F]  = mg  g es  la  aceleración  debido  a la  gravedad. 

2o  La  fuerza  recuperadora  del  muelle,  por  la  ley  de  Hooke  se  tiene  = -K(x  + (!)  por 
ser  la  fuerza  recuperadora  F7  igual  a la  magnitud  pero  de  sentido  opuesto  a las 
fuerzas  de  gravedad,  y que  para  la  posición  x = 0,  se  tiene: 

-mg  - -£(0  + ( ) mg  = Kí  por  lo  tanto  F1  = ,—/C\  - mg 
3o  La  fuerza  de  resistencia  del  medio  llamado  fuerza  de  amortiguamiento,  que  se 

V?  dX  ^ A 

expresa  asi:  F¡  = -a — , a > 0 

dt 

4o  Cualesquiera  fuerzas  exteriores  que  actúan  sobre  la  masa  que  será  expresado  por 
F4  = F(t)  ahora  aplicando  la  segunda  ley  de  Newton  F = ma,  donde 


f = fí+f2 


fí  + f4 


se  tiene:  m 


d~x 


dx 


= mg  — Kx  — mg  — a — + F(t)  de  donde: 

¿i2  dt 


d2  x dx  .. 

m — — + a 1-  Kx  = 

dt2  dt 


F(t ) 


Que  es  la  ecuación  diferencial  del  movimiento  de  la  masa  sujeta  al  muelle. 


9no  Problema.-  Movimiento  libre  no  amortiguado.- 


De  la  ecuación  diferencial  del  movimiento. 


d~x  dx 

m — — + a r Kx  = F(t) 

dtr  dt 


para  el  caso  del  movimiento  libre  no  amortiguado 
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se  tiene  a = 0 y F(t)  = 0 V t entonces:  m + Kx  = 0 si.  A'=  — 

dr  m 


d2X  ,2 


dr 


— + Ax  = 0 , cuya  solución  es:  x = c,  cosk/  + c2  sen  Xt 


donde  c[9c2  constantes  arbitrarias  y para 


a(0)  = x0 , x' (0)  = v0  se  tiene  c¡  = -y  , c2  = *0 

A 


x = — eos  A t + xn  sen  A t 


expresaremos  en  la  forma  siguiente:  x = c(—  eos  Ai  + — sen  Ai) 

c c 


donde  c = J(—)2+Xq>  0 siendo  — - = -senp 
\ A c 


— = cos  (f)  obteniendo  x = c eos  (X  t + <\>)  =>  x = c cos(  — i + <t>) 
c V m 


por  lo  tanto  el  movimiento  libre  no  amortiguado  de  la  masa  es  un  movimiento  armónico 
simple. 


10mo  Problema.-  Movimiento  libre  amortiguado.- 


De  la  ecuación  diferencial  del  movimiento  m + a — + Air  = F(í)9  para  el  caso  del 

dr  dt 

movimiento  libre  amortiguado  se  tiene:  F(t)  = 0 V t resultando  la  ecuación  diferencial 
m + a — + Kx  = 0 de  donde  + 2b  — + A 2x  - 0 siendo  2b-— 9 A2  = ~ 


dr  dt 


dt2  dt 


para  la  solución  de  este  problema  se  presenta  tres  casos  que  dependen  del  signo  de 


, 2 2 
b -A.  . 
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Caso  1.**  Movimiento  Oscilatorio  Amortiguado. - 

Si  b < k entonces  la  solución  es:  x - e~bt\cx  sen  y¡AI 2  -b2t  + c2  eos \¡A2  - b2 1 ] 
que  también  se  puede  expresar  en  la  forma:  x = e~bt  eos  [si  A2  -b2t  + </>]  donde 
c = yjcf  + c\  > 0 y <)>  está  determinado  por  las  ecuaciones: 

i c i i c~> 

- sen  ó - — ; eos  é - , ~ 

/ 2 2 12  2 
Vcl  +C2  VCl  +c2 

Caso  2.-  Amortiguador  Crítico.-*  Si  b-X;  La  solución  es  .v  = (c(  -vc2t)e 
Caso  3.-  Amortiguamiento  Super  Crítico.-  Si  b > /* 

Entonces  la  solución  es:  x = c{e  v + c2e  - 

donde  t\  - -b  + sjb2  - A2 , r2  = -b-y¡b2  - A2 

1 Ivo  Problema.-  Circuitos  eléctricos. - 

En  las  aplicaciones  de  las  ecuaciones  diferenciales  a circuitos  en  serie  contiene  una  fuerza 
electromotriz,  elementos  de  resistencia,  inducción  y capacidad. 

Una  fuerza  electromotriz  (por  ejemplo  una  batería  o un  generador)  produce  un  flujo  de 
corriente  en  un  circuito  cerrado  y que  esta  corriente  produce  lo  que  se  llama  caída  de 
tensión  (o  voltaje). 

Para  la  caída  de  tensión  en  cada  elemento  de  resistencia,  inducción  y capacidad  se  tiene 
las  tres  leyes  siguientes: 

Io  La  caída  de  tensión  en  un  elemento  de  Resistencia  es  dado  por  E R = Ri  donde  R es 

una  constante  de  proporcionalidad  llamada  resistencia  e i la  intensidad  de  la 
corriente. 
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2o  La  caída  de  tensión  en  un  elemento  de  inducción  es  dado  por:  E,  = L — donde  L es 

¿ dt 

una  constante  de  proporcionalidad  llamada  inductancia  e i la  intensidad  de  la 
corriente. 


3o  La  caída  de  tensión  en  un  elemento  de  capacidad  o condensador  es  dado  por: 

Ec  = -q  donde  c es  una  constante  de  proporcionalidad  llamada  capacitancia  y q es 
c 

la  carga  eléctrica  instantánea  en  el  condensador  como  i = — entonces:  Ec  = — \idt 

dt  c J 


Las  leyes  fundamentales  en  el  estudio  de  los  circuitos  eléctricos  son: 

a)  Ley  de  Kirchoff  (forma  1).-  La  suma  algebraica  de  las  caídas  instantáneas  de 
tensión,  a lo  largo  de  un  circuito  cerrado  en  un  sentido  específico  es  cero. 


b)  Ley  de  Kirchoff  (forma  2).-  La  suma  de  las  caídas  de  tensión  en  los  elementos 
de  inducción,  resistencia  y capacidad,  es  igual  a la  fuerza  electromotriz  total  en 
un  circuito  cerrado. 


Consideremos  el  circuito  siguiente: 

En  este  diagrama  y en  los  posteriores  emplearemos  los  siguientes  símbolos 
convencionales. 


_^vwv— 


00  00. 


zrC 


E fuerza  electromotriz  (batería  o generador) 
R resistencia 
L inductor 


Condensador 
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Aplicando  la  ley  de  Kirchoff.  al  circuito  y utilizando  las  leyes  de  caídas  de  tensión  se 

obtiene  la  ecuación:  L — + Ri  + ~q  = E 
dt  c 


Como  / = — 
dt 


di 

dt 


entonces  : 


1 

c 


E 


d"i  di  1 cIE 

de  esta  ecuación  se  tiene:  L — - + R — +—i  = — 

dt2  dt  c dt 

Por  lo  tanto  se  tiene  las  dos  ecuaciones. 

Ecuaciones  diferenciales  para  la  carga  q y la  corriente  i: 

Si  el  circuito  no  tiene  condensador  la  ecuación  se  reduce  a:  L — + Ri  = E 

dt 


y así  se  tiene  inductor,  la  ecuación  se  reduce  a: 


n dq  1 „ 

R — — ■■} — q - E 
dt  c 


Ejercicios  Propuestos.- 

© En  el  extremo  ele  un  muelle  espiral  sujeto  al  techo,  se  coloca  un  peso  de  8 libras.  El  peso 
queda  en  reposo  en  su  posición  de  equilibrio,  en  la  que  el  muelle  se  ha  alargado  6 
pulgadas.  A continuación,  el  peso  se  desplaza  3 pulgadas  por  debajo  de  la  posición  de 
equilibrio  y se  abandona  en  t = 0 con  una  velocidad  inicial  de  1 pie/seg.,  dirigida  hacia 
abajo.  Despreciando  la  resistencia  del  medio  y suponiendo  que  no  existen  fuerzas 
exteriores,  determinar  la  amplitud,  periodo  y frecuencia  del  mo\  imiento  resultante: 


Rpta: 


Amplitud  del  movimiento  pie 

. t _ 7t  7T 

el  periodo  2(—  ) = — seg. 

8 4 

frecuencia  es  — oscilaciones/seg. 

7T 
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En  ei  extremo  interior  de  un  muelle  espiral  sujeto  al  techo  se  suspende  un  peso  de  ¡2 
libras.  El  peso  queda  en  reposo  en  su  posición  de  equilibrio,  en  la  que  el  muelle  queda 
alargado  1.5  pulgadas.  A continuación  se  lleva  el  peso  2 pulgadas  por  debajo  de  su 
posición  de  equilibrio  y se  abandona  partiendo  del  reposo  en  t 0.  Hallar  el 

desplazamiento  del  peso  en  función  del  tiempo.  Determinar  la  amplitud,  periodo  y 

frecuencia  dei  movimiento  resultante.  Rpta:  .v  - — - - . - pies . — oscilacioncs/seg. 

6 6 8 

Al  extremo  inferior  de  un  muelle  espiral  suspendido  del  techo  se  liga  un  peso  de  4 Ibs.  E! 
peso  queda  en  su  posición  de  equilibrio  en  la  que  el  muelle  está  alargado  6 pulgadas.  En 
el  instante  t = 0 se  golpea  el  peso  de  modo  que  se  pone  en  movimiento  con  una  velocidad 
inicial  de  2 pies/seg.  dirigida  hacia  abajo. 


a)  Determinar  el  desplazamiento  resultante  y ¡a  velocidad  del  peso  en  función  del 
tiempo. 


b)  Hallar  la  amplitud,  período  y frecuencia  del  movimiento. 

c)  Determinar  los  instantes  en  los  que  el  peso  se  encuentra  1.5  pulgadas  por  debajo  de 
su  posición  de  equilibrio  y moviéndose  hacia  abajo. 


d)  Determinar  los  instantes  en  que  se  encuentra  1 .5  pulgadas  por  debajo  de  su  posición 
de  equilibrio  y movimiento  hacia  arriba. 


Rpta:  a)  v = - 


sen  8/  Lv  ! ,t  4 

b)  — pies: —seg,  — oscilaciones/ seg. 

4 4 4 n 


,7  nn  , - . 5-7  ti,?  ..  . 

c)  / = — 4 — («=.0,1,2,...)  d)  t = — 4- — («=,0.1 ) 

48  4 48  4 


La  naturaleza  de  un  muelle  espiral  es  tal  que  un  peso  de  225  lbs.  le  deforma  6 pulgadas. 
El  muelle  se  encuentra  suspendido  del  techo,  a su  extremo  inferior  se  liga  un  peso  de  16 
ibs.  que,  a continuación,  queda  en  su  posición  de  equilibrio.  Entonces  se  lleva  a una 
posición  4 pulgadas  por  debajo  de  la  del  equilibrio  y se  abandona  en  t = 0 con  una 
velocidad  inicial  de  2 pies/seg.  dirigida  hacia  abajo. 


a)  Determinar  el  desplazamiento  resultante  como  función  del  tiempo. 
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b)  Hallar  la  amplitud,  período  y frecuencia  del  movimiento  resultante. 

c)  ¿En  qué  instante  atraviesa  el  peso  su  posición  de  equilibrio  y cuál  es  su  velocidad  en 
ese  instante? 


Rpta:  a) 


sen  1 0/  eos  1 0/ 
x — 1 


b)  ^^-pies;  —(seg),  — oscilaciones  seg. 
15  5 n 


c)  0.103  seg; -3.888  pies/seg. 

© De  un  resorte  vertical  cuya  constante  de  rigidez  es  igual  a 300  KgAn.  se  suspende  un  peso 
de  1 1 8 Kg.  Si  el  peso  se  levanta  76.6  mm.  sobre  su  posición  de  equilibrio  y luego  se  le 
suelta,  calcular  el  instante  en  que  el  peso  se  halla  a 38.3  mm.  debajo  de  su  posición  de 
equilibrio  y moviéndose  hacia  abajo.  Halle  también  la  amplitud,  período  y frecuencia  del 


movimiento. 


Rpta:  .y  = 7. 66sen(5í  + 1^-),  amplitud  7.66  cm 


© 


© 


2 % 5 

El  periodo  — , la  frecuencia  — ciclos/ seg. 

5 2/r 

Un  peso  de  1.84  Kg.  suspendido  de  un  resorte  lo  estira  76.5  mm.  se  tira  del  peso  hasta 
bajarlo  153  mm.  de  su  posición  de  equilibrio  y luego  se  le  suelta.  Suponiendo  que  el  peso 
actúa  una  fuerza  de  amortiguamiento  numéricamente  igual  a 3 v kg.  siendo  v la  velocidad 
instantánea  en  m/seg,  hallar  la  ecuación  del  movimiento  del  peso  después  de  haberlo 


soltado. 


Rpta:  x = 0.153v2é?~S/  sen(8í  + — ) 

4 


Lina  masa  de  100  gr.  se  suspende  de  un  extremo  de  un  resorte  y el  otro  extremo  se 
suspende  de  un  soporte  fijo  dejando  que  el  sistema  alcance  el  reposo.  En  la  posición  de 
equilibrio  el  resorte  se  estira  5 cm.  La  masa  se  tira  5 cm.  hacia  abajo  y se  suelta  con  una 
velocidad  de  7 cm/seg.  Encuentre  la  ecuación  del  movimiento  de  este  sistema  para  las 
siguientes  fuerzas  de  amortiguamiento. 


a)  2.800 


dx  gr  - cm 
^ seg 2 


b)  3,500 


dx  gr  - cm 


Jt 


seg~ 


Rpta:  a)  y = (5  + 77/)c 


-14/ 


b)  x — le~ 


,-28/ 
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Una  masa  m se  proyecta  verticalmente  hacia  arriba  desde  “O”  con  una  \eiocidad  inicial 
v0.  Hallar  la  altura  máxima  alcanzada,  suponiendo  que  la  resistencia  del  aire  es 


proporcional  a la  velocidad. 


Rpta:  altura  máxima  x = 


g + fo>, 
S 


)] 


Se  ha  colocado  una  cadena  sobre  una  clavija  pulida,  colgando,  de  un  lado  8 dm.  y del  otro 
1 2 dm.  Hallar  el  tiempo  que  la  cadena  tarda,  al  resbalar,  en  caerse. 


a)  Si  se  prescinde  del  rozamiento. 

b)  Si  el  rozamiento  es  igual  al  peso  de  1 dm.  de  cadena. 


„ . [ 10  . 1 fio,  x+2  + \lxz+4x 

Rpta:  a)  t = J — are.  cosh  — (a  + 2)  = J — ln* 


u 


,10.  2 


b)  i - I — ln— (a  + — + V-Y“  + 3a) 

n 3 2 


En  el  extremo  inferior  de  un  muelle  sujeto  al  techo  se  fija  un  peso  de  32  libras.  El  peso 
queda  en  reposo  en  su  posición  de  equilibrio,  en  la  que  el  alargamiento  del  muelle  es  de 
2 pies.  A continuación  se  lleva  dicho  peso  6 pulgadas  por  debajo  de  la  posición  de 
equilibrio  y se  abandona  t = 0,  no  existe  fuerzas  exteriores,  pero  la  resistencia  del  medio 


en  libras  es  numéricamente  igual  a 4y . donde  y es  la  velocidad  instantánea  en  pies 

di  dt 

por  segundo.  Determinar  el  mo\  imiento  resultante  para  el  peso  pendiente  del  muelle. 

Rpta:  x = ^-e~2‘ co$(2y¡3 1 * ) 

3 6 


Al  extremo  inferior  de  un  muelle  espiral  suspendido  del  techo  se  sujeta  un  peso  de  8 Ibs. 
que  queda  en  reposo  en  su  posición  de  equilibrio  con  el  muelle  alargado  0.4  pies,  se  lleva 
entonces  el  peso  6 pulgadas  por  debajo  de  dicha  posición  de  equilibrio  y se  abandona 

en  t = 0 La  resistencia  del  medio  es,  en  libras,  numéricamente  ieua!  a 2 — donde  — es 

dt  dt 


la  velocidad  instantánea  en  pies  por  segundo. 
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a)  Escribir  la  ecuación  diferencial  del  movimiento,  así  como  las  condiciones  iniciales. 

b)  Resolver  el  problema  de  valores  iniciales  planteado  en  la  parte  a)  para  determinar  el 
desplazamiento  del  peso  en  función  del  tiempo. 


Rpta:  a)  + 2 — + 20*  = 0,  x(0)  = — , .r’(0)  = 0 

4 dr  dt  2 


_ v _4z . sen  8/  eos  8 1 , 

b)  x-e  ( + ) 

4 2 


En  el  extremo  inferior  de  un  muelle  espiral  suspendido  de  un  soporte  fijo  se  coloca  un 
peso  de  8 Ibs.  El  peso  queda  en  reposo  en  su  posición  de  equilibrio,  posición  en  la  que  el 
muelle  se  encuentra  deformado  6 pulgadas.  A continuación  se  desplaza  el  peso  9 pulgadas 
por  debajo  de  dicha  posición  y se  abandona  en  t = 0.  El  medio  ofrece  una  resistencia  que 

es,  en  libras,  numéricamente  igual  a 4— , siendo  — la  velocidad  instantánea  en  pies  por 

dt  dt 


segundo.  Determinar  el  desplazamiento  del  peso  en  función  del  tiempo. 

Rpta: 


x - (6/  + — )e 
4 


Se  lia  suspendido  un  peso  de  7.26  Kg.  cuya  constante  de  rigidez  es  7.44  Kg/m.  se  aplica 
una  fuerza  externa  dada  por  F(t)  = 10.9  senlOt,  t ^ 0,  se  supone  que  actúa  una  fuerza  de 
amortiguamiento  que  expresada  en  Kg.  es  numéricamente  igual  a 5.95  v,  siendo  v la 
velocidad  instantánea  del  peso  en  m/seg.  inicialmente  el  peso  se  encuentra  en  reposo  en 
su  posición  de  equilibrio.  Halle  la  posición  del  peso  en  cualquier  instante. 


6 4) 


Rpta:  x = 0.2925e  'ó5' -0.2\2e  r'45'  - 0.091 5 sen  10/  - 0.08 13cos lOí 


Se  suspende  un  peso  de  14.5  Kg.  de  un  resorte  vertical  cuya  constante  de  rigidez  es 
5.95  Kg/m.  se  aplica  una  fuerza  F(t)  = 7.26  sen2t,  t > 0.  Suponiendo  que  cuando  t = 0 
el  cuerpo  se  encuentra  en  reposo  en  su  posición  de  equilibrio  y que  la  fuerza 
amortiguadora  es  despreciable,  determine  la  posición  y la  velocidad  del  peso  en  cualquier 
Rpta:  x = 0.61  sen  2t  1 .22t  eos  2t  ; y = 2.44  sen  2t 


instante. 
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Una  viga  horizontal  de  2Í  metros  de  longitud  está  apoyada  en  sus  extremos.  Hallar  la 
ecuación  de  su  curva  y su  máxima  deformación  vertical  (flecha)  cuando  tiene  una  carga 
uniformemente  distribuida  de  co  Kg/m. 

Rpta:  i (4ó:3 -x4 -8C3jc)  ; -y  max  = 

24  El  24  El 

Resolver  el  problema  15)  si  actúa,  además,  una  carga  de  W Kg  en  medio  de  la  viga. 


Rpta:  y = -^—(4tx3  -x4  -St3x)  + -^—(3(x2-\(-x\3-6C2x  + (3) 
24  El  12EI 


© 


-y  max  = 


5ft>¿4  Wf_ 
24  El  ' 6 El 


Una  viga  horizontal  de  í metros  de  longitud  está  empotrada  en  un  extremo  y libre  en  el 
otro.  Hallar  la  ecuación  de  su  curva  elástica  y la  flecha  máxima  si  la  carga  uniformemente 

íí)  ( 

repartida  es  co  Kg/m.  Rpta:  y-— (46r3  -6^2jc2  ~x4)  ; —y  max  = 

24EI  8 El 

Una  viga  horizontal  de  t metros  de  longitud  está  empotrada  en  ambos  extremos.  Hallar  la 
ecuación  de  la  curva  elástica  y la  flecha  máxima  si  tiene  una  carga  uniformemente 


distribuida  de  co  Kg/m. 


„ Ú)X2  .2  2*  flrf4 

Rpta:  y- (2(x-t-x¿ ),  -y  max  = 

' 24  El  384£Y 


19)  Resolver  el  problema  1 8)  si  además  actúa  un  peso  W Kg.  en  el  punto  medio  de  la  viga. 

Rpta:  v=— — (2(x3-C2x2-xA)  + ——  ((3 -6(2x  + 9Cx2  -4x3),  -5x<( 

24  El  48  El  2 


-v  max  = — - — (<yí4  +2Wí3) 
384 El 


20)  Una  viga  de  longitud  está  libremente  apoyada  en  los  extremos.  Hay  una  carga 
uniforme  co  por  unidad  de  longitud  y carga  co  aplicada  a una  distancia  l de  cada  extremo. 
Tome  el  origen  en  el  punto  m~dio  de  la  viga  y halle  la  ecuación  de  la  curva  elástica  y la 
máxima  de  flexión. 
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Rpta:  v - -Lt-(-  V - -11+  <*- + -) . - í .v £ 

El  2 8 12  4 6 8 48  2 2 


jr\,  .3,,  x3  (~x 


31 


-y  max  = (405ímÍ4  +368<yf3) 

384 El 

Un  circuito  eléctrico  consta  de  una  inductancia  de  0.1  henrios,  una  resistencia  de  20 
ohmios,  y un  condensador  cuya  capacidad  es  de  25  microfaradios  ( 1 microfaradio  = 10^ 
faradios).  Hallar  la  carga  de  q y la  corriente  y en  el  tiempo  t,  siendo  las  condiciones 
iniciales: 

da 

a)  q = 0.05  coulombios,  i = — = 0 , para  t = 0 

dt 

b)  q = 0.05  coulombios,  i = -0.2  amperios  para  t = 0 

Rpta:  a)  t/  = e"100  (0.05  eos  624.5/ -r  0.008  sen  624.5/)  ; i ~ -0.32<?  sen  624.5/ 
b)  q = e-100' (0.05  eos  624.5/  + 0.0077  sen  624.5/) 


t - e 


-100/ 


(-0.2  eos 624.5/  - 32.0 sen  624.5/) 


Un  circuito  consta  de  una  inductancia  de  0.05  henrios,  una  resistencia  de  20  ohmios,  un 
condensador  cuya  capacidad  es  de  100  microfaradios  y una  f.e.m.  de  E = 100  voltios. 
Hallar  i y q siendo  las  condiciones  iniciales  q = 0 i = 0 para  t = 0. 


Rpta: 


q=e  2J0,(— 0.0  Icos 400/  - 0.005  sen  400/)  + 0.01  ; i = 5e~200'  sen  400/ 


¡^23)  Sea  L = 10  henry  (h),  R = 250  ohms  (r),  C = 10  farads  (f)  y E = 900  volts,  (v)  en  el 
circuito  de  ia  figura.  Suponga  que  no  hay  carga  presente  y que  no  está  Huyendo  corriente 
en  el  momento  t =0  en  que  se  aplica  E,  calcule  la  corriente  y la  carga  para  todo  valor  t>  0. 

Rpta:  /(í)  = 6(e  5'  -e  •'°') 

(}(/)  = — (9  - 1 2e~5'  + 3e~20' ) 

10 


-mtw- 

R 


/P\ 


I I 

r 
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(y)  En  los  ejercicios,  halle  la  corriente  de  estado  estacionario  en  el  circuito  RLC  de  la  figura 
de  23)  donde: 


© 


a) 

L = 5 henrys. 

R = 10  ohms. 

C = 0. 1 farad. 

E = 25  sent  volts. 

b) 

L = 1 0 henrys. 

R = 40  ohms. 

C = 0.025  farad. 

E = 100  cos5t  volts. 

c) 

L = 1 henrys. 

R = 7 ohms. 

C = 0. 1 farad. 

E = 1 00  sen  1 Ot  volts. 

d) 

L = 2.5  henrys. 

R = 1 0 ohms, 

C = 0.08  farad. 

E = 1 00  cos5t  volts 

25)  Halle  la  corriente  transitoria  en  e!  circuito  RLC  de  la  figura  de  23)  para  los  ejercicios  de 
24). 


Dado  que  L = 1 henrys,  R = 1200  ohms,  C = 10  6 farad,  Y(0)=Q(0)  = 0 y E = 100  sen 
600  t,  volts,  determine  la  corriente  transitoria  y !a  corriente  de  esta  estacionario. 

,-600/ 

Rpta:  ¡T  = (297  sen  800/ -96  eos  800/) ; IE  = — — ( 24  eos  600/  -27  sen  600/) 

2320  580 


27)  Se  conecta  una  inductancia  de  1 henrios,  una  resistencia  R ohms.  y una  capacitancia  C 
farads,  en  serie  con  una  f.e.m.  de  E0  sen  to/  volts,  suponga  que  0(0)  = 1(0)  = 0 y 

4¿  > R2C . 


a)  Halle  la  expresión  para  Q(t)  y I(t).  b)  ¿Que  valor  de  oj  producirá  resonancia? 


Rpta:  b) 


2L 


Resuelva  ei  ejercicio  27)  para  4 L < R~C  Rpta:  b)  ningún  ío  produce  resonancia. 
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CAPÍTULO  VIII 


8.  SISTEMA  DE  ECUACIONES  DIFERENCIALES  DE 
COEFICIENTES  CONSTANTES.- 


Un  sistema  de  “n”  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer  orden  en  las  funciones 
incógnitas.  x{  = (/),  x2  = y/2(t) xn  = y/n{t)  es  de  la  forma  siguiente: 


dxi 

— = /,(L.t, 

clt 


at 

NOTACIÓN  VECTORIAL 

x = (xi,x7,...,xlt)  e Vn  , / = (/,,/j /„).  “■ = f (L -v) 

at 

donde  x{  = a* n = ^f(r)son  diferenciables  y con  derivadas  continuas  en  (a,b) 

llamadas  solución  del  sistema. 


Un  sistema  de  i4n"  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer  orden  de  “n” 


incógnitas  se  puede  escribir  en  la  forma: 


dx¡ 

dt 


7\(0  rb¡{i); 

M 


funciones 


Si  b{  (t)  = 0,  el  sistema  se  llama  homogénea  y si  b¿(t)*  0 el  sistema  se  llama  no 
homogénea.  Para  resolver  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  existen  los  siguientes 
métodos: 
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MÉTODO:  Reducción  de  un  Sistema  a una  Ecuación  Diferencial  de  n-Esimo  Orden. - 


Consideremos  un  sistema  de  dos  ecuaciones: 


— = ax  + ¿>v  + /(/)  «.(1) 

di 

-y  = cx  + dy  + g(t ) ...(2) 

di 


donde  a,  b,  c ,d,  son  constantes  f(t),  g(t)  son  funciones  conocidas:  x(t),  y(t)  son  funciones 

1 dx 

incógnitas  de  la  ecuación  (1)  despejamos  v = —(— — ax-  f(t)) 

b dt 

reemplazando  y en  (2)  se  obtiene: 
d r 1 dx  _/  . ..  d dx  ...  . . 

— E— (— — a*  - /(O)]  = cx  + T ("T  “ ax  “ + S(0 

dt  h dt  b dt 


1 d~x  adx  d / ..  . . d dx  ...  . . ~ 

7 — , --—(f(t))-cx-—(—-ax-f(t))-g(t)  = 0 

b dt 2 dt  dt  b dt 


simplificando  se  tiene: 


, d x ndx  _ . 

A — — + B \-cx  - R(t) 

dt  dt 


donde  A,  B,  C son  constante  que  es  una  ecuación  diferencial  de  coeficientes  constantes. 

Ejemplo.- 


© 


Resolver : < 


dx  „ ^ 

— =3-2 y 

...(o 

dt 

di 

— = 2x-2t 

...(2) 

dt 

Solución 

1 . dx  _ 

De  (1)  se  tiene  ^ = —(3 ) Reemplazando  en  (2): 

2 dt 


d 3 1 d\\  „ „ 

— ( =2jc-2/ 

dt  2 2 dt 


1 d2x  d2x 

_ — 2x  -2 1 =>  — — + 4a*  = 4 1 

2 dr  dt 2 


es  una  ecuación  no  homogénea. 
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© 


El  polinomio  general  de  la  ecuación  homogénea  es:  r2  + 4 = 0 r¡  = 2 i,  r2  - -2 i. 

La  solución  general  de  la  ecuación  homogénea  es:  x = cos2í  + c2  sen  2/. 

La  solución  particular  es:  x p = At  + B 

x = A =>  x =0  =>  0 + 4(4r  ^ B)  = 4/ 

p p 

4A  = A =>  A = l,  B = 0 =>  X n — t 

La  solución  general  de  la  ecuación  no  homogénea  es:  x = xy  + xp  - c,  cos2f  +c2  sen  2 1 +t 


Resolver: 


dx 

dt 

— (i) 

dy 

— = X + 3 Y 
dt 

...  (2) 

Solución 

1 dx 

De  ( 1 ) se  tiene  y = — (x ) reemplazando  en  (2) 

2 di 

— [— (x-— )]  = x +— (x-— ) , calculando  la  derivada 
dt  2 dt  2 di 

1 dx  1 d2x  3 3 dx  . . rf‘.v  í/t 

— = x + — x , al  simplificar  se  tiene:  — — - 4 — + 5x  = ü 

2 dt  2 dt  2 2 2 dt  dt 2 dt 

El  polinomio  característico  es  /,(r)  = r -4r  + 5 = 0 de  donde  rj=2  + /,  r2-2-i 

La  solución  general  es:  xK  = eos  (h  + sen  /2v 

, 1 \ 2 1 
es  decir:  x , = c,e  eos  x + c*>e  sen  x 


© 


Resolver: 


dx 

h 3x+  v = 0 

dt 

dx 

x + v = 0 

dt 


...(1) 


•~(2) 


A'(0)  = v(0)  = 1 
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Solución 

dy 

de  (2)  despejamos  x es  decir  x = v + — , reemplazando  en  ( 1 ) 

di 

d dy  dy  d~y  dv 

— (3;  + — ) + 3(  v + — ) + y = 0 , efectuando  la  derivada  se  tiene:  — — + 4 — + 4y  = 0 

di  * dt  di  dr  di 

Polinomio  característico  P(r)  = r2  + 4r  + 4 = 0 , de  donde  r = -2  de  multiplicidad  2. 

x = cxe  2t  + c2íe~2t , x(0)  = 1 =>  c{  = 1 , remplazando  en  ( 1 ) 

-2c,e  21  - 2c->te  1 + c2e  2/  4-  3^^  2/  + 3c2¿?  * + v(0  ” 0 

c}e  +c2te  ''  + c2<?  2/  + >>(/)  = 0 


e +c2te  +c2e  +1  = 0 =>  1 + c2  +1=0  c2  = -2 

la  solución  es  x = e 2í  - 2/e  ’ , análogamente  para  y = e (1  + 2/) 


© 


Resolver: 


dx  1 2 ^ 3 

— = 3x — y -3/  — /+- 

dt  2 2 2 

- = 2y-2t-\ 
dt 


• d) 
.(2) 


Solución 

y = 3x  - — - 3t¿  - — / + —,  reemplazando  en  (2) 


1 - dx  -2  1 ..y 


2 ' dt 

3 rfr  1 rf2x 


2 2 


dx  > 

-3/  — = 1 2x  - 4 12/“  -2/  + 6-2/-1  , al  simplificar 

2 dt  2 dt 2 4 dt 


2 — -10  — + 12x  = 12r -8í— 6 =>  ^-4-5  — + 6x  = 6í2 -4í-3  =>  r2-5r  + 6 = 0 


</\r  5</x 

dt 2 dt 


dt2  dt 

r = 2,  r = 3;  x^  = Cjí?2'  + c2é?3/ , la  solución  particular  es: 


x - Ai  +Bt  + c =>  x =9 At-^B  =>  x.=2A 

P p r 
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reemplazando  en  la  ecuación  diferencial: 

2A-\0Al-5B  + 6At2  +6Br+6c=6l2  -4/ -3 

6A  = 6 =>  A = 1 

(-10A  6B)  = -4  =>  B=¡ 

2 A - 5B  + 6C  = -3 
2 - 5 + 6C  = -3 


C = 0 jt  = x„  + x„ 

* P 


2(  3 / ,2 

x-cxe  +C2e  -t  i -f-f 

MÉTODO:  Matricial  para  Sistema  de  Primer  Orden  con  Coeficientes  Constantes. - 

dx 

~ = a)]x]  +a\2X2  + + 

dt 

dx2 

-~é-=a2]x  {-ta22x2  + + a2„  x„ 

dt 


Consideremos  el  siguiente  sistema:  , 


...(1) 


dx„ 


dt 


' »n2*2 

Las  soluciones  de  este  sistema  de  ecuaciones  es  de  la  forma: 

v.  - pxel , x-y  = p2e>í  "”'xn  = fíne “ > donde  , i - l,...,n  son  constantes 

dx^ 


V,  =//,<?"  - 

dt 

.V,  = /?,<?*  4 — = /?■,  re" 

dt 


...  (2) 


Como 
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Reemplazando  (2)  en  (1)  se  obtiene: 

\P]re"  =4,,$/'  + a\2f}2eP  -r.. . + ainf3„e" 
Pire"  = a2xft2er¡  ^ar,fl2e"  + ...+ u2n/3nen 


A«’r  +a,2  W +-  + “„»P,S 


simplificando  se  obtiene: 


P\r  ~ U\\fi\  + “V.Pl  + ■■- a2„t',: 

Pi  r = a2 , /?,  t a22 p2  + ...  - a,„  /?„ 


fin**  ^n\P\  ^ f^*2.P 2 “*"•••  M/tn  Pfí 
[(«u  -OA  •‘•«12  A + •••-»- «i»  A'*° 

"21 A + ("l2  ~r)('Z  +-  +«2n Pn  ='^ 

(a) 


ÍV  ¡/?t  + ¿0,2^2  + ■ f(^/7;r  ~ r ) 

a es  un  sistema  de  ecuaciones  homogéneas  y tiene  solución  no  nula  sí  y solo  sí: 


6’n-r  a?2  ...  ou 

^21  ^22  ■ **  ^2« 


= 0 


r 


Luego  P(r)  = 0 valores  propios  del  sistema  y cada  valor  de  r determinará  p. 
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Veremos  para  el  caso  de  3 ecuaciones. 


dx 

— = ax  + bv  + cz 
dt 

dy 


dt 


- a{x  + bxy  + c¡z 


dz 

— = a2x  + o2y  + c2z 


Las  soluciones  son  x = Xen , y = uert , z = nert , 


Aert 

=> 

±-Xre' 

dt 

n 

dy  rt 

xie 

— = ue 
dt 

ti 

dz 

ne 

— = ue 
dt 

donde  K u,  n,  r,  son  constantes. 


(3) 


Reemplazando  (3)  en  ( 1 ) se  obtiene: 


Arer‘  = aAerl  + buen  +cnert 

uren  = a¡Ae"  + b]ue>  , simplificando  se  tiene: 

tire'  =a2Áe>l  + b2uen  +c*>nerl 


Ar  = a A + bu  + cn 
ur  = a}A 

nr  = a2A  + b2u  + c2n 


igualando  a cero 


{a  -r)A  + bu  + en  = 0 
* a¡  A + (¿)j  - r)u  + en  = 0 
a2A  + b2u  + (c2  -r)n  = 0 


Luego:  p(r) 


a- r b c 


a \ 

a2 


b\  -r 
b2 


P(r)  = 0 


Si  f] , , r3  son  las  raíces  del  polinomio 

P(r)  = 0 Si  r = r¡  , se  resuelve  el  sistema  y se  obtiene: 

Si  r - r2,  se  resuelve  el  sistema  y se  obtiene:  'k1'lt2'n2 


388 


Eduardo  Espinazo  Ramos 


Si  r = r3,  se  resuelve  el  sistema  y se  obtiene:  \3 ,u3  , n3 
Obteniéndose  las  soluciones  particulares: 

• V V V 

. /i  * «1*  • *1  = "i* 

< v v 

*2  = W ' -V2  = U2*  * • *2  - n2e  * 


rjí  rií  /y 

*3  * *3e  , Jt3  = «3e  , z3  = n 3e 


La  solución  general  es: 


* = *l*l  ^*2>i  '*'*3*1 
y = c¡x2+c2y2  c3z2 
z = c,x3  +c2y3  +C3Z3 


© 


Ejemplos.  - 


Resolver: 


— = t — v + 3z 
dt~ 

dy 

— = x + y — z 

di 

rfr  " *V 


Solución 


2-r  -1  3 

p{r)  = 

1 1 —r  -1 

0 1 -1  — r 

= 0 =>  • 

r,=l 

r2  ="1 
r,=2 


© 


Resolver: 


dx 

— = 2.x : - y + 3z 
dt 

dy 

— = x+  y- z 
dt 

dz  , 

7t  ’ 1 


Solución 
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a - r 6 c 

2-/-  -1  3 

/>(>•)= 

a,  ¿,-r  c, 

= 0 reemplazando  p(r)  - 

1 1 - r -1 

a2  ¿>2  c2  “r 

0 1 — 1— r 

(2  — r)[- 1(1  - r)(i+  r)  + 1]  + (-1  - r)  + 3 = O 

(2-r)[-(l  -r2 ) + l]  + 2-r  = O =>  (2-r)r2  +(2-r)  = O =>  (r2  + l)(2-r)  = 0 =>  r = 2 
(a  - r)A  +bu  +cn  = O 

<Zj  A + (¿t  - r)w  + c,  n = O , reemplazando  los  datos  se  tiene: 
a2/l  + Z>2u  +c2fl  = 0 


(U-u  + 3«  = 0 
A - u - n = 0 
OA  +u  -3n  = 0 


u =*■  3« 

A,  = 4*,  n = 1 
w = 3,  X = 4 


(0- 


© 


Ejercicios  Propuestos.- 

Resolver  los  siguientes  ejercicios: 


dx 

— = v + : 
dt  * 


■ = Z + X 


dy 

dt 


dz 

-rm*+y 

dt 


© 


dx 

— 

dt 

dy  , 

— = 3*  + r 
dt 

— = 3x  + v 
dt 


© 


= 8y 
= _>r 


— = 2jr+8v-2r 
dt 


© 


— = 6r  - V 
dt 

dy  . , 

— = 3.v  + 2 v 
<// 
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© 


dx  ... 

— = x- y + 1 x(0) 

dt 

^ = x-2y  + 2t  y(0) 

dt 

7 

~~  9 

5 

" 9 

© 

dx 

7ry 

dx  dy 

— = X + V 

dt  dt 

dx  dy  ~t 

7+7~e  ~y  x{0)  = -2 

2dx  dy  ’ >-(0)  = 1 

+ — = sen  r - 2 v 

dt  dt 

© ' 

dx 

— = x + 4y 
dt 

dy 

— = x + y 
dt 

dx  -y 

2 — = 6x-y-6t2  - t + 3 
dt 

dv  . . . 

- = 2y-2t-l 
dt 

*(0)  = 2 
y(0)  = 3 

© • 

dx 

77x^y 

± = y 

dt 

dx  . 

— = 2 x + y 
dt 

^-  = 2x  + 3 y 

© • 

dx  _ 

— = lx  + 4y 
dt 

dy 

- = -x  + 3 y 
dt 

— = -2x 
dt 

dy 

— = — 3x  + y 
dt 

© * 

dx  , , 

dt 

dy  ~ -i 

— = 2 y + e 
dt 

— = 4 x - y + í + 1 
dt 

- = 2x  + y + t-l 
dt 

© * 

dx  . . , 

— — x+4v+3  te 
dt 

dy  , 

— = x + y + e 
dt 

dx  . . 

— = 5x  - 4 y 
dt 

dy 

— = 2 x + y 
dt 

© • 

— = 2jr-3v 
dt 

— =3,x  + 2v 

dt 

x(x)  = -l 

y(*)  = o 
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dx 

— =a-3v 

dt 


=2x+y 


dx  . . ax  „ . ■>, 

2a + 2 — = 2 - 4e~ 

dt  dt 

-dx  -dy 

2 3a  + 3 — - v = O 

dt  dt  ' 


dy 


d~  x -dy  - 
— - + a-2— = 2 1 


dr 


dt 


-dx  dy  - 

2 a + — -2y  = 7 

dt  dt  ' 


\{D  + 2)x+(D  + \)y  = t 
5x  + (D  + 3)y  = t2 


(D-\)x  + (D  + 3)y  = e~‘  -1 
(D  + 2)x  + (D  + 1)  y = e2'  +t 


d*  a -> 

— = 4a  - 2 v 
dt 

dV  - 

— = 5a  + 2 y 
dt 


dx 

— = 5a  + 4 y 
dt 

dy 


dt 


= -A  + V 


| Dx-(D  + l)j  = e~‘ 
\x  + (D-\)y  = e2' 


(D  + 1)a  + (2D  + 7)>  = e'  +2 
-2x  + (D  + 3)y  = e'  -I 
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CAPÍTULO  IX 

9.  RESOLUCIÓN  DE  ECUACIONES  DIFERENCIALES 

MEDIANTE  SERIES  DE  POTENCIAS 

Procedimientos.-  El  método  para  obtener  la  solución  de  una  ecuación  diferencial  en 
serie  de  potencias  es  similar  a la  técnica  ios  coeficientes  inu¿ ‘terminados  para  ello  se 
necesita  conocer  la  derivada  de  una  serie  de  potencias  y de  las  propiedades  de  series  de 
potencias. 


El  proceso  para  obtener  la  solución  en  serie  de  potencia  de  una  ecuación  diferencial 
veremos  mediante  el  siguiente  ejemplo. 


Hallar  la  solución  en  serie  de  potencias  de  la  ecuación  diferencial  — — 2xy  = 0 . 


Solución 


Suponiendo  que  la  solución  de  la  ecuación  diferencial 

X 

o 

II 

rj 

...(i) 

en  serie  de  potencia  es:  y = 

...(2) 
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ahora  determi  na  remos  los  coeficientes  crj  , para  que  (2)  converja  a una  función  que 
satisfaga  ( 1 ) para  esto  derivamos  (2)  término  a término,  es  decir: 


'-¿y 


M=0 


dy  ST' 
dx 

«= i 


n-\ 


ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial  (1): 

X 9. 

dy 


dx 


■ 2xy  = ' ncnx>i  1 - ^ Cn  xn  = 


o 


«=0 


#1=0 


enseguida  debemos  de  igualar  las  potencias  y se  obtiene  aplicando  las  propiedades  de  las 
series  de  potencias 

— - 2xy  = y (//  4-  \)ca^xtt  - 2^y~  jjc"  = 0 , ahora  igualamos  los  inicios  es  decir: 

M-l 

CC 

^ ( « + 1 )c„+l  x"  - ^ 2c,,.,  x"  = 0 

/;=l 

ot 

Luego  efectuamos  la  suma  de  las  series  cx  -f  i ((«  + l)c„+,  -2c„_,  )x"  = 0 


</> 

- — 2xv  = c, 

dx 


n-\ 


aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados  e igualamos  término  a término  se 
tiene:  C|  = 0 


(«  + 1 )c„+,  - 2 c„_,  = 0 para  n = 1, 2,  3,. 

2c,., 


n + 1 


se  llama  fórmula  de  recurrencia 


2c„ 


para  n = 1 , c2  = — = c0 


2c,  „ 

, c,  = — — = 0 


n = 2 
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^ ^ 2c2  ^2  ^*0  ^0 


2 c? 


n = 4 , Ce  = — - = 0 


n = 5 c ~ ^ C 4 C°  _ C° 

6 6 2.3  ‘ 3! 

2 c¡ 

n = 6 , c7  - = 0 

? ^ -ch  _ co  _ ■ 

n C°  8 3!4*4! 


como  i = £^c„xn  = c0  \ < - . 1 1 ' - 

» .0 


2 C0  4 c0  b cO  K 

y*i  + c |jr  +— i + — jc  +... 

2!  3!  4! 

^ = c0(l+x  — + — + * = <<,/  — 

Z!  4!  A— Í n ! 


«--0 


Que  es  la  solución  de  la  ecuación  diferencial. 


9.1.  SOLUCIÓN  DE  LAS  ECUACIONES  DIFERENCIALES  DE 
SEGUNDO  ORDEN  ENTORNO  A PUNTOS  ORDINARIOS.- 


Consideremos  la  ecuación  diferencial  lineal  de  segundo  orden 


d2y 


dy 


a2  (x)  + o,  (x)  — + a0  (x)y  = 0 

dxr  dx 


0) 


la  ecuación  (1)  se  escribe  en  la  forma. 


d‘y 


dv 


+ P(x)  — + Q{x)y  = 0 
dx 7 dx 


..  (2) 
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dondeftt,„üiííl  y 5,,,.^ 

u2(x)  a2(x) 

para  obtener  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  (1)  entorno  a puntos  ordinarios 
daremos  las  siguientes  definición. 


Función  Analítica.-  Una  función  f(x)  se  dice  que  es  analítica  en  jc  = jc0,  si  se  puede 
representar  en  serie  de  potencia  en  ( x-x0 ) con  radio  de  convergencia  R > 0. 

Observación  General.-  Las  funciones  elementales  (todas  las  funciones  que  conocemos) 
se  pu  íde  escribir  como  una  serie  de  Taylor  y por  lo  tanto  serán  analíticas. 


Definición.-  Se  dice  que  x-xQ  es  una  punto  ordinario  de  la  ecuación  (1)  si  P(x)yQ(x) 
tienen  una  serie  de  potencia  en  (x  - x0 ) con  un  radio  de  convergencia  R > 0. 


Si  un  punto  no  es  punto  ordinario,  se  dice  que  es  un  punto  singular  de  la  ecuación. 

d " d 

Ejemplo.-  En  la  ecuación  diferencial  - — ~ + ex  — +¡ (sen  jc)j>  = 0 , todo  valor  finito  de  x 

dx1  dx 

es  un  punto  ordinario.  En  particular  vemos  que  x - 0 es  un  punto  ordinario  puesto  que 


xx  X X 

ex  = 1 + - + ■ — * y sen  jt  = je  + b : b ...  convergencia  para  todo  valor  finito  de  x. 

1!  2!  3!  5! 


dmy 

Ejemplo.-  La  ecuación  diferencial  .y — — + (sen  x)y  = 0 tiene  un  punto  ordinario  en 

dx~ 

sen  x 

x = 0 puesto  que  se  puede  demostrar  que  Q(x)  = tiene  el  desarrollo  en  serie  de 


2 4 6 

X X x 


potencias  Q(x)  = 1 — + — - — + que  converge  para  todos  los  valores  finitos  de  x. 


d2  v 

Ejemplo.-  La  ecuación  diferencial  — — + (ln  x)y  ~ 0 , tiene  un  punto  singular  en  x = 0, 

dx2 

puesto  que  Q(x)  = Ln  x no  tiene  un  desarrollo  en  serie  de  potencia  de  x. 
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Observación.-  Estudiaremos  primeramente  el  caso  en  que  la  ecuación 
d2  v dv 

a2(x) — — + «,(*) — 4-a0(.r)v  = 0,  sus  coeficientes  son  polineales  y no  tiene  factores 
dx2  dx 

comunes,  un  punto  x = x0  es. 

i)  Un  punto  ordinario  sí  a2  ( v0 ) * 0 ii)  Un  punto  singular  sí  a2  (x0 ) = 0 

Ejemplo.- 

a)  Los  puntos  singulares  de  la  ecuación  diferencial  (x“  -4)yM-r2.vV+6 y = 0 son  las 

soluciones  de  x2  -4  = 0 es  decir  x = ± 2,  todos  los  otros  valores  finitos  de  x son 
puntos  ordinarios. 

b)  Los  puntos  singulares  no  necesariamente  son  números  reales.  La  ecuación 
(x~  4-  4)y"+xy'-y  = 0 , tiene  puntos  singulares  para  las  soluciones  de  x2  +4  = 0 

es  decir  x = ± 2i,  todos  los  otros  valores  finitos  de  x,  reales  ó complejos,  son  puntos 
ordinarios. 


Notas.-  Ahora  encontraremos  soluciones  en  serie  de  potencia  entorno  a puntos  ordinarios 
para  ecuaciones  diferenciales  de  tipo  (1)  y para  esto  enunciaremos  el  siguiente 
teorema  sin  demostrarlo. 


Teorema.-  Si  x = x0  es  un  punto  ordinario  de  la  ecuación  diferencial 


d2  y dv 

a2  ( x ) — ^ + a¡  ( x ) — + a0  (x)y  = 0 
dx¿  dx 


, siempre  podemos  encontrar  dos 


X 

soluciones  distintos  en  serie  de  potencias,  que  son  de  la  forma  y = cn  (x  - .v0 )"  . 


n=  o 


Una  solución  en  serie  converge  por  lo  menos  para  x-x0  |<  R{  t donde  R j es  la  distancia 
al  punto  singular  más  cercano,  para  resolver  una  ecuación  diferencial  de  segundo  orden 

a1(x)^-^-  + a]  (x)  — + a0(x)y-0,  buscamos  dos  conjuntos  diferentes  de  coeficientes 
dx2  dx 

cn  de  modo  que  se  tenga  dos  series  de  potencias  linealmente  independientes  y j(.v)  y 
y 2 (jc)  , ambas  desarrolladas  entorno  al  mismo  punto  ordinario  x = x0. 
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Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  diíerencial  es 


y=ciyl(x)  + c2y2(x) 


d V 

Ejemplo.-  Resolver  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden.  — - 2 xy  = 0 

dx 

Solución 

Nota.-  Para  simplificar,  supondremos  que  un  punto  ordinario  está  siempre  localizado 
en  x = 0,  ya  que  si  no  la  está,  la  sustitución  ¿ = jt-x0  traslada  el  valor 

x = Xq  a t = 0. 

00 

Si  >:  = 0 es  un  punto  ordinario  de  la  ecuación  diferencial  entonces  y = ^ cn xn  es  la 
solución  en  serie  de  potencias  de  la  ecuación  dada  de  donde. 

i/-*'  * i-i/***-’  =• 


n-  0 


y = 7 c„x 

n=  0 


n~2 


/i=l 


n=2 


c/2  00  °° 

por  lo  tanto  al  reemplazar  se  tiene:  — —~2xy= ^ n(n  -\)cnxn~2  - ^ 2cnxn* 1 =0 

^ r w-2  «=0 

ahora  debemos  de  igualar  las  potencias  y para  esto  se  aplica  las  propiedades  de  las  series 
de  potencias:  ^ (h  + 2\n  + l)c„+2xn  - ^ 2c„_|  x"  =0 


n= 0 


□C  ce 

Luego  igualando  los  inicios  es  decir:  1.2.c2  + ( n 4-  2){n  + l)cn+2xn  — ^ ^ 2cn_¡ xn  =0 


71=1 


ahora  efectuaremos  la  suma  algebraica  de  las  series 

00 

1.2.c2  + ((«  + 2)(n  + l)cn+2  -2c„_,)x"  =0 


W— 1 


aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados  e igualando  término  a término  se 
tiene:  .2  c2  = 0 =>  c2  = 0 


(«  + 2)(n  + l)cw+2  “ 2cn-\  = 0 Para  n = 1 , 2,  3,  4,... 
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La  ultima  expresión  es  equivalente  a.  cn+2  = 


2c. 


(n  + 2)(n  + \) 


, n = 1,2,3,  . 


ahora  iterando  se  tiene:  n = 1 , c,  = = — - 

2.3  2.3 

2c| 

n = 2,  Ca  — — - 

3.4 


n = 3,  c5  = = 0 

5 4.5 


B 4.  c.  = —4  a 


2 2 c0 


5.6  2.3. 5.6 


. 2c4  2‘c, 

n = 5,  c7  = — - = — 

6.7  3.4. 6. 7 

2c<  „ 

n = 6>  c8=  — = 0-  etc. 


X 

como  y = ^^cnxn  ~co  +qx  + c2.r2  +c3x3  +c4x4  + ... 

n=0 

2cq  3 2q  4 2 C|  7 

7 = C0  + <?,*  + — -JC*  + — Lx  + — JC  +... 

2.3  3.4  3 .4.6.7 


y-C()  +^-X3  | 2 C0  XV  +. 


.3 

2 Cn 


2.3  2. 3. 5. 6 2. 3. 5. 6. 8. 9 


2c,  4 

X +...  + C,.VH X 

1 3.4 


_2lJ±-x7  i C1  A.10  + 
3.4. 6. 7 3.4.6.7.9.10 


>,  = co(1  + — x3  + 


2 3 2 2 t 23  9 x 

— X + X + X +...) 

2.3  2.3. 5.6  2. 3. 5. 6. 8. 9 


2x*  2¿ 


+C](x  + + x1  +- 

3.4  3.4.Ó.7 


-x10  +...) 


3.4.6.7.9.10 
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Ejemplo.-  Resolver  la  ecuación  de  segundo  orden  - — + x — + y = 0 

dx 2 dx 

Solución 

de  acuerdo  a la  nota  el  punto  ordinario  se  toma  x = 0 entonces  la  solución  en  serie  de 

* X 

A V 


potencia  es  y-  > c„x"  =>  — = ^ «c,,*"  1 =>  — -r r = ^ «(« — l)c„  a-"  2 ahora 
„ í4t  dar  •*—' 

n=0  /i-l  w=s2 


w=0  t¡-\ 

reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial 

X ■ t 

— + y = n(n  -\)cnxn  2 +x^^ncf1xn  1 + ^ c„jr/f  = 0 , ahora  ponemos  las  x 

X X X 

en  un;.  ifllM  pOtCÚCll  ^^(/?  + 1)(k  + 2)crt+2.YAÍ  ^ + ^ = 0 


d¿  y dy 
dx 2 


«=o 


/j-i 


/i=0 


x x 

^ [(»  + D(«  + 2 )c„+2  + c„  ]jc"  + ncnxn  = 0,  igualando  los  inicios  de  las  series  se 


n=0 

tiene. 


X «• 

2cz  + c0  + [(/» + 1 )(n  + 2 )cn+2  + c„  ]x"  + ^ nc„xn  = 0 

M = I H~l 

efectuando  la  suma  algebraica  de  la  serie: 

x 

2c2  + Cq  + S[(”  + 1)(«  + 2 )c„+2  +(n  + 1 )c„  ]x"  = 0 

aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados  e igualando  términos  a término 
se  tiene. 

co 


2c  2 +c0  = 0 

(n  + 1 )(w  + 2)cw+2  + («  + 1)c„  =0 


M*  2 


para:  n = 1,  c3  = ■ 
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n - 9 . _ C2  _ *0 

n Z,  Ca  — — 

4 4 2.4 


, c3  c, 

n = 3,  c,  — 

5 3.5 


n = 4,  c,=-4  = - 


6 2.4.6 


n = 5,  C7=-ÍU— ÍL_ 

7 3.5.7 


„ J (-l)"c,  (l)nc. 

Generalizando  se  tiene:  c2„  = — ' --  y c2n+l  = -™ 


2.4.6.. ..(2*) 


1.3.5 (2n  + 1) 


como  .y  = c0  + c,x  + c2  x2  + c3x3  +...+c2nx2n  + c2n+ix2"+'  +. 


CnX 


fy 

2.4.6...(2n)+¿— ( 1.3.5. ..(2n  + l) 

//=0  n= 0 


=Y  (-ir 


dy  ^ 

Ejemplo.-  Resolver  la  ecuación  diferencial  — = l + j>  , mediante  series  de  potencia  de 

dx 

x,  sabiendo  que  y (0)  = 0 

Solución 

3t 

Tomamos  a x0  = 0 como  punto  ordinario,  por  lo  tanto  la  solución  es  y = ^ ^cn.r"  • 

»=o 

ahora  determinaremos  los  coeficientes  cn  , obteniéndose  mediante  la  derivada 

3C  3C 

v = ^ jc"  entonces  ^ ^ ncn xn  1 , reemplazando  en  la  ecuación  dada  se  tiene: 


/!= 1 


y|nC)«*’1  = 1 + c„ xn)2  =>  ^ =\ 

n= 1 /í=0  n= I n=0  n=0 

x x n 

ncaxn  1 - ^ ^ % ck  cn_k  )xtt  = i ; ahora  ponemos  las  x en  una  misma  potencia. 


n=0  A=0 
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X ¡1 


1*..,*- -Y  (Y  ck  .cn_k  )xn  = 1 ; efectuando  la  suma  algebraica  de  la  serie. 

X X 

^((«+'K+1-y,cA.^,y-=  i 


o 


como  se  tiene  un  término  independiente  en  el  segundo  miembro  entonces  desarrollamos 
para  n = 0 en  la  sene:  e,  .£[„,/■*„,  -£V..,K=I 

Á=0  w=l  ¿=0 

aplicamos  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados  e igualando  términos  a término 

n 

se  tiene:  c,  -c%  = 1 y («  + l)c„+,  - ^ q x-„..A  = 0 


A*0 


Luego: 


C|  =l  + c¿ 


^77  + 1 


= — T>  Ck  £n-k  V/7>1 

n • 

*=0 


, aplicando  la  condición  inicial  y(0)=  0 se  tiene. 


y = ^c„xn  =c0  + c¡x  + c2x2  +...  + c„  x"  +... 

n= 0 

>’(0)  = c0  = 0 =>  c0  = 0 de  donde  cx  - 1 

I 

I ^ 

para: 


y.  n=  I.  cj  =-[co-t’i  -clacíl]=0 


l.  , 1 

J*l  +C2^0J  = j 


n = 2.  c3  * ^ *2-1  " jlfo' 

n>3.  c4  = ^^c*.c3_*  =“lío-c:  +ci-c2  *cir\  *c)*o]=() 

4-0 

1 1 2 
n * •*.  c,  = - / ■ -Icn-Ci  +«i*j  +cz£2  ^c2-ci  *^^0]  = 
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n = 5,  cf 


45> 


C5-k  ~ 0 


A-0 

6 


_ r JV  17 

n — o,  Cn  — *“  / C/.  /.  — 

u 315 
*=o 

oc 

Luego  la  solución  queda  en  la  forma:  y - ^ cnxn  - c0  + c]x^-c2x2  + ...  + cM .vw  + ... 


«=o 


1 3 2 5 177 

v = jc  + -x  h — .v  + .r  +... 

3 15  315 


•••  y = tg  x. 


/*  V i\ 

Ejemplo.-  Hallar  la  solución  general  de  ia  ecuación  diferencian  — ‘--2x 3 y - 0 

dx*  dx 

Solución 

Tomemos  a x0  = 0 como  punto  ordinario,  por  lo  tanto  la  solución  en  serie  de  potencias 

X 

alrededor  de  x0  = 0 es:  y = cnxn 


«—ti 


de  donde 


y = y]  ”c„ .y"'1  =» 

¿V  A—  c/x" 


«*>1  h=2 

ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial  dada 


1 X oc 

Ih,  t*  2 - ncnxll  [ - cnxn  =0 

X X 

^ - J)c-/rY,?":  - Y 2wc,rv'1  - 0 . poniendo  las  x en  una  misma  potencia 

n=\  n-  0 

y (n  + 2 )(n  + 1 )c^2x"  ^ ^ 


,t  =0 


//—O 


ahora  poniendo  los  inicios  iguales  se  tiene: 
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efectuando  la  suma  algebraica  de  la  serie. 

2c,  - 3c0  +^M(«-r2)(M  + l)cnT2  ~{2n  + 3)c„]x"  =0 

n= I 

efectuando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados  e igualando  término  a término. 
2c2~3c0=0  y (h  + 2)(w+1)c„+2  -(2/i  + 3)c„  =0 


para  n = 1 , 

n = 2, 

n = 3, 

n = 4, 


(2w  + 

3)C„  w 

(«  + 2)(n  + l)’ 

_5q 

2.3 

1 

0*1 
r-  j 

1 

3.7 

3.4 

2. 3. 4. 5 C° 

9c3 

5.9 

4.5 

C| 

2. 3.4. 5 ' 

11 

3.7.11 

, — ^4 

5.6 

~ 2. 3. 4. 5. 6 ' 

reemplazando  en  la  solución  se  tiene. 


v = 


i 


C„x  = 


2 3 

= c0  + Cj  A'  + c2  x . 


3 2 5c,  3 3.7  4 5.9.C,  5 3.7.1  lc0  6i 

V = C’n  + C\  X + — CnA  H A*  -4- A + A H A + ... 

0 1 2 0 2.3  2. 3.4. 5 2.3.4.5  2.3.4.5.Ó 


3 2 ,3.7  4 3.7.1  1 . , 5 Jj  5.9  „5 


-Y +...)+  C,  (y  + Y + 1 .Y  ♦...) 

2 2.3.4.5  2. 3. 4. 5. 6 2.3  2.3.4.S 


.v  = C*r,  < 1 + — X + x + - 


-v  = c o[UZ 


1.3.7...(4n-l)  V l 5-9  ■ 


n=0 


(2n)! 


-Y*  | 1-  C, 


I' 

«-0 


(2/7  -h  1)! 
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Ejemplo.-  Resolver  la  ecuación  diferencial  (x2  - 1)— r - + .v  — - v = 0 . mediante  series 

dx'  dx 

de  potencias  de  x. 

Solución 

Tomando  como  punto  ordinario  a x0  = 0 entonces  la  solución  es: 

i X -<1 

dv 


Z„  tfy  v' 

c„x  =>  — = > nc„  x 

" dx  X-  " 


entonces  - i )c„xn  2 

Jx~ 

«=0  n=]  «*2 

ahora  reemplazamos  a la  ecuación  diferencial  dada. 


(■’ 


OC  X X 

v2  ^1)^  n(n-\)c„xn~2  +*y  nc„x”  T c„a''  = 


o 


v?=I 


«--0 


X.  X X 

n(n  — l)cnx"  -i-  «(«  - 1)c„a"“2  + ^ wyv"  ~^^cnx"  = 0 

«=0 

poniendo  las  x en  una  misma  potencia. 

X X X X 

^«(n-l)c„.t''  +^("  + ')(«  + 2)c„+2  a”  +^«c„xn -¿V"  =° 


«=2  «=0  y;=l 

ahora  poniendo  los  inicios  iguales  se  tiene: 


X x 

y\(H-l)c„.t"  +^[(/I  + 1)(Wt2)c,  -C„]x”  -r'^M.„Xn  =0 

«= 0 /»=l 

X X 

y«(«-l)c„A"  + 2c, -c0+X[(-1)(-2)c,i+2  -c„  xnc„] x"  =0 

n-1  «=1 

x 

c0  + 6.C3 x + ^ [«(«  - l)c„  + (n  + l)(n  + 2)c„+2  - C„  T nc„  }x"  = 0 


1 r 
t¡~c2 


#•2 


X 

2 c2  - c0  T 6.C3 a + y [(«  - 1 )(«  + 2)c„+2  + («  + !)(«-  l)c„  ]a"  = I 


n=2 
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aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados  e igualando  término  a término  se 
tiene: 

c =52. 

2 c2  -c0  = 0 2 2 

6c3  = 0 =>  c3  = 0 

|(#i  + l)(»  + 2)cn+2  +(w  + l)(w-l)c;j  =0  _ n- 1 ^ 

cn+ 2 “ , ~ c*  • v;f  ¿ “ 

n + 2 


-y  1 Cq  C0 

para  n = 2,  c4  = — c?  = = — 

4 2 2.4  2*.2! 


n = 3,  c*  = -~c;  = 0 
5 


3cd  Í.3ca 

n = 4,  ch  = 1=-^-íL 

6 23.3! 


4c<¡  „ 

n = 5,  c7  — — = 0 


5c,  1.3.5  .cn 


n = 6,  Co=--— = ~- 


8 8 


2 .4! 


6c7 

n = 7,  Cg  = = 0 

9 


n = 8,  cm=- 


Ico  1.3.5.7.Ca 


. etc. 


como 


10  25.5 ! 

} = ^ ' C„ A'”  =CQ  + C',X  + C2-V‘I  +C3X3  + C4 A'4  + ...  + C„.v"  +... 


n=0 


„ X2  1 4 1.3  6 1-3.5  8 1 .3.5.7  io  , 

_V  = C|X  + C0(1+ x +— — X — — X 4 X +...) 

1 ° 2 2*2!  2*3!  244  ! 255! 


* I i 1 5 t 15  U.5.7  , 

- — 7—  x +-r-x  - — — a 4- — - — r 

2 2 J 2 ! 2J3!  244!  2*  5 ! 


v.  ( t)  - c>,  (I 
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, x „ x1  'ST'  tx  1.3.5...(2w-3) 
y\(x)  = c0(\+  — i-  y (-1)  -a*  ),  x <1 


v,(.r)  = c.x 


2 %! 


y = (x)  + £2  v2(a:)  Ia  solución  general. 


Ejemplo.-  Determinar  el  valor  de  r para  que  la  ecuación  diferencial 

f | 

— — -2* — + /^v  = 0,  tenga  soluciones  en  series  de  potencias  de  x de  la 
dx~  dx 


forma 


n= 0 


Solución 

tomando  a .v0  = 0 como  punto  ordinario  entonces  la  solución  es 

x 2 

„_i  d_y 

dx1 


X 'X.  x 

Zc(I/  =>  — = / ncnx,í  X « entonces  — — = / n(n -X)cnx,l~l  , ahora  reemplazando 
dx  dx2 


>i=0  /mi 

en  la  ecuación  diferencial  dada. 


X X oc 

n(n  - l)cffx"“2  - ' cn xn  = 0 

n — I w= 0 

X X X 

yh?(/7-l)C„-Vn~2  - ^ ^ 2rtc„*'7  -f  ^ ^ rcnxn  - 0 ^ poniendo  las  x en  una  misma  potencia 

>i=2  n~  1 >i=0 

x x 

y^(n  + l)(/;  + 2)c,(+2Ar'' -^2«c„a"  tVrc„x"  =0 

/?=0  >1=1  >i»0 

x 

y [O  + D(«  + 2)c„+2  + rc„  ]x"  - ^ j2cnxn  =0  ahora  poniendo  los  inicios  iguales  se  tiene. 

n=) 

x x 

2c2  + rc0  + [(«  + 1 )(n  + 2 )cn+2  + ]x"  - 2ncnxr  = 0 

>7  = 1 >1  = 1 

efectuando  la  suma  algebraica  de  las  series. 

2c2  + + 2>  + l)(n  + 2)c„+2  +<r-2«)c„].v"  =0 

n=l 
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aplicando  eí  método  de  los  coeficientes  indeterminados  e igualando  término  a término  se 
tiene: 


2 c2  + =0 

(n  + l)(«  + 2)c„+2  +(r-2n)c„  = 0 


c2  ~ ~ 2 co 

Cn+2  — — C„  V«  £ 1 

"+2  (n  + lX«  + 2)  " 


i r-2 

para  n=l,  c3  = — — c, 


r-4  r(r  - 4) 

n — 2,  C4  — c?  — Cij 

4 3.4  2 2.3.4  u 


r-6  _ _ (r-2)(r-6) 
n 3,  Ce  — c-i  — Cj 

4.5  3 2. 3. 4. 5 1 


r- 8 r(r-4)(r-8) 

n = 4,  c,  = — 1 — c4  = c0 

5.6  4 2. 3. 4. 5. 6 0 


, r - 19  (r-2X*--6X>--10> 

n = 5,  £ - — < s : 1 1 . etc. 

6.7  5 23.4.5.6.7 


como  y 


-Z<s- 


c0  +clx  + c2x2  +c3a-3  + ...  + c„x"  + ... 


n=0 


r i r-2  j r^r-4)  4 (r-2j(r-6) 


> «c0+c,a--x  c0-— c,ar+— — c0x  + 


3! 


4! 


5! 


c,x  - 


r(r-4)(r-8)  6 r(r -2)(r -6)(r r\0)  _ 7 

“ Cf^  ""  ' Ci  A » « 


6! 


7! 


y = c0(l x “ + 


r 2 K^-4)  4 r(r-4)(rj-8)  6 


2!  4! 


- jc  — 


6! 


jc°  +...)  + 


+ c,U 


r-2  j (r-2Xr-6)_j  r(r-2Xr-6Xr-10)  _7  , , 

— X 4 ’ T...Í 


3! 


5! 


7! 
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>-=c0(i+^(-ir' 

n=0 


r(r-  2)(r  - 6 )(r  - 1 0)...(/-  - (4 /ir  2)) 
(2/i  + 1)! 


+C\ 


, +Y / jwhI  !•(/•  ~ 2)(/- - 6 )(/- - 1 0)...(/- - (4/1  + 2 )) 
1 ' - (2/i  + l)! 


n=0 


Los  valores  de  r son  para  todo  r * 0,  2n,  donde  n e z+ 


d2v 

Ejemplo.-  Resolver  la  ecuación  diferencial  — — -(.v  + l)y  = 0 n ediante  series  de 

dx~ 


Soludón 


potencia  de  x. 

oc 

Sea  y = y cnxn  la  solución  en  serie  de  potencia  de  x derivando  se  tiene 

n=Q 

— = ncnxn~[  =>  —7"  = ^ n(n-\)cnx,l~ 2 ahora  reemplazando  en  la  ecuación 


;»=1 

diferencial  dada. 


2 


^/i(/i-l)c„x',-2-(A:+l)2]cny‘  =0 


n=2 


«=0 


X X X 

^^n(n-\)cnxn~2  -^c^1  - ^ cnA:rt  = 0 ; poniendo  las  x en  una  misma  potencia. 

n= 2 n*0  /j=0 

X X X 

^(/i  + l)(/i  + 2)cn+2:r" -ycn„.y"  ~^c„xn  =0 

w— 0 n= I /í=0 

X X 

^ ((«  + !)( /i  + 2)cn+2  -c„)x"  =0 


«-O 


2c2  Cq  +^[(/¡  + 1)(/i  + 2)c„+2 -c„  -cn_\]xn  =0 

ff=l 

aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indetejminado  e igualando  término  a término  se 
tiene: 
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Í2  c2  -c0  ~ 0 


1(>i  + 1)(«  + 2)c„+2  -c„  — c„_|  =0 


= — 

• 


Cn+ 2 ~ 


Cn  +gW-l 

(/i + !)(«  + 2) 


para  simplificar  en  estos  casos,  primero  podemos  elegir  c0  * 0 , cx  = 0 , 
una  solución;  la  otra  solución  proviene  de  elegir  cQ  = 0 , cx  * 0 . 

Para  el  primer  caso  se  tiene: 


c]  +c0  c0 

para  n = 1 , Ci  = = — 

3 2.3  2.3 


n = 9 _ C2  + CI  _ C2  °0  _C0 

• • * • 


3.4  3.4  2.3.4  24 


c3+c2  Cq  Cq  1 Co 

n = 3,  Ce  = — - = [ — 4- — ) — = — . etc 

5 4.5  2.3  2 4.5  30 


luego  una  solución  en  series  es:  y = c0  + c]x  + c2x  +c3x  +...+cn.xn  +.. 

Cq  2 ^0  3 ^0  4 ^0  5 . X X X C 

y,  = cn  + — x¿  — -x5  + — x + — jT  + ...  = c0(l  + — + — + — + — + 
A 0 2 6 24  30  0 2 6 24  30 


la  otra  solución  es  para  c0  = 0 , cx  * 0 . 


n=  1, 

r - co  - ~o 

3 2.3  6 

n = 2, 

c2  +c, 

C4  — 

4 3.4 

c1__cL 

3.4  12 

n = 3, 

c3  +c2  _ 

c, 

— - . ptp 

Ce  — 

4.5 

2. 3. 4. 5 

4 wlLt 

120 

’V  1 *»  3 

Luego  la  solución  en  serie  es:  y = > c„.x  = c0 +c,* + c2*^ +c3x  + .. 


y esto  nos  dará 


...) 
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3 4' 

zx  C\  3 C\  4 C\  5 .XX  X 

vs(.v)  =c,x  + — x + — x + — i-jr +...  = c,(*  + — + — + + ...) 

1 6 12  120  1 6 12  120 


La  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es. 

2 3 4 5 3 4 5 

y1  X X X X . . X X X . 

V — Cr\  (1  H H 1 1 h ...)  + Ci  (jf  + 1 h h ...) 

0 2 6 24  30  1 6 24  120 


Ejemplo.-  Resolver  la  ecuación  diferencial  (x  +x) — — -í- (jc  — 2) y - 0 , mediante  series 

dx2 


de  potencias  de  x - 1 . 


Solución 


Los  puntos  ordinarios  son  V x * 0,  x * -! , en  particular  es  punto  ordinario  x0  = 1 , 
entonces  la  ecuación  diferencial  admite  una  solución  en  serie  de  potencia 

» ac 

y = Ycjx-ir  de  donde  sus  derivadas  son  V ^^ncn(x -\)^]  y 


n=0 


n=\ 


d 2 v V 

— -=>  n(n-\)cn(x-\ 

dx 2 

n=2 


1)"  2 , para  que  el  procedimiento  sea  más  sencillo  haremos  el 


siguiente  cambio  de  variable. 


, , , , , dy  dy  du  dy 

u=x-l  =>  x = u + 1 de  donde  — = — . — = — 

dx  du  dx  du 


d2 y dy'  dy'  du  dy'  d d~y 

dx2  dx  du  dx  du  du  du  du1 


como: 


ncAx-\ ) 


dy  y 
dx  ~ 2- 

ir1 

¿r2 


n=2 


dy  V »-i 

¿.jnC"U 

¿2v  V , n "-2 
/ n{n-\)c„u 

(i\im  1 "■ 


¿2V 

al  reemplazar  en  la  ecuación  diferencial  x(x  + 1) — j-  4-  (x-  2)y  = 0 

dx 
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d2  y 

(u  + l)(u  + 2) — zr  + (u  -l)v  = O , de  donde 

du2 


X 

( u + l)(n  + 2)^^  n(n - 1 )cnitn~2  + (w-l)^'  ncnun  =0 

n- 2 n=0 

ac  oc  oo  x 

^ n(n-\)c„un  + 3^^  n(n-\)cflun~]  + 2^~  n(n  -l)cnun~~2  + 0/-!)^  ncnun  =0 


n= 2 n-2  n= 2 

poniendo  en  una  misma  potencia  a u. 


n=0 


pe  OC  X X X 

^T/i(rt-l)c„u''  +^3n(n  + \)cn+lun  + ^ 2(«  + !)(«  + 2 )c„+2»H . + ^ c,»"'1  -^c„u"  = 0 

n*2  «=1  n=0  /j=0  n=0 

X X X X 

'^n(n-\)c„un  +^3n(n  + \)c„+]u"  + (2(n  + l)(n  + 2)cfl+2  -c„)w”  +^cff_,u'’  =0 

«•2  h=I  /i=0  n=l 

X X X 

^y\(n-l)c„Hn  +^(3n(«  + l)c„+1  +^(2(w  + l)(n  + 2)c„+2  -c„)u"  = 0 


ahora  poniendo  los  inicios  iguales  se  tiene. 

X 

4c2  -c0  +(12c3  +6c, -c¡  +c0)u  + ^^(n(n-l)-l)c„  +c„_¡ 


n= 2 


3n(n  + l)c„+1  + 2(«  + 1 )(n  + l)c„+2  )u"  = 0 


aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados  e igualando  término  a término  se 
tiene: 


4c2  -c0 


1 2c3  + 6c2  - q + c0  =0 

3w(n  + l)c„+1  + 2(«  + l)(/i  + 2)c„+2  +(«(/? -l)-l)c„  + c„_,  =0 


2=~T  y C3  =7^(C1 -^co) 


12 


de  donde  c - 
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cñ+2  = — ^ (~c„- 1 ~{n  ~n~  l)c„  - 3 n(n  + l)cH+1 ) , V n 2>  2 

2(«  + !)(«  + 2) 


- 17  5, 

para  n = 2,  c4  = C°  ~ 2 C' 


1 107  10 

n=3,  c.= ( c0 c.) 

5 2.4.5  24  0 3 1 


. 1 , 263  421  , 

n = 4,  c6  = ( c0 c,) 

6 2.5.6  24  0 48  1 


como 


A 

la  solución  en  serie  será.  y(u)  = '^¡enun  = cQ  +cxu  + c4«4  + 


n=0 


ahora  reemplazando  los  valores  de  cn 


í \ c0  2 ^ / 5 3 1 7 5 4 

y(u)  = c0  +c,w+— « + — (q--co)«  +— (2co_yci)M  + 


1 107  10  x 5 1 . 263  421  , 6 

+ ( Cn+ C.)M  + ( Cn C¡)U  +... 

40  24  0 3 1 60  24  0 48  1 


x „ u2  5 3 7 4 107  5 , . u-  5 4 u5  , 

u 0 4 24  48  960  1 12  48  12 


como  u = x - 1 entonces  al  sustituir  se  tiene: 

d 


12  48 


12 


dy 

Ejemplo.-  Hallar  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  (\-x) — + y = l + x,  que 
satisface  la  condición  inicial  y (0)  = 0. 
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Solución 


n=  0 


i ecuación  diferencial  dada  se  tiene. 


oc 

aplicando  la  serie  de  Taylor  j(x)  = ^ cnxn  solución  en  serie  ahora  derivamos 

— = ncnxn~]  , reemplazando  en  la  < 
dx  ^ 

Al  — I 

oo  oo  oc_  oc  x 

(l-JC)Y  = 1 + X =>  ^ ncnxn~]  ncnx  > + ^ ^ Cn*”  + x 

n=l  n=  0 aí— 1 n=\  n=0 

X X X 

poniendo  las  x en  una  misma  potencia,  + l)cM+1  a'w  - ^ ncn*n  + c* 

AJ=0  AJ  = l Aí — 0 

X 

^ [(h  4-  t)cw+,  + cn  ]xw  - ^ ncn xn  = 1 + a ; ahora  poniendo  los  inicios  iguales. 

AJ=0  Aí  = 1 

X 

C,  +C0  +(2c2  +C,  - C)  )X  + / , K”  + 1)C«+I  + c„  ~«Cn]x"  = 1+X 


.x"  = 1 + x 


n=2 


C1+C0  = 1 
2c2  =1 


(n  + l)cn+, +c„ -«c„  =0,  V « > 2 


, c2  1 
para  n = 2,  Co  = — = 

3 2.3 


i 2 1 

n = 3,  c*  = — c-,  = 

4 4 3 3.4 


, 3 1 

n = 4,  Ce  =-c4  = — 
5 5 4.5 


£'l  =1“c0 

1 

Cl~  2 

n — 1 

m—¡e* 
tí  4- 1 


aplicando  la  condición  inicial  y(0)  = 0 se  tiene:  c0  = 0 , c,  = 1 , de  donde,  por  lo  tanto,  si 
la  solución  en  serie  de  potencia  es 
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^3  n 

y(x)  = c0+clx  + c2x~  +c3x  +...+cnu  +...  es  decir 


s i 4 5 

A 1 3 X X 

v(a)  = A + + X + + + ... 

2 23  3445 


V-  a""1 
v(a)  = a+>  

n= 1 


Ejemplo.-  Halla  la  solución  en  serie  de  potencia  de  la  ecuación  diferencial 
5 d~  y dy 

(a  -1) — — + 3a  — + xy  = 0 que  satisface  las  condiciones  iniciales 

dx2  dx 


y(0)=  4,  /(O)  = 6 


Solució. 


Tomando  a a0  = 0 como  punto  ordinario,  entonces  la  solución  en  serie  de  potencia  es 


v = Y 


cnx"  , derivando  se  tiene 


dy  V*1  d2\  v-’  „ 

iene — = > nc„x  y = y n(n-\)cnx 


dx 


rt=0  »=1 

ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  dada. 


dx' 


n-2 


x X X 

(a2  n(n-\)c„xn~2  + ?>x'^^ncnxn~'  +a^ \cnxn  =0 

/»— 1 

X X x * 

^ \(n-\)c„x"  - ^n(n-])cnxn~2  + ^*3 ncnx”  * =0 

n=2  /i=2  «=1  n=0 

poniendo  las  x en  una  misma  potencia. 

X X 

2>-l)c„Z  -^\n  + l)(n  + 2)c„+2x"  +x^^3nc„x"  +^c„_,.r"  =0 

n=2  n= 0 n= } n—\ 

poniendo  los  inicios  iguales  se  tiene: 

X x X 

Yn(n  -t)cn.T*  - 2c2  - (n  + l)(w  + 2)cn+1x"  + (3 nc„  + c„.,  )s”  =0 

/?=2  «=1  n=l 

x 

-2c2  +(3c,  +c0-6e3),  + ^[(,2  + 2n)c„  + -(n  + 1)(>?  + 2)c„_2  ]x"  =0 
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aplicando  término  a término  se  tiene: 


í-2  c2  = 0 
[ 3 c,  + c0  - 6c3  = 0 


Cn  = 0 


c3  =-(c0  +3cl) 
O 


(ti*  + 2rt)c,?  + - («  4-  l)(/2  + 2)cn+2  = 0 para  V n £ 2 


, . + n(w  + 2)c„ 

de  donde  cn  2 = V n £ 2 

(h  + 1X»  + 2) 


para  n = 2,  c4  = 


Cj  + 8cj  Cj 

3A  ~ ~3A 


c2  + 1 5c3  3 1 

n = 3,  c’s  = — — — = -c3  = — (c0 +3q) 


n = 4,  c*  = 


c3  + 24c4  _c0  + 1 5c. 


5.6  5.6 

de  las  condiciones  iniciales  se  tiene  jy(0)  = c0  = 4 
/(O)  = C|  = 6 entonces  se  tiene:  c0  = 6 , c}  = 6 , c2  = 0 

47 


U 

3 


c3  = — , c4  = — , c5  = — , c = — 
3 * ^ 5 * 6 90 


H 

4 


*>  3 4 5 

como  la  solución  es:  y(x)  = c0  + c,x4-c2x“  + c3x  +c4x  + c5 x . 


11  1 X4  11 


47 


v(x)  = 4 + 6*4- — jC  + — + — x + — x 
3 2 4 90 


Observación.-  El  método  de  solución  de  las  ecuaciones  diferenciales  por  medio  de  series 
de  potencia,  se  puede  aplicar  cuando  los  coeficientes  no  son  polinomios. 

Ejemplo.-  Hallar  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  por  medio  de  series  de  potencia, 
y + (cosx)j  = 0 

Solución 
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x 2 *6 

Se  conoce  que  cosx  = l-  — + como  x0  = 0 es  un  punto  ordinario  entonces 


la  solución  en  serie  de  potencia  es  y = 


de  donde  sus  derivados  son:  — = V 

dx 

n=\ 


nc„x"  1 y 


d\v 

dx: 


OCÍ 

-I 

n= 2 


n(n  — \)cnx 


n-2 


ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial  dada 


y 


w+  (eos  jc)>>  = ^ 1 n(n  - l)cnxn  2 


«= 2 


+ . ..)S'  c„xn  =0 

2<  4!  6! 

«=» G 


= ( 2c2  + 6 c3jc+  12c4jc2  + 20c5jc3+...) 


2 4 6 

„ X X X ? 3 x 

+ (1 H -h...)(c0  +C,*  + C2X~  + C+X  + ...) 

21  4T  6f  ü J * 


: (c0  +2c2)  + (cj  + 6c3)jc  + (--j-  + c2  +12 c4)x2  +(20 c5  +c3  --y)x3  + ...  = 0 


por  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados 


cQ  + 2c2  = 0 

Ci  + 6 c-(  - 0 

+ c2  + 1 2c4  = 0 


¿ó  * -- 


_£o_ 
2 


— - + Ci  + 20c*  = 0 


2 

c, 


4 12 


— 


30 


2 3 4 5 

como  v = c0+c{x  + c2x  + c3*  + c4x  + c5*  . 


¿=(c0  - — + — v4  +...)  + (c‘|A*-~.r3  + — jr5  + ...) 

' 0 2 12  1 6 30 


2 4 

Y .Y 


Y3  X* 


y = cn(l  - 1 — i- : — + ...)  + c,(x + — + 

0 2 12  A 30 


6 30 
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d2V 

Ejemplo.-  Hallar  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  — z-+v  = senx  en  serie  de 

dx2  ' 

potencias  que  satisface  las  condiciones  iniciales  j/(0)  = y'  (0)  = 0 . 

Solución 

X 

como  x0  = 0 es  un  punto  ordinario,  entonces  suponemos  que  y = y cnxn  es  la 

n= 0 

X 

solución  de  la  ecuación  diferencial  dada,  de  donde  sus  derivados  son  = y ncnxn  1 y 


— = N n(n-l)c„x"  2 , además  se  conoce  serur 
dx 1 


»=2 


dx 

(2/1-1)' 


n = ] 

,i» 


/7=0 


reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  se  tiene: 

z—  ■•i— 

n~2  «=0  77=0 

a las  series  del  primer  miembro  ponemos  en  la  misma  potencia. 

rr  Y . 

(_1)V',+I 


+ 1)(” + 2k+2-x" + Yjc"x" = Xtí 

77  = 0 77=0  71=0 


(2/i  + l)! 


ahora 


+ IX»  + 2 )c„+2  + c„  ]x" 

7J=0  77=0 


(-ir*2'" 

(2«  + 1)! 


La  serie  del  primer  miembro  lo  expresaremos  como  la  suma  de  una  serie  de  potencias 
impares  de  x en  una  serie  de  potencias  pares  de  x,  puesto  que  la  serie  de  potencias  del 
segundo  miembro  contiene  solo  potencias  impares  de  x. 


X * X 

^[(2«  + 2X2«  + 3)c2b+3  +c2„+1]x2""‘  ^J(2n  + \){2n  + 2)c2n+2  +c2n]x2"  = 

n =0  77=0  7j=0 


.277  + 1 


por  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados  se  tiene: 
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C2n+3  “ ' 


1 


(2«  + 2K2n  + 3)  (2n  + l)! 

c 2/i 


(-1)" 

v„;>o 


formula  de  recurrencia. 


(2« + 1X2/1 + 2) 


para 


n = °,  C3=¿[1-C<3’  C2=-f^ 


1.2 


. 1 r 2 a.  (-l)2c0 

5 4.5  3!  3!  4 1 .2.3.4 


1 ,3  cu v-l)% 


n ~ 2,  cj ],c6- 


6.7  5!  5!  1 .23.4.5.6 


como  la  solución  y = ’^'  cnx"  = c0  + c,x  + c2x2  +c:  "3 

n=0 


(1)  1 

y(x)  = c0  + c,  x + c0x2  + - [1  - c,  ]x: 5 + c0xA 


1 r 2 Ct  _ 5 (-ir  6 Ir3  Cli  7 

4.5  3!  3!  6!  0 6.7  5!  5! 


. x3  x5  x7  rx3  2x5  3x7 

+c,(x-  — + --  — + -)  +[— — — + — + 


3!  5!  7! 


3!  5!  7! 


Zl  /I 

x2n+  , V x e R 

(2  n + 1)! 

«•■i 


como  jy(0)  = y' (0)  = 0 =>  c0=0  y C|=0 


3C 


n=\ 


(-ir'«x2„ti 

(2n  + 1)! 
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d'\  dx 

Ejemplo:  Hallar  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  — — + -2v-e  en  serie  de 

dx 

potencia  que  satisface  las  condiciones  iniciales  y(0)  = v'(0)  = 0 . 

Solución 

como  Xo  = 0 es  un  punto  ordinario,  entonces  suponernos  que  v = ^ cnxn  es  la  solución 
de  la  ecuación  diferencial  dada,  de  donde  sus  derivadas  son: 


n~  o 


>i=2  n=l  >i=0 

ahora  ponemos  en  potencias  de  x iguales. 


(»  + !)(«  + 2 )c„+2.x"  + 


£„v--  sv-ZÍ 

>j=]  >i=0  >j=0 


yj(«*l)(nt2)c,t2  ~2-c„)xn  +'y'nc„x”  = ^ ~ 

>1=0  n~\  n=0 

poniendo  los  inicios  iguales  se  tiene. 

X J n 

2c,  - 2c0  + ^ [(«  + !)(«  + 2)c„+2  - 2c, , + nc„  ]x"  = 1 + ^ — 


>J  = ] 


« = 1 


aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados. 
2c2  — 2c0  = 1 

(«  + !)(«  + 2)cn+2  - 2 c„  + /jc„  = V n 2 1 


*=o 


dy  ST  n-i  rf:v  , 1X  . t V1*" 

— ->  nc„x  , — *- = 7 n(n~\)ctlx  ademas  se  tiene:  e = > — , 

dx  ¿—i  dx2  ' ‘ ‘ 

>i=l  »=2 

reemplazar  en  la  ecuación  diferencial  dada  se  tiene: 

OC  00  X 00  0 

^ M(n-l)c„jr” ~2  «cHx”~‘-2^cay  = ^T^- 


luego  al 


1 

<¡2  =^  + ^0 
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-[-:  + (2-«)cJ,  V«¿] 


(n  + l)(«  + 2)  «! 

X 

aplicando  las  condiciones  iniciales  en  ia  solución  y = ^ cm.\ v *-c0  +Cj,x  + c2a:2  + ... 


>^(0)  = y'  (0)  = 0 = cQ  =c]  entonces  c2  = — 

i 1 n i 1 1 

para  n=l,  c,  = — [1  + c,  1 = — = — 

3 2.3  2.3  3! 


n = 2,  c4  =-L[i  + 0]  = — — = — 
3.4  2 2.3.4  4! 


rt=  0 


l 1 r1  t 1 r1  n 

n = 3,  c5  =T7[T-C3]=ríb-T]  = 0 
4.5  6 4.5  6 6 


. 1 
n = 4,  c6  = — 
6 5.6 


n = 5,  c7  = — 
6.7 


— -2c4 
24  4 

1 


120 


— 5 Ct 


6! 

7! 


2 3 *2  .r3  x4  X 6 x7 

como  la  solución  es  y = cn  +c,x  + c,x  + c-,x  ...  v = — + h + — + ... 

3 2 3!  4!  6!  7! 


9.1.1  SOLUCIÓN  ENTORNO  A PUNTOS  SINGULARES.- 


Se  ha  estudiado  la  solución  en  senes  de  potencias  de  la  ecuación  diferencial 

1 2 ^ t 

¿z2(*)— r + a{(x)— + a0(jc)v  = 0 en  tomo  a un  punto  ordinario  x = x0  sin  mayores 
dx~  dx 

dificultades  , sin  embargo  cuando  x = x0  es  un  punto  singular  no  siempre  es  posible 


encontrar  una  solución  de  la  forma 


y = 


^^cn(x-x0)n  ; entonces  nuestro  problema  será 


n~0 


de  encontrar  una  solución  en  series  de  potencias  de  la  forma 


donde  r es  una  constante  que  se  debe  determinar. 
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421 


9.1.2  PUNTOS  SINGULARES  REGULARES  E IRREGULARES.- 

(i  “ y dy 

Un  punto  singular  x = jc0  de  la  ecuación  diferencial  — ^-+P(x) — -t-Q(x)v  = 0 se 

dx“  dx 

denomina  punto  singular  regular  si  (x-xQ)P(x)  y (jc- x0  )2 Q{x)  son  ambas  analíticas 
en  x0  , en  otros  términos  (jc- x0  )P(jc)  y (x  - jc0  )2  Q{x)  tienen  una  serie  de  potencia 
en  (jc  — jc0  ) con  radio  de  convergencia  R > 0. 


Un  punto  singular  que  no  es  regular  se  denomina  punto  irregular  de  la  ecuación. 


Observación: 


Cuando  en  la  ecuación  diferencial  a-,(;c)- — — + a,(x)—  + a0(;t)y  = 0 los 

dx  dx 


coeficientes  son  polinomios  sin  factores  comunes,  la  definición  anterior  es  equivalente  a: 


Sea  a2(*0)  = 0,  obtenga  P(x)  y Q(x)  simplificando 


O 


a0{x) 

y — respectivamente 

a2(x) 


hasta  que  estas  sean  fracciones  racional  irreducible.  Si  el  factor  x-x0  es  a lo  más  de 
primer  grado  en  el  denominador  de  P(x)  y a lo  más  de  segundo  grado  en  el  denominador 
de  Q(x)  entonces  x = x0  es  un  punto  singular  regular. 


Ejemplo:  En  la  ecuación  diferencial  (x2  -1)?  — -y-  + (x—  1)—  + y = 0 , los  puntos 

dx'  dx 

singulares  son  x = -1,  x = 1,  al  dividir  a la  ecuación  diferencial  entre 


(x2 -l)2  = (x  + ])2(x-l)2  obtiene  P(x)  = 


1 


(A--1X-V  + 1) 


2 y cu.)  = 


(*-l)2(.r  + l)2 


analizando  a P(x)  y Q(x)  en  cada  punto  singular  para  que  x = -1  sea  un  punto  singular 
regular,  el  factor  x + 1 puede  aparecer  a lo  sumo  elevado  a la  primera  potencia  en  el 
denominador  de  P(x)  y a lo  sumo  elevado  a la  segunda  potencia  en  el  denominador  de 
Q(x)  observamos  que  P(x)  y Q(x)  no  cumple  la  primera  condición  por  lo  tanto 
concluimos  que  x = -1  es  un  punto  singular  irregular,  para  que  x = 1 sea  un  punto 
singular  regular,  el  factor  x - 1 puede  aparecer  a lo  sumo  elevado  a la  primera  potencia  en 
el  denominador  de  P(x)  y a lo  más  elevado  a la  segunda  potencia  en  el  denominador  de 
Q(x)  por  lo  tanto  analizando  P(x)  y Q(x)  ambas  verifican  la  condición.  Luego  x = 1 es  un 
punto  singular  regular. 
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d~  i\ 

Ejemplo:  A la  ecuación  diferencial  x2(x  + l)2 — y + {x2  -1)  — + 2y  = 0 dividimos 

dx'  dx 

2 , 1X2  i • d: y x — 1 dy  2 

entre  x (x  + 1)  , es  decir:  — — + — + ^ rv  = 0 

dx2  x2(x  + l)dx  jc2(jc  + 1)2 

Luego  x = 0 es  un  punto  singular  irregular,  puesto  que  (x  - 0)  aparece  elevado  a la 
segunda  potencia  en  el  denominador  de  P(x)  pero  x = -1  si  es  un  punto  singular  regular. 


Ejemplo:  A la  ecuación  diferencial  (1  — jc  ) — -~2x  — +30y  = 0 dividimos  entre 

d; r dx 


1 -x2  , es  decir: 


d2  v 


2x  dy 


30 


dx2  (1 -*#!  + *)  dx  (l-x)(l+x) 
Los  puntos  x = 1,  x = -1  son  puntos  singulares  regulares. 


^ = 0 


i d2 y dy 

Ejemplo:  En  la  ecuación  diferencial  x' — --2x h 5_y  = 0 x = 0 es  un  punto 

dx*  dx 

5 

singular  irregular  puesto  que  Q(x)  = — . 

j r 


9.2.  METODO  DE  FROBENIUS.- 


La  solución  de  las  ecuaciones  diferenciales  a2(x)  — — + uí1(a:)  — + a0(x)  v = 0 en  serie  de 

dx 2 <** 

potencia  entorno  a un  punto  singular  regular,  se  obtiene  mediante  el  siguiente  teorema 
debido  a “Ferdinand  George  Frobenius’\ 


Teorema:  Si  x = x0  es  un  punto  singular  regular  la  ecuación  diferencial 

d 

a2(x)— L-  + a](x)  — + a0(x)y  = 0 existe  al  menos  una  solución  en  series 
dx 

OC  3C 

potencias  de  la  forma  y = (x - x0 )r cn (x - x0 )”  = donde 


de 


el 


ñm(l 


número  r es  una  constante  a determinar. 


La  serie  convergerá  al  menos  en  algún  intervalo  0 < | x - x0  \ < R . 
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Ecuación  Indicial: 


A la  ecuación  diferencial 


d2v 


. dv 


Ui(x) — - + a,  (*)—  + a0(jr);' 
dx'  dx 


O 


escribiremos  en  la  forma 


d'y 


,</>■ 


— v + P(x)  — + Q(x)y  = 0 


dx 


dx 


...d) 


Si  x = xfí  es  un  punto  singular  de  la  ecuación  diferencial  ( 1 ),  entonces  quiere  decir  que  x 
p(x)  y x2Q(x)  son  analíticas  en  x0  = 0 y en  consecuencia  admite  desarrollo  en  series  de 
potencias,  a la  ecuación  cuadrática  en  r dado  por  r(r-\)  + PQr  + qQ  =0  se  denomina 
“Ecuación  Indicial”  de  la  ecuación  diferencial  (1)  donde  Pn  = lim  xP(x)  y 

je  — ► 0 

q0  = lim  x2Q(x)  a los  valores  rx  y rn  de  la  ecuación  indicial  se  le  llama  raíces  indicíales 
ó exponentes  de  la  singularidad. 


Teorema:  Demostrar  que  la  ecuación  indicial  de  la  ecuación  diferencial 

d ~ y dy 

— — + P(x)  — i-  Q{x)  y = 0 alrededor  del  punto  singular  regular 

dx"  dx 

jc0  = 0 es  r( r - \)  + PQr  + qQ  = 0 . 

Demostración 

como  A'0  =0  es  un  punto  singular  regular  entonces  por  el  teorema  de  Frobenius  existe 
una  solución  en  serie  de  potencias  de  la  fo *ma  y = xr^  cnxn  = ^j>  cnxn  + r ahora 


>i=0 

calculamos  las  derivadas  — = \ (w  +r)cnxn*r~^  ; — (n  + r)(n  + r-\)xn*1  2. 

dx  dx~ 

n=0  #f~ o 

por  otra  parte,  como  jc0  = 0 es  un  punto  singular  regular,  entonces  x p(x)  y x~Q(x)  son 
analítica  x0  =0  en  consecuencia  admiten  desarrollo  en  series  de  potencias  es  decir: 

X 

.xp(;r)  = ^ Pnxn  , x1Q{x)  = '^^qnxn  , donde  ambas  series  convergen  en  un 


n-  0 


n*  0 


>i=0 


inter\ralo  x i < R,  centrado  en  x0  = 0 , ahora  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial: 
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H=0  £-0 


,2  i 

-Z  + P(X)J-  + Q(&y  = 0 
dsr  dx 

X X X X 

+ rX»  + r - Dc^—2  + ± £ py  •£(«  + + "T  S 9«*"  S C"r',+r  = 0 

n=0  n=0  n=0  «=0  «t=0 

x xx  r x x 

l«  + r\n  + r- \)c„x"+'"2  + ^*”*^(«  + ''K*"  + — ^ <?„*" ^ c„x"  = 0 

H=0  ;í=0  >J=0  «=0  fl  = 0 

X X X X X 

y\"  + »■)(«  + r- 1 )c„x”*r~2  + xr~2 (r  + k)c„P„..k ]x"  -r  x'“2  V ckq„_k ]x"  = ( 

w=0  «=0  *=0  « 

x n m 

y,[(»  + r)(n  + r-  l)c„  + + r)c*P„_*  + ^ckqn_k  J,v',+r*2  = O 

n—0  k=  O k = O 

por  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados  se  tiene: 

n 

( n + r)(n  + r- 1 )c„  + ^ [(A  + r)Pn_k  + q„_k ]ck  = 0 , VniO 

k=0 

pero  n ® 0,  se  tiene;  r(r  - l)c0  + (rP0  + <?0  )c0  = 0 
como  c0  * 0 , entonces  r(r  -\)  + rP0  + qQ  = 0 . 

Que  es  la  ecuación  indicial  de  la  ecuación  diferencial. 


Ejemplo:  Resolver  la  ecuación  diferencial  — -y  = 0 aplicando  el  método  de 

dx 1 dx 


Frobenius, 


Solución 


Sea  x0  = 0 un  punto  singular  regular  de  la  ecuación  diferencial  entonces  por  Frobenius  la 

X 

solución  en  series  de  potencias  es  y = '^Tcnxn+r  , cuyas  derivadas  son 

«= o 

2 * 

y :L-t  = ( n + r)(n  + r-\)cnx"+r~ 2 

dx2 


^ = ^(W  + r)c„^-' 

n-0 


w= 0 
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ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial  dada. 

X X 

X /M”  + r)(n  + r +3^(«  + /-)c„A”Tr_l -yc. 


.r"+r  =0 


«=0 


n=0 


w=0 


X X JL 

^ («  + rX«  + /'  - l)c„x"*r  1 + ^ 3(jg  + r)c„x"+r  1 - ^ c„ 

«= 0 /i— 0 n=0 

x 

.v'  t^[(n  + r)(n  + r-l)c„  + 3(«  + >-)c„].r"“'  -^c„x"]  = 


.v"+'  = 0 


ai— 0 


+ r)((n  + r - 1)  + 3)c„  ] = I 


H=0 


Ai  = 1 


jrr[— — ~^[( « + /•)(« + r + 2)cn  -c„. , V ’]  = 0 


IV(r  + 2)c0  = 0 

0 , V n * 1 

[(w  + /')(w  + r + 2)cw  -c„_j  =0 


Luego  r(r  + 2)  = 0 =>  r,  = 0 , r2  = -2  . 


para  r,  = 0 , <?„  = — — V n * 

+ 2) 


para  n = 1 , c¡  - — 


n = 2,  c2  = — - = 


Cj_  _ c0  _ 2c0 


2.4  1.2. 3.4  2 ! 4 ! 


c2  2c. , 


’ 3 3.5  3!5! 


Ci  2cn 


n = 4,  c4  = -77  = 


4.6  4 ! 6 ! 


(a) 
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/?!(«  + 2)! 


V n = 1,2,3, 


X „ ' 

Z2cr\Xf  2jc 

2 = cn  / 

«!(«  + 2)l  °¿~in\(n  + 2) 

n= O /7=0 


cuando  r2  = -2 , la  ecuación  (a)  se  transforma  en 


(/7-2)w.cn =0  Vn>  1 =>  c„  = 


ln- 1 


{n-2)n 


\-cl  -c0  = 0 \c0  = 0 

para  n = 1 y n = 2,  =>  \ 

[c, -c,=0  [c,  =0 


n = 3,  c,  = — 
3 1.3 


n = 4,  c4 


c,  c2  2c2 

~~  2.4  1.2. 3. 4 2 ! 4 ! 


n = 5,  Ce  = 


íi_  = Í£l 

3.5  3!5! 


c4  _ 2c2 


n = 6,  c6=-^  = 


3.5  3!5! 


2c-, 


" (n-2)!/j!  ’ 


n = 3,4,5... 


Z2c, 

- 2')!  "i’r 


, para  | x | < x 
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9.2.1  CASOS  DE  RAÍCES  INDICIALES.- 

Para  aplicar  el  método  de  Frobenius  se  distinguen  tres  casos  de  acuerdo  con  la  naturaleza 
de  las  raíces  indicíales;  para  simplificar,  supongamos  que  rx  y r2  son  las  soluciones 
reales  de  la  ecuación  indicia!,  donde  r{  es  mayor  que  r2 . La  solución  en  series  de 

potencias  de  la  ecuación  diferencial  entorno  a un  punto  singular  regular  lo  trataremos  en 
el  siguiente  teorema. 


Teorema.-  Sea  *0  = 0 un  punto  singular  regular  de  la  ecuación  diferencial  de  segundo 

d “ v dy  2 

orden  — r-  + P(x) — + Q(x)y  = 0 , supongamos  que  x p(x)  y x Q(x)  son 

dx'  dx 

analíticas  en  el  intervalo  | x | < R y sean  rx  y r2  las  raíces  reales  de  la  ecuación  indicial 
r(r-\)  + P0r  + q0  = 0,  donde  rx  > r2 , entonces  la  ecuación  diferencial  dada  tiene  dos 
soluciones  linealmente  independientes  Fj(jc)  y Y2  (*) , validez  para  |x|<  R donde  la 


primera  solución  es  Y} (jc)  = x^  '^'  cnxn  =/^  cnxn+n  , donde  c0  = 1 y la  segunda 

n-0  n= 0 

solución  Y2(x)  depende  de  rx-r2  es  decir: 

ac 

a)  Si  rx  - r2  no  es  un  entero  positivo,  entonces:  Y2(x)  = x'7  bñxn  = ^ , 


n- 0 n=0 


donde  b0  = ] . 


b)  Si  rx  -r2  es  un  entero  positivo,  entonces:  Y2(x)  = x^  ^ bnxtt  +cYx(x)Ln  \x\. 


n- 0 


donde  b0  = 1 . 


X 

c)  Si  rx-r2  , entonces  la  segunda  solución  es:  Y2(x)  = y¡(x)ln x + ^ bnxn  , 


n= o 


donde  b0  = 0 . 


Nota:  En  la  parte  b)  del  teorema  se  tiene  si 
puede  obtener  en  la  forma 


r,  - r2  es  un  entero  la  segunda  solución  se 
I — - í/.r  siempre  que  7,  (x)  sea  una 

J Y{(x) 


solución  conocida  de  la  ecuación  diferencial 


^y  + P(x)^L  + Q(x)y  = 0. 

dx  dx 
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d y dy 

Ejemplo:  Resolver  la  ecuación  diferencial  2x — - + (*  + 1)—  + y = 0.  aplicando  el 


dx  dx 


método  de  Frobenius. 


Solución 

como  xQ  = 0 es  un  punto  singular  regular  entonces  existe  solución  en  series  de  potencia 
de  la  forma,  y - ^^  cnxn+r  , donde  r es  constante  por  calcularse. 


n~ 0 


Calculando  las  derivadas  se  tiene: 


y X.i  + r)cnxn+r  1 y — = ^ (n  + r)(n  + r-l)c„xtt+r  2 reemplazando  en  la 
dx  dx * 

n=0  n~ 0 


dy  x n+r- 1 d~ y V s 

— = > (n  + r\c  x v — — = ^ i 

dx  ¿-é 

n= 0 

ecuación  diferencial  dada. 

X X X 

2 x^(n  + r)(n  + r - 1 )cnxn+r“2  + (x  + 1)^T  (n  + r)c„x"+r~'  + cnxn+r  = i 


n=0 


n=  0 


n =0 


X X X 

2(n  + r)(n  + r - l)cnxn+r_l  + £(„  + /-)c„x"+'  + £(«  + + ^c„x"+r  =0 

«-0  n=0  /l  — 0 n=0 

x ao 

+ r)(2«  + 2r  - \)cnxn+f-'  + ^ ' (n  + r + \)cnxn*r  =0 
«■o 

poniendo  las  x en  potencias  iguales  se  tiene: 


'^T^(n  + r)(2n  + 2r-\)cnxn+'  1 - yT\/f  + *‘Vr1  |Jr**r“  =0;  poniendo  los  inicios  iguales. 

»=0  n=[ 

x x 

r(2r“l)c0x^1  + + r)(2n  + 2r-\)cnxn*r-i  +^^í«  + r)cw_1^',+r_1  =0 

«*i  /í-i 

X 

r(2r  - l)x,'“1  + xr_1  (^[(n  + rX2«  + 2r  - l)c„  + (n  + r)c„_ , ]x" ) = 0 


n=I 


ahora  aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados 
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r r(2r  - 1)  = O 

[(n  + r)(2n  + 2r-])c„  +(//  + r)c„_l  =0 


para  n £ 1 . 


r(2r  - 1 ) = O entonces 


= 0. 


c 


n 


la  fórmula  de  recurrencia. 

2w  + 2/--l 


para  r¡  =—  se  tiene  c =-- , n=  1,2, 3,4. 

2 2n 


para  n = 1 , c,  

' 2.1 


n = 2,  Ci  = — = — 

2.2  2:2! 


n - 3,  <•,  = — i-  = — ; — 

2.3  2.3! 


n = 4,  <r4  * — 

2.4  24.4! 


,.=Í1ÜX  n = 1.2,3. 
2\n\ 


(*)  = = *2  <co + ^ <vy"  > =jf2c0(i  + yj^7x") 

rt=0  A7  — 1 11= 1 


n+- 

2 es  la  primera  solución,  para  r2  = 0 , se  tiene  la  segunda 

2*n\ 

n= 0 

solución,  c„  = — para  n = 1, 2,3,4... 

2n  -1 
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para  n = 1 , c,  = — 


n = 2,  c2=-^  = ^ 

2 3 1.3 


i 1 c« 

n = 3,  c,  =-—  = — 

5 1.3.5 


A Ci  ^9 

n = 4,  c.  - — 

7 1.3. 5. 7 


c„  =- 


(-n% 


para  n = 1 ,2,3,... 


""  1.3.5. ..(2/7-1) 

oc  oc 

>2 (x)  = C„x"+r  - ^ \cnx  t Puesto  <3ue  r - r2  - 

n= 0 «=0 

* x 

ZV^  (-1) 
cKx"  = <q  + Cp  / 


AJ  = 1 


r 1.3.5  .(2/7  - i) 


x para  | x | < oc 


Luego  la  solución  general  es:  Y(x)  = c1yl(x)  + c2)/2('Y) 


Ejemplo:  Hallar  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  x— \ + 3—  - v = 0 

dx  dx 

Solución 


Del  ejemplo,  el  método  de  Frobenius  proporciona  solamente  una  solución  de  esta 

oc 

2 


por  )](. t)  » 1 

* /*!(/? 

w=0 


„ , .r  A-2  x3 

X — 1 H i i + ... 

!(« + 2)!  3 24  360 


de  la  observación  se  tiene  una  segunda  solución.  V2 ( x ) = Y¡  (x)  . 

Y{  (x) 


I 


- ¡ro 

i j 


x)iix 


-dx 
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■f 


rSf 


y2(*)=y,M  i -r—dx=Y,(X) 

i]  (a:) 


í 


d. x 


3r,  X X2  X 3 

XJ[1  + - + + + ...Y 

3 24  360 


í 


dx 


x3[l  + — x + — x2  + — + ...  j 
3 36  30 


_ v / v\  f ^ /i  ^ r , x ^ „3  \ , 

, 1 Jx3  3 4 270 


. r 1 2 1 19  w v/  w 1 2 1.  19 

J x3  3x2  4x  270  1 2x2  3x  4 270 


1VÍN.  v , I 2 19 

= -y,(x)lnx  + y,(x)(-— +- — — X+  ..) 

4 2xz  3x  270 

Luego  la  solución  general  en  el  intervalo  0 < x < * es 

y(x)  = c,  r,  (x) + c2  [I  y,  (x)  in  x + y,  (x)(-  -L + i-  - ^ x + . .. .)] 

4 2x  270 

d1  y dy 

Ejemplo:  Hallar  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  x — — + 4v  = 0 

dx2  dx 

Solución 

como  *0  = 0 es  un  punto  singular  regular,  entonces  la  solución  en  series  es 

* y rn 

v = £ cn: Kn^r  , de  donde  sus  derivadas  es  (n  + r)cnxn  + t y 


n = 0 


/*.+««- 2 


<7  V 

— r=>  (n  + r)(n  + r-l)c„J 
ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial  dada 

00  «_  X 

x7  (n  -r  rX«  + r-  l)c„xn+r~2  +^^(n  + r)cnxn~'  -4^  cB; 


«i0 


n=0 


X OC  X; 

y (n  + r)(n+r-\)cHxn+''-]  + y (/?  + r)c„ xn*"~[  - y 4c„.x* ‘ =1 

/7=0  «=0 


r? 


432 


Eduardo  Espinazo  Ramos 


^{n  + r)2c„x—[  4c(I.v',+f=0 

n=0  rt=0 


^(M  + ,-)2cH.v—'-2]4cn_lx“*-'=0 

n=0  //=! 


^CnX'-'  ^[(«  + ,)2Cn-4c„.,]x— 1 =0 


r:c0xr~'  + xr~l  ^ [(«  + r)2  c„  - 4 c„_,  ]x"  = 0 

n=l 


ahora  aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados,  r 2 - 0 =>  rx  = 0 , r2  = 0 


(«  + /•)  cn  - 4c„_|  =0  =>  c„  = 


4C”->  n , 4c«-l 

j-  como  r,  = r2  = 0 entonces  c„  = — - — 

(w  + r)‘  «“ 


, 4cn 

para  n = 1 , c,  = — — 

I2 


n = 2,  c7 


4c,  42c0  42c0 


2 (1.2)  (2!)- 


, 4c2  4 c0 

n = 3.  c3  * — — “ y, 

32  (3  !)2 


c„  =- 


4"  ^ 
^ CQ 

("O2 


Luego  la  solución  resulta.  Y}  (x)  = c{ 


V4V 


para  | 


x | < x 


para  obtener  la  segunda  solución  linealmente  independiente  hacemos  c0  = 1 


como  se  conoce  Y2  (*)  = Yx  (x) 


N 


P(x)dx 


W 


-dx 
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'Ít 

y2(jt)  = y,(jc)  = f- 

ÍY^x)  J 


dx 


x[l  + 4x  + 4x2  + — x3  +...? 
9 


= Y,(x) 


í 


dx 


x[]+4x  + 24x;  + — x3  + ...] 
9 


fl  , |4T2  •> 

= y,(x)  (l-8x  + 40x2 — x3  + . . . )dx 

Jx  9 


147^  1471  <. 

= y¡(x)  |(— *-8  + 4* ~x2  +...)dx  = Yx (jc)[ln  x - 8*  + 2.x1 — *'+...] 


y2(x)  = yj ( jc) ln jc h- Ki ( jc)(— 8jc -h 2jc2  - x 3 + . .) 

Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es: 

Y(X)  = C,  y,  (x)  ln  X + y,  (x)(-8x  + 2x2  ^ x3  + ...) 

Ejemplo:  Encontrar  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial 

2x2  ^—r-  - x — + (1  + x)y  = 0 alrededor  del  primer  punto  singular  regular 
dx  dx 

*o  =°  ■ 

Solución 

como  x0  =0  es  un  punto  singular  regular,  entonces  la  primera  solución  diferencial  dada 


es:  Y}(x)^^cnxn+r  , calculando  sus  derivadas  Y\(x)  = ^ (n  + r)c„ 

n-0  »=0 

x 

Y\  (*)  =7  (n  + r){n  + r-\)cnx:- 
««  0 

ahora  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  dado. 

x X x 

2x2^pQ»+rXw +r- 1 )c„x"+r~2  ± # ' +0+,)^x-  =0 


x"+r~l  y 


n~Q 


n~0 


»=0 
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X X X 

^2(n  + r)(n  + r-\)cltx"+r  =0 

n-0  n= 0 w=0  n=0 

x 

^ [2(«  + rX«  + r - i)c„  - (n  + r)c„  + c„ ]xn+r  + ^ c„xn+r+]  = 0 

n-Q  n=0 

V (»  + r - 1X2»  + Ir  - 1 )cnxn*r  + ^ c„_,x^r  = 0 

«=0  /i-l 

x x 

(/•-l)(2r-l)c0.v'  + ^(»^-l)(2n  + 2r-l)crtA-',+r +^c,,a',+''  =0 

/)  = ] rt=] 

X 

(r-l)(2r-l)c0Ar  +^T[(n  + r-lX2n  + 2r-l)c„  +CH]/+'  = 0 

/Z  = l 

aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados. 


I (r  - l)(2r  - l)c0  = 0,  c0  * 0 


\(n  + r- 


l)(2«  + 2r-l)c„  +c„_,  =0 


entonces 


r\  ~ 1’  '2  = 2 


c„  = — 


1 n-I 


(«  4-  r-l)(2/i  + 2r-l) 


rj  = 1 se  tiene  cn  - — 


«(2«  + l) 


para  n £ 1 


para  n = 1,  q = 


£o_ 

1.3 


n = 2,  c2  = — = 


L - Cq 


2.5  1.2.3. 5 


c 


n = 3,  c3  = - 


3.7  1 .2.3  .5.7 


n = 4,  c4  = 


= _Í2-  = . 


4.9  1.2.32.4.5.7.9 


Resolución  de  Series  de  Potencias 


435 


n = 5,  cs  = - 


5.11 


1.2.32.4.52.7.9 


como 


X X oc 

/j=0  h— 0 n=0 


K,  (*)  = *(!  + Y r-4 

<1.2.3  .4.5 


(-1)" 


n=I 


1.2. 3*. 4. 5 .6.7  .8.9.... 


x”) 


y.<jc)= jc(i 


n 

rt*  1 


(-i)"*" 


!(2h  + 1) 


) para  c0  = 1*0. 


ahora  calculamos  la  segunda  solución. 


como  rx  - r2  = — no  es  un  entero  entonces  de  la  parte  a)  del  teorema  se  tiene 


1 

y2(,t)  = x 2 y bnxn  donde  b0  = 1 . 
«•o 


para 


bn=~ 

V. 

Vi 

(n-\)2n 

h(2/7  - 1)  ’ 

n = U 

1 

n - 2, 

2 2.3 

«b 

1.2.3 

n = 3, 

b 3 =--^- 

^ 3.5 

A) 

1.2.32.5 

n = 4, 

b --h. 

¿0 

bA~  4.7 

1.2.32.4.5.7 
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n = 5,  A. 


¿b 


5.9  1.2.32.4.5-.7.9 


MT¿b  _ (-D% 


l.2.32.4.52.6.72.8...  n\(2n-l) 


"o  - / TT7 -J  Para  *0  = 1 * O 

• /J  !(2/? -1) 

n=i 


r,w=J[1+yjif£ij 

H=1 


Luego  la  solución  general  es  dado  por:  Y (x)  = c,  Yx  (x)  + c2  Y2  (x) 

Ejemplo:  Aplicando  Frobenius,  hallar  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial 

d2y  dy 

x—f  + -f-  + y = 0 
dx ' dx 


Solución 

como  x0  = 0 es  un  punto  singular  regular,  entonces  la  primera  solución  es: 


y 


Yx(x)  - cnxn*r  * calculando  las  derivadas  — = ^ ( n + r)cn 

n=0  n= 0 

2 x 

— ^ = N («  + /-)(n  + /--l)c,¡x''+r_2  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  dada  se 
dx 2 ^ 

w=0 

QC  QC  *- 

tiene:  (»  + r)(/?  + r -\)cnxn+r~2  + (n  + r)cnxn+l ~]  + ^ ' cnxn*}  -0 

n-  0 w=0  W=0 

oc  X X 

+ /')(»  + f -l)c„x"+r~l  + ^^(n  + r)cnxn~'  1 +¿mác»x"*'  = ® 

n-0  n=Q  n=0 

_ x 

poniendo  las  x en  igual  potencias  se  tiene:  + r)2c„xn+r~[  + 1 - 0 


«=o 
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poniendo  los  inicios  iguales. 


V 1 + 


X 

]T  («+*■)■ 


2cy”-'  + 


•♦/-I 


= 0 


n= 1 


r2c0x 


X 

r_l  + .vr''^[(«  + r)2c„  +cn_,]x"  = 


0 


-i 

aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados. 


r*c0  = 0 
(/t^rKc^+c,,.,  =0  c«  “ 


ri  = = 0 


(w  *rr 


para  r = ^ = r2  = 0 , cn-  — ^ Vn^l. 


i co 

para  n = 1,  c,  = 


n = 4, 


_ _£i_  _ £0. 


n = 2’  C2  ="77  - 

2 2* 

n = 3>  C>="#  = *223r 


c - c-'  _ co 

N 77  _7  -7 


42  22.32.42 


,(-Dnc0 

(«!) 


«=0 


(-ir^ 

(*!)2 


para  c0  =1 


ahora  calculamos  la  segunda  solución  Y2  (x)  pero  como  rj  - 
teorema  se  tiene 


r = 0 por  la  parte  c)  del 
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X 

Y2{x)  = ^~  bn.xn+r  + >|(.x)lnjc  =>  Y2(x)  = ^ bnxn  + Kj(x)ln  x , donde  r = 0. 

«=Ü  ««O 

X X 

(-1)  Y 

b„ t—  ) ln  jc  ; calculando  las  derivadas  se  tiene: 

' («!)' 

/i=0 

n,’w-fV  -TíLü4-Mn,-t!iií4l 

<-!  ‘-f  (»!)-  W>! 


í»-I 

^-2  n-2  «»' 


"“"-2  ^«(-l)VJ  y «(-l)"*'-1 


(«!)2  («O2 

(*•1 


ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial 


* r. 

^ n(n  - 1)¿>„a-',_I  + (^y 

n=2 


mw-ix-iyy* 


> ln  x + 


1 n(-l)"jc 


n 1 


<”!>2  -ér  <»!>2 


.,yíMíp„nj 

íwn2  ¿ i,/!)- 

n~\  n= i rt=l 

y^+y  yMVV^lnx  = 0 

éf  (”!>2  tf  (w!) 


agrupando  las  series  se  tiene: 


n(n-\)bnxn~' 


X X 

f ^ nbnxn~ 1 + ]T^  + 
« = ] «-0 


+ 


(«O2  ^ («!)’ 

/I“¿  «=l 


X. 

I 

«-() 


) ln  * + 


y «(-ir*" ' y«HTx  y (-i)V'  , 

*éf  «"!>2  tr «"!)!  rs  t»!>2 


poniendo  las  x en  una  misma  potencia. 


Resolución  de  Series  de  Potencias 


439 


X X X 

-HA.  V - ~'£b,.x")  + 

n- 1 w=0  n-0 


iy  (n  + 1)(— í)”^1  jc"  ( y Hi  + iK-ir'y  ( y(-iyv 

(Z-  ((„  + 1)1)2  ' ^ ((« + 1)!)2  1 ^ (k!)2 


y (w  + IX-1)'’*'*"  | y wC-lVV'  VH)V 

'tí  'tí  <"!>!  'éi 


n = 0 


((«  + 1)A(I+1  + £>„  )x" ) + 

n= O 


Z(/i  + l)(-l)”+1x"  y 

((«  + !)!)-  — í 


,(n  + l)(-l)n+l  (-1)*, 

i - - — + - — — )x  ) ln  x + 


((« + 1)!)*  ((«  + 1)!)‘  («!) 
n = I n =U 


¡ {n  + 1)(-1)"  + 1 (-1)' 


(V  l- — - — ^— + 


„=o  «n  + 1)!)*  ^ tí  ("!) 


poniendo  los  inicios  iguales  tenemos 

& 

(A  + A>  +^((«  + i)2A,+i  +A.  )-v" ) + yy¡  ( 


n=\ 


((«+i)¡r  (»!)* 


y(Oi+lX-ir+(n+l)(-l)")jc.s0 


w=) 


((«  + !)!) 


(»!)* 


a +¿0 +y [(«+d2a,+i + *.  + )>"  - xr "IImI-  v" inx=o 

< («  + 1X«!)  ^ — 'íw  + lW/iH 


n=l 


(n  + lX«!) 


aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados. 


A A>  = o =>  A =-Aj 


+A,  + 


(/i+ix«!r 


(-ir  =o 


para  bu  = I =>  A,  = -1 
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bn+\  “ 


Ab,  + , , (-1)"]  Vníl 


(«+ir  (#?+i)(«!r 


. i.  1 ,,  3,  5 

para  n ■“=  !,  6,  = — -(& — ] = — 

2*  2J  .8 

. lr,  8 1 r5  2 31 

^ 9 2 12  9 8 3 216 

n = 3 b 1 15,  \ f 31  15  83 

n ’ “ 16  24  16  216  24  1728 

r2(x)  = (l-x  + — x2  — — — x4  + ...)  + Y,  (x)ln x 

2 8 216  1728 

Luego  la  solución  general  es  F(a)  = c]  Y{  (x)  + c2  Y2  (x) 

Ejemplo:  Aplicando  Frobenius,  hallar  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial. 
x2^-  + (x2  - 2x)  — + 2 v = 0 


dx 


dx 


Solución 


X 

como  jc0  =0  es  un  punto  singular  regular,  la  primera  solución  es  F¡(x)  = ^ [cnxil+l  , 

n-Q 

d 00  y2  *'  ^ 

cuyas  derivadas  son:  — - = (n  + /')c„x”+rl  y — ="S  (n  + r)(n  + r -l)c„jr"^'  2 
dx  i—>  dx 1 

w=0  «=0 


reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  dada. 

X X x_ 

x1'*j^\n  + r)(n  + r-\)CyXn*r~2  + (x2  -2x)^j^(n  + r)cnx  + 2^~ ' cnx*~'  - 


- 0 


n=0 


«= 0 


Íí=0  1 


* x *•  ce 

+ r)(n  + r - \)cnxn+r  + ^^{n  + r)cnx"+r+]  -^^2  (n  + r)cnx‘  +2^^c„x"+l 

«= o 

OC  X 

^[(/7  + r)(n  + /--3)  + 2]c„x”+r  + ^^(n  + r)cnx"+r+]  =0 


n= 0 
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poniendo  las  x en  una  misma  potencia. 

* 

^[(n  + r)(n  + r-3)  + 2]cllxn+r +^(n  + r-\)c„.lx"*r  =0 

/i=0  «= 1 

poniendo  los  inicios  iguales  se  tiene. 

[r(r  - 3)  + 2]c0x'  + [(«  + r)(n  + r - 3)  + 2]c„x (n  + r- 

I «=1 

[r(r-3)  + 2]c0x'  +.v'  ^([(/7 + /•)(«  + r-3)  + 2]c„  + (w  + r-l)c„. 
[r2  -3r  + 2]c0x'  +x'  ^j[(«  + r -l)(n  + r -2)c„  + (w  + r-l)c„_|  ]. 


aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados. 

ir2  -3r  + 2 = 0 =>  r,  = 2,  r,  =1 

[(w  + r - l)(n  + r - 2)c„  +(/7  + /--l)c„_l  =0 


c = — — Vni  1 

" n+r- 2 


\)c„.íxn*r  = 0 

i )x"  = 0 

r”  =0 
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'■'i  Cn 

n = 4,  c4=— i = — 2- 

4 1. 2.3.4 


=■ 


(-1  )"c0  (-l)Wc0 


como 


1.2.3.4...«  n\ 

y¿x)  = TC^-  = c0x2  -Yc„ 

n* 0 n= I 

JL*  ' 1 V'  „ v- 

2 V 1 ) 


n+2 


* i _ 1 V'  ^ w«+2  _*  _ /_,V}  v«f2 


■ ' ‘2- — — '■  2.  •— 

;»  = I /?=0 

^ / t \rt  y'1 

para  c0  = 1 * 0 , y,  (-1)  = x2  / : — *— — = x 2 


/i=0 


n ! 


ahora  calculamos  la  segunda  solución  y2  (x) 

pero  como  r}-r2  =2-1  = 1 es  un  entero,  entonces  la  solución  es 


y2(x)  = ^ + c0  V]  (jc)  ln  a:  , donde  bQ  = 1 

para  calcular  bn  y c0  utilizaremos  un  método  alternativo  en  lugar  de  usar  el  método  de 
derivar  y reemplazar  en  la  ecuación  diferencial. 

El  método  alternativo  consiste  en  lo  siguiente: 

X 

SeaX, (*)  =-—[('■-*> Mi*)] L -mr  > donde  los  coeficientes  de  Y(r{x)=  7 c„. \”*r  se 
ir  * 15  — -f 

n*  0 

C 

mantiene  en  función  de  r,  de  acuerdo  a la  fórmula  de  recurrencia,  c = — — V n ^ 1 

r + n-  2 

n=  1,  cx  = — c0 

r - 1 
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n - 2,  c2  = — L = 


q (-ir 


r r(r-l) 


n - 3,  Cy  - - 


n = 4.  c4  = - 


c2  ("I)' % 


r + 1 r(r-lXr  + l) 
cy ("04cp 


r + 2 r(r  - l)(r  + l)(r  + 2) 


x r r+1  r+ 2 r+3  r+4 

/ (r5;t)  = cn.r  +c1x  +c2jc  +C3JC  + c4ji  +... 

Y(rx)  - c x'  +^c  v-  +±^Lc  x ~2  t (~1)?  c *'+3 
(,)  0 TT°  r(r-l)*  r(/-l)Cr+'Í1  0 


(r  - r,  )y(r] x)  = (r- \)y{r,x)  = c0  [(r  - 1)./  + (-1)'  a:'+1  + xr+2  ♦ ( ^ * + ...] 

r r(r  + l) 


1 


- — (r-l)(/jjt)  = c0[xr  + (r~l)xr  ln*  + (-l)  x \nx — -x' 

¿9r  r 


r+2 


1 r+2  1 2r  + 1 r+3  1 r+3  . , 

+ — x + inx  + — - r.v  — - x lnx  + ...] 

r (r~ +r)~  r +r 


I2W*  j-K'-OM'i x)l|,«i  =co[^--x2  ln*~*3  + at3  lnAf+^A:4  -~!n jr  + .-.J 


<?V 


3 , 3 4 . , , _ , „2  , „3  * 


Y-¡  (at)  = Cn  (AT  — AT  + — X +...)  + C0(-AT  +X líl  AT 

4 2 


.2  , 3 3 , x , „ „2,  - X? 


y2(Ar)  = c0x(l-AT  +-x  +...)  + c0Ar(-l  + Af + ...)lnAc 

4 2 


para  c0  = 1 * O se  tiene. 


V2  (x)  = at(1  - x2  + -.t3  +...)- a:2  (1-at+:- — ...)  = x(\-x2  +tat3  +...)-íí(Ar)lnAr 

4 2:4 
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Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es:  Y(x)  = cxY]{x)  + c2Y2(x)  • 

2 d2  y dv  3 

Ejemplo:  Resolver  la  ecuación  diferencial  (x  -jc) — - + 3 — -2y  = x + — , 

dx-  dx  x- 

alrededor  del  punto  singular  regular  x0  = 0 . 

Solución 

En  primer  lugar  hallaremos  Ja  solución  en  series  de  potencias  de  la  ecuación  diferencial 
homogénea  y después  hallaremos  una  solución  particular  Yp{x)  de  la  ecuación 

diferencial  no  homogénea. 

Entonces  calcularemos  la  solución  en  series  de  potencia  de  la  ecuación  diferencial 

2 * 

(x2  -x)--j^+3~-2y=0  la  solución  Io  en  series  de  potencias  es  Yx  (.y)  = cnxn+r  donde 

sus  derivadas  son: 


*•0 


n+r  2 


= V (n  + r)c„. xn+r~'  y = \ (n  + r)(n  + r-\)c„x 

dx  ¿—i  dx ' 

n=Q  n= O 

ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial 

X X X 

( x 2 - x)^  (n  + r)(n  + r - 1 )c„xn+r~2  + 3^^  {n  + r)cnxn*' - 2^  cn x'1**  =0 

n =0  «— 0 H =0 

oc  x 

+ r)(n  + r -\)cnxn+r  ^(;i  + r)(n  + r -\)cnxn+r~l  + '^3(n  + r)cnxn*'  1 

n= 0 fl*0  n=0 

ac. 

-^2  c„x”+r  =0 

n=0 

t.  x 

^\(n  + r)(n  + r-\)-2]c„xn+r  +'^[3(n  + r)-(n  + r)(n  + r-\)]cnxn+r~l  = 0 


X X 

'^[(n  + r)(n  + r-\)-2]c„x"*r  -^(n  + r)(n  + r - 4)]c„x"+r~'  = 0 

n= 0 «=0 
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^ [(n  + r-\)(n  + r-2)-2]cn_]xn+r  1 -(r-4)c0xr  1 (n  + r)(«  + r-4)cnxn+r  1 =0 

n=l  w=l 

x JC 

r(r-4)c0xr~i  ■ ) («  + r)(n  + r-3)c„_[x”"~'  (n  + r)(n  + /■  -4)c„ jc”"  1 =0 

n=l 

Kr  — 4)c0x,“l  + ^^[(/? + r)(/? + r-3)c„_!  — (w  + r)(fl  + r-4)cn  ]xn+r~]  =0 


aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados. 

\r(r  - 4)  = 0 =>  r2  = 0,  r,  = 4 

{(«  + /-)(«  + /*- 3)c„_,  -(/j  + í )(«  + r-4)c„  =0 


(rt  + r-3)c„  , 

V Lüd.  Vn¿  ! 

n + r-  4 


. « + 1 

para  r = r,  = 4,  c„  = c„_,, 

n 


para  n = 1 , c}  = y c0  = 2c0 


n = 2,  c-y  = — c,  = 3ca 
‘ 2 


v n £ 1 


n = 3,  c3=-c2=4c0 


yj(A-)  = = x'  ^ cnxn  =jr4^~l  (w  + l)c0x"  para  c0  = 1 

n= 0 m-0  n= 0 

oc 

y,(.x)  = jr4^(«  + l)x" 


«=0 


Se  conoce  que 


ac 


n=0 


I 


nx 


..«-i 


n~\ 


_J 

(l-*)2 


y7  (/i+i)^n 

n~0 


1 
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y;(j c)  = x 


(1-JC)2  (l-x)2 


ahora  calculamos  la  segunda  solución  Y2  (jc)  como  rx  -r2  = 4 entero,  entonces  la 

QC 

segunda  solución  es:  Y2(x)  = -^-[(r-0)y(rx)]\r^oi  donde  Y(rx)  = de  la 


n=0 


fórmula  de  recurrencia  se  tiene:  cn  = 


i r~2 

para  n=l,  c]  = c0 

r- 3 


r-1  r-1 

n = 2>  c2  = “ci  = 7co 

r- 2 r— 3 


, r r 

n = 3,  c3  = -c2  — c0 

r-1  r - 3 


r + 1 r + 1 

n = 4,  c4  = c3  = -c0 

r r — 3 


r + 2 r + 2 


c+r-3 
fí  + r-4 


c„_,  Vn¿l 


n = 5,  Ce  = c4  = - 


u5  “ "TM  “ 7^0 

r + 1 r— 3 


K(rx)  = jcr  (c0  +CjX  + c2x2  + c3x3  + ...) 


r-2  r-i  i r 3 r + 1 4 r + 2 5 , \ 

= jc(c0+ — -c0.x  + — r¿o*  + — rco*  + — rco*  + — + ■•■) 
r — 3 r — 3 r — 3 r — 3 r — 3 

+ +2iiiL'*4  +-^i2,s  ♦...) 

u r-3  r-3  r-3  r-3  r-3 

ir2(*)=^[^(«)]|r.0  =co(1+f  *+y)  para  Co  = 1 


2x  x 


Y2  (x)  = 1 + — + — ; Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  homogénea. 
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* 2x  x 2 

Y2  (a)  = q + c2  (1  + — + — ) ; ahora  calculamos  una  solución  particular 

Y ( x ) de  la  ecuación  (x2  -x)^— - + 3 — -2y  - x+-—- 

dx2  dx  x 2 

La  solución  particular  Y (x)  se  puede  calcular  por  cualquiera  de  los  métodos  anteriores, 

variación  de  parámetros  ó reducción  de  orden,  en  particular  lo  calcularemos  por  series, 
para  esto  aplicaremos  el  método  de  superposición. 


Sea 


c„xn+r  una  solución  de  la  ecuación  diferencial 


«=o 


2 d 2 y dy 

(jT  - x)  — — + 3 2y  - x calculando  sus  derivadas  se  tiene: 

dx1  dx 


«"fcíi’-  Y y Oüü.y 

dx  dx2  d-i 

rt-0  n=0 


(n  + r)(n  + r - \)cnx 


reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  (Ver  la  parte  de  la  primera  solución) 

X 

-r(r  ~4)c0xr‘~1  + [(n  + r)(n  + r - 4 )cn  - (n  + r)(n  + r - 3)c„_j  ]xn 


. n+r~  1 


- X 


n=\ 


La  igualdad  se  cumple  sí  y sólo  sí.  r - 1 = 1 y n + r - 1 = 1 , de  donde  r = 2,  n = 0 

se  observa  que  n no  admite  más  valores  entonces: 

1 x2 

— r(r  — 4)c0  = 1 =>  4c0  = 1 =>  c0  =-  como  Y (x)  = c0x  = — 

4 l 4 


en  la  misma  forma  calculamos  Y (x) 


X 

-I--.*- 


«= o 


2 .</*>  - 3 


la  solución  ( x 2 - x) - — p + 3 — - 2y  = — ; haciendo  todos  los  cálculos  anterior  se  tiene: 
dx  dx  x- 
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-r(r-4)c0xr~'  +^[(«  + r)(n  + r-4)c„  -(n  + r)(n  + r-3)c„_l]xn+r~i  = 3x~2 


n=l 


la  igualdad  se  cumple  sí  y sólo  sí  r - 1 = -2  y n + r - 1 = -2  de  donde  r = - 1 y n = 0 


además  -r(r-4)c0  = 3 para  r = -l  =>  -5  c0  = 3 =>  c0=-j 


YPi  (*)  = c0xr  = - 


3r' 


*2  3x_1 


La  solución  particular  es  Yn  (x)  = 

p 4 5 


La  solución  general  es  Y(x)  = Yg  (x)  + Y.  (x) 


Y(x)  = 


c,x 


2x  x2 . x2  3jc  1 


0 -xY 


- + c2(l  + (- — ) + 


3 3 4 5 


9.3.  DOS  ECUACIONES  DIFERENCIALES  ESPECIALES.- 


9J.1  ECUACIÓN  DE  BESSEL  Y FUNCIÓN  DE  BESSEL  DEL  PRIMER  TIPO.- 


La  ecuación  diferencial 


->  d * v dy  o 

x2 — - + x—  + (X2 -P2)y  = 0 
dx2  dx 


se  llama  ecuación  de  Bessel  de 


orden  P con  P £ 0,  la  ecuación  de  Bessel  es  una  ecuación  diferencial  de  segundo  orden. 

La  ecuación  de  Bessel  surgió  en  el  estudio  de  la  radiación  de  energía  y aparecen 
frecuentemente  en  estudios  avanzados  de  matemática  aplicada,  física  e ingeniería  y 
particularmente  en  aquellos  en  que  el  modelo  matemático  se  expresa  naturalmente  en 
coordenadas  cilindricas;  ahora  buscaremos  las  soluciones  en  serie  de  potencias  alrededor 


del  punto  x0  =0  el  cual  es  un  punto  singular  regular;  sea  Ypx  (x)  = /^CVV>1 
primera  solución,  calculando  las  derivadas  se  tiene: 


la 


k=0 
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^ ='y'(n  + r)c„xn+r  1 y ^r  = 'S'(n  + r)(n  + r-l)c„x 
dx  ¿-Í  dx- 

n=0  /j=0 

ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial  dada. 


.n+r-2 


x 2 + + r - \)cnx*~r  2 + (n  + r)cnxn+r~]  +{x2  - p2  cnxn+r  — 0 

«=0  «=0  n= 0 

oc  co  od  ao 

y^(w  + r)(n  + r-l)c„x"+r  +^(«  + r)cnx"+r  + '^cnx"*r'r2  -^^p2cnxn+'  =( 

«=0  /i=0  Z!=0  n=0 

OC  00 

^ (( n + r )2  - p2  )c„  xn+r  + £ c„  Xn+r+2  = O 


/í=0 


n=0 


poniendo  las  x en  una  misma  potencia.  ^ [(n  + r )2  - /?2  ]c,?x'í+r  + ^ = O * 

poniendo  los  inicios  iguales. 


n=0 


n=2 


O r2-p 2 )c0xr  + ((1  + r)2  - p2  )c, x''"1  + £ [(«  + r)2  - p2  ]c„ x"+r  + ^ c„ 

n=2  w=2 

ao 

(r2  -p2)c0xr  + [(l  + r)2  -p2]cxxr+x  +^[((«  + 02  ~ P2  )c„  +c„_2]x',+r  =H 


xn+r  = O 


n= 2 


aplicando  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados 


(r2-p2)c0=  O 

((1  + r)2-p2)ci  =0 

[(w  + r)2  -p2]c„  +c„_ 2 =0 


r\  =P . r2  =“P 
(r2  + 2r  + 1—  p2  )ct  =0 


de  donde:  c„  = - — . V n £ 2 

(«  + Z-)2-/ 


para 


rj  = p =>  (/?2  +2p  + l-/?2)c]  = 0 =>  (2/7  + 1)^  =0  =>  ^i-0 
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como 


c - 


‘V : 


n{2p  + n) 


V n £ 2 


para  n = 2,  c2  = - 


2(2/7  4 2) 


n = 3,  c,  = - 


3(2/7  + 3) 


• = 0 


n = 4,  c.  = - 


c„ 


4(2/7  4 4)  2.4(2p  + 2)(2p  + 4) 


n = 5,  c}  = - 


5(2/> + 5) 


• = 0 


n = 6,  c6  = - 


c0 


6(2/7  + 6)  2.4.6(2/74- 2)(2/?  + 4)(2/7  + 6) 


o = 7,  c7  = - 


7(2/747) 


= 0 


n — 8,  c¡¡  — — 


c0 


8(2/7  4 8)  2.4.6.8(2/7  4 2)(2/7  4 4)(2/>  4 6)(2/7  4 8) 


n = 9,  Co  = - 


C1 


9(2/7  4 9) 


= 0 


Luego  la  solución  y,(x)  queda  expresado  así: 


v2n  + P 


x V i.+r  ("O  c0x 

l(x)=  > c„tc  = > 

tí  tí  2*".«  !(/7  4 l)(/7  4 


!(/7  4l)(/7  4 2)(/7  4 3)...(/7  4«) 


donde  cn  es  una  constante  arbitraria.  En  particular  tomamos  c0  = 

2‘  r(/7  4i) 

anterior  se  transforma  en  la  siguiente  solución  particular. 


, la  solución 
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y,  (.v) = y — 

2 " P.n\(p  + \)(p  + 


(-1 )" 


¿tl  + p 


'.(p  + \)(p  + 2)(p  + 3)...(p  + nW(p  + \) 

(-1)” 


En  forma  simplificada  queda  en  la  forma:  F¡  (x)  = ^ 


(-r 


/i=0 


r(n  + l).r(n + /?  + !)  2 


La  cual  se  denomina  “Función  de  Bessel  de  orden  P de  primer  tipo,  y denotaremos  por 


J p(x)  , es  decir: 


,(x)  Xlr(«  + i).: 

n=0 


<-D"  ,X^2n+p 


(t) 


r(«-f i).r(w+p4- 1)  2 


Observación:  Como  casos  particulares 

(r 

(«O2  '2 


(7)  Si  r = p = 0 se  tiene  Jfí  (x)  = y - (-)2n 


«=o 


«- 

fí)  Si  r = m = entero  no  negativo,  nos  queda:  Jm  (x)  = / — (— )2n+m 

n\...(n  + m)\  2 

n= 0 

ahora  calculamos  la  segunda  solución  F2(x),  en  este  caso  debemos  tener  cuidado  en  la 
solución  K2  (x)  , para  dar  la  solución  general  de  la  ecuación  de  BESSEL. 


Io  caso.  Si  -r2  =2p*  de  un  entero  y P > 0 entonces  estamos  en  la  parte  a)  del 
teorema  anterior  por  lo  tanto  una  segunda  solución  se  obtiene  sustituyendo  P por 

-P  es  decir:  ./  (Jt)  = (~)2”  p 

p Á^r(n  + [)T(n-p  + \)  2 

n=  0 

Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  de  BESSEL  de  orden  P es: 

Y(x)  = c{Jp(x)  + c2J_p(x) 


2o  caso.  Si  rx  = r2  - p - 0 se  observa  que  J . (x)  y J_p  (x)  son  iguales. 

3o  caso.  Cuando  rx  -r2  = 2p  es  un  entero  y P es  un  entero.  La  segunda  solución  es 

eos PxJ  (x)-J_p(x) 

Ji(x)  = J D (x) , donde  L„(x)  = , y la  solución  general 

f sen  Pk 

es:  Y = c{J  p(x)  + c2J  p(x) 
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eos  PxJ  (x)-J_p(x) 

Nota:  A la  función  Y (x)  = se  denomina  funciones  de  Bessel 

p sen  Ptu 

de  segundo  tipo. 


Ejemplo:  Hallar  la  solución  general  de  la  ecuación 

x2  — ^ + x — + (x2  )y  = 0 en  0 < x < oo. 

dx2  dx  4 

Solución 


Identificamos  que  P2  = — =>  P = — , P = - — 
4 2 2 


Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es:  Y(x)~clJ]  ( x)  + c2J  | (x) 

2 ~2 


Ejemplo: 


Hallar  la  solución  general  de  la  ecuación 

Solución 


~2dx 


dx" 


identificamos  que  P2  =9  de  donde  P = 3;  la  solución  general  es: 
Y(x)  = c]  J3(x)  + c2y3(x) 


Ejemplo:  Resolver  la  ecuación  diferencial 


4x2  —y  + 4x  — + (x  - 4)  v = 0 
dx'  dx 


Solución 


Lo  transformamos  a una  ecuación  de  Bessel  mediante  la  sustitución  u=yfx  =>  x—iC 
mediante  la  regla  de  la  cadena  se  tiene: 


(—)  - JL  (iÍL) 

dx  du  dx  2 u dv 


d2y  _ d dv  . _ d_  ^ 

dx 2 dx  dx  du  dx  dx 


d2y 


dx2 


du  2 u du  2 u 2u~  du  2u  du  2 u 


d\y 1_  dy  1 d\y 

dx'  4m3  du  4m‘  du' 
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ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial 


4 I d*  y 1 </)'  ->  1 /dv  2 n 

( — r( — f) r(^-))  + 4«  ■—(-*-)  + («  -4)>’  = ° 

4w~  4//  du  2u  du 


2 d2 y dy  ^ dy  y 2 

w — f-w  — + 2w  — + (1/  - 4) v = 0 
du  du  du 


2 d2 y dy  2 

u — - + m — + (i/  -4)^  = 0 es  la  ecuación  de  Bessel  de  orden  2. 
dir  du 


Ahora  identificando  P2  = 4 de  donde  P = 2 

Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  es:  Y(u)  = cxJ2  {u)  + c2J2  (M) 

Y(x)=clJ2(yfx)  + c2J2('Jx) 


9.3.2  ECUACIÓN  PARAMÉTRICA  DE  BESSEL.- 


La  ecuación  diferencial  de  la  forma: 


x1^-  + x^-  + (Á2x2 -p2)y  = 0 
ate2 


se  denomina  “Ecuación  paramétrica  de  Bessel"  y la  solución  general  es  dado  por: 
Y(x)  = cxJ  p (Xx)  + c2y  p (Xx) 


2 d y dy  2 


Ejemplo:  Resolver  la  ecuación  diferencial,  x — ^ + x — + (9x  -4 )y  = 0 

¿¿x2  dx 

Solución 

Identificamos  que  Xa  - 9 y P2  - 4 de  donde  X = 3,  P = 2. 

Luego  la  solución  general  es:  Y (x)  * c]  J2  (3x)  + c2  Y2  (3*) 

->  d y íiy  1 1 

Ejemplo:  Resolver  la  ecuación  diferencial  x“  — “ + x-J-  + (4x~  )y  = 0 

dx2  dx  9 

Solución 
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Identificamos  que  X2  = 4 y P2  = — de  donde  X = 2,  P = ~ 

9 3 


Luego  la  solución  general  es:  Y(x)  = q Jx  (Ix)  + c2Y{  (2x) 

3 3 


933  ECUACIÓN  DE  LEGENDRE.- 


A la  ecuación  diferencial  de  la  forma: 


{l-x2)EZ-2x^  + n{n  + l)  v = 0 
dx 2 dx 


se  denomina  Ecuación  de  Legendre  de  orden  n. 


9.3.3.1  SOLUCIÓN  DE  LA  ECUACIÓN  DE  LEGENDRE.- 


Como  x0  = 0 , es  un  punto  ordinario  de  la  ecuación  de  Legendre 


i d‘  v dy 

(\-x2)?-^-2x  — + n(n  + \)y  = 0 
dx 2 dx 


X 

entonces  admite  una  solución  en  serie  de  potencia  E(.v)  - N ck  xk  , de  donde  sus 

k=  o 

dx  dx* 


derivadas  son 


ahora  reemplazamos  en  la  ecuación  diferencial 

X X X 

(1  - x2  k(k  - 1 )ckxk~2  -2x^  kfkxk~[  +)n(n  + \)^'ckxk  =0 


k-2 


k =1 


A=0 


00  X X x 

2 kckxk  + =0 

k-2  k= 2 A-l  k=0 


k-2  k-2  A-l 

poniendo  las  x en  un  mismo  exponente. 


x x X T 

^(*  + l)(*-l)cA+2x*-^*(*-l)c*xA  -^2 kckxk  +y  n(n  + l)ck¿  =0 
A=0  k-2  k=\  A=0 
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poniendo  los  inicios  iguales  se  tiene. 

OC  X X 

y[(fc  + l)(*  + 2)c^  +n(n  + \)ck]xk  -^k{k  -\)ckxk  -^2 kctxk  =0 

k=2  k= 1 

2 C2  + rt( + l)c0  + (6 C3  + 4-  l)Cj  )x  - 2Cj X + 

x x 

+ l)(/r  + 2)cx.+2  + n(n  + l)c¿ ].vÁ  -J~jc(k-\)ckxk  ' 2kckxk  =0 

*=2  A' =2  A =2 

2c2  + «(«  + l)c0  + (6c3  + [/i(w  + l)-2]cl)x  + 

x 

+ (( ^ + 1)(A'  + 2)ca.+2  + [h(w  + O - k(k  + l)]q.  )x*  = 0 

k= 2 

ahora  aplicamos  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados. 

2c2  4-  n(n  + l)c0  = 0 
6c3  +{n{n  + 1)-  2)c,  = 0 

(k  + 1)(/:  + 2)q.+2  + (n(n  + 1)  - k(k  + 1 )ck  = 0 

# 

j „ «(»  + 1)  »(»  + !). 

de  donde  se  tiene  que:  c2  = c0  = — — c0 , 


n(n  + 1)  - 2 (n  + 2)(fl  - 1) 

c,  = c,  = 

6 3! 

n(n  + \)-k(k  + \)  ^ _ {n  - k)(n  + k +1) 

C*+2  “ (fc  + l)(/t  + 2)  Ck  ~ (k  + 1)(*  + 2)  °k 

(n-k)(n  + k + 1)  w 

C/,  , 7 — Cr  V K.  £_  Z 

(*  + lX*  + 2) 

es  la  fórmula  de  recurrencia. 

(n-2)(/¡  + 3)  (n-2)(«  + l)n(«  + 3)  _ 

Para  k = 2,  c4  = — c2  = — co 
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. , (w-3)(h  + 4)  (/?  -3)0  -1)0 + 2)0  + 4) 

k — 3 , Ci  — ■ c- 1 — c i 

4.5  5! 


. 4 O -4)0*5)  (n  -4)0  -2)n(n + 3)0  + 5) 

K 4.  cv  = < . 

5.6  6! 


(/t-5)0+6)  0-5)0-3)0-00  + 2)0  + 4)0  + 6) 

k - 5.  o*  = c5  = — c, 


6.7 


7! 


etc.,  así,  por  lo  menos  para  | x | < 1 se  obtiene  dos  soluciones  en  series  de  potencia 
linealmente  independiente. 


Vi  , n(n+l)  : (a-^d+lXir+J)  4 i"  ->■  h r »//<«  *3K«  ^5)  ¿ 

K,  (-V)  = <;•„ — -V  C„  T X C„ X cn  +... 


4! 


6! 


(n-l)(«  + 2)  , (n-3)(n-\)(n+2)(n+4)  , 

y2(x)=c,x x c,  + x-c, 


3! 


5! 


(«  -5)(«  — 3)(«  - 1)(«  + 2)(«  + 4)(n  + 6)  7 

X c,  + ... 

7! 


(*)  = co  [1  — 2j  * + 


n(n  + 1)  2 (w  — 2)/i(w  + 1)(/i  + 3)  4 (n-4)(n~2)n(n + 3)(n + 5) 


4! 


x — 


6! 


V+..J 


v ,_.x  . r __  (A7-l)(w  + 2)  3 t (n’-3)(w-l)(«  + 2)(/2-h4)  5 

2^  ( JX  ) — Ci  I X X + X "* 

2 1 3!  5! 


O - 5)0  - 3 )(n  - 1)0  + 2 )0  + 4)( « + 6) 


Luego  la  solución  general  de  la  ecuación  de  Legendre  es:  L(x)  = ax  ( x)  + a2Y2  (x) 


observemos  que  si  n es  un  entero  par,  la  primera  serie  termina,  y la  segunda  F2(x)  es  una 
serie  infinita  en  forma  similar  cuando  n es  un  entero  impar  la  serie  L2(x)  termina  con 

xn  , es  decir,  que  se  obtiene  una  solución  polinomial  de  grado  n de  la  ecuación  de 
Legendre. 
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En  ia  solución  de  la  ecuación  de  Legendre  se  acostumbra  a elegir  valores  específicos  para 
c0  y c}  dependiendo  si  n es  entero  positivo  par  ó impar  respectivamente,  para  n = 0, 


elegimos  cQ  = 1 , y para  n = 2,  4,  6,  . 

n = 1 elegimos  cx  = l , y para  n = 3,5,7, 
n = 4 se  tiene. 


, 1X,  1.3...ÍH  -1) 

Cq  = (-1) , en  tanto  que  para 

2.4.6  ...n 


nT  1.3.  M 

ci  = (-1)  ‘ TT"7 — ; 77  por  ejemplo  para 

2.4. 6. ..(/?-!) 


X(a)  = (-1)i 2  — -(1-lO.v2  + — x4)  = --  — a2  + — -V4  = -(35a4  -30a2  +3) 


35 


3 30 


35 


2.4 


8 8 


19.3.3.2  POLINOMIOS  DE  LEGENDRE.- 


A las  soluciones  polinomiales  especificas  de  grado  n de  la  ecuación  de  Legendre  se 
denominan  ‘‘Polinomios  de  Legendre”  y denotaremos  Pn (jc)  con  las  series  obtenidas 

para  F,  (a)  . F:(a)  y los  valores  dadas  para  cQ  y cx , encontramos  que,  los  primeros 
polinomios  de  Legendre  son: 


Pq{x)  = \ 

P,(a)  = Í(3.v2-1) 

PA  (a)  = — (35.v4  -30a2  +3) 
8 


P,(.V)  = A- 

P3(a)  = -Í(5.y2-3a) 

p5( a)  = -(63a-5  -70a3  + 15a) 
8 


Observemos  que  P0(a),P|(a),Pj(a).P3(a),...  son  a su  vez  soluciones  particulares  de  las 
ecuaciones  diferenciales. 


„-0. 

dx-  dx 


i d 2 v dv 

n - 1,  (1  - a2  ) — ^-2a  — + 2 v = 0 

dx'  dx 
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, , d2v 

* dv 

n - 2, 

- 2.v  — + 6 y = 0 

dx~ 

dx 

„ , d1  V 

dv 

n = 3, 

(1  -x2)-^r 

-2x  — + 12  y = 0 

dx~ 

dx 

El  polinomio  general  de  Legendre  se  expresa  en  forma  general  por: 

píh=-LY  (-‘^2”-2A)l  .-a 

2n  ¿mé  kl(n -k)\(n-2k)\ 

k-»  0 


donde  [“]  es  el  mayor  entero  menor  ó igual  a ^ 


EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


Resuelva  cada  ecuación  diferencial  mediante  series  de  potencias  de  I; 


X 

-I 


c„.v 


© 

© 

© 

® 


n=0 


dy  2 n 
xv  = 0 

dx 


dy 

( 1 + .v)  - 2y  = 0 

dx 


o 

dx 


y = 0 

dx 


dy 

x — + v = 0 

dx 


© (l-.v)^-v  = 0 

dx 

© (2.V-1)  — + 2v  = 0 

^ dx 


®(1  + a)  — -ny  — 0 

Ay 


dx 


© 2(jt- 1)^  = 3 y 

dx 


3 dv 

* jr2> 


II.  Resolver  cada  ecuación  diferencial  por  medio  de  las  series  de  potencias. 


forma 
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© 

d2y  n 

dx 

© 

v <¡v  _ o 
dx1  dx 

© 

d2y 

— f-(*  + l»  = 0 

dx~ 

© 

dx2  dx 

© 

d~ v dv  . 

— i-  + x — + y = 0 
dx 2 ¿v 

© 

d:y  n 

, +xy  = 0 
dx fc 

© 

^ .. 

. t.l  -4-  ZA  i 0 

dx*  dx 

@ 

-3XI-0 

dx'  dx 

III. 

Encuentre  en  cada  ecuación  diferencial  dos  soluciones  en  series  de  potencias  entorno  ; 
punto  ordinario  x = 0 que  sean  linealmente  independiente. 

© 

(x2  - i)yf+4jty+2v  = o 

© 

(a2  -3)v”  + 2aV  = 0 

© 

(x2  + l)v"  + 6x>,'  + 4v  = 0 

© 

(a2  -i)y,+8Ay+i2>  = o 

© 

(x2  -\)y"-6xy'  + 12^  = 0 

© 

(a2  +3)y,-7jry+16v  = o 

© 

(2  - x2)y '-*y + 16 >>  - o 

© 

y"-x2y'-3xv  = 0 

© 

y' ' + A-y  4-  2 y = 0 

© 

(a2  -4)vM  + 3A7f4* y = 0 

© 

V1 ’ 4-  2.tv'  -r  = 0 

© 

(a-2  4*  2)yf,4-4xy' 4-  2y  = 0 

© 

y ’ + xy  -+  y - o 

© 

3y,+.vy-4>*  = o 

© 

5y,,-2.\v,  + 10v  = 0 

© 

,VM=  xy 

© 

y' 1 - xy  +■  2 v * 0 

© 

y’ 4-  a2  y 4-  av  = o 

© 

(x2  4*  2)y' 1 -f-  3xy'  - v = 0 

@ 

(A2  -l)>,,,  + A>:'-tV  = 0 

(x2 +ny-6>'  = o 

© 

/'-(*  + !)/->'  = 0 
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© 

© 

® 

@ 

© 

© 

© 

© 

@ 

® 


y"-xy'-(x  + 2)y  = 0 
y”  + (l  + a + a2  )y  = 0 
(1  + A)y"  + 2y'-y  = 0 
xy”  + y + xy  = 0 


(24)  (a  + 2)y' ' + xy'  - y = 0 

(26)  (1  - x)y' ' + (2  + x)y'  -2y-0 

(38)  (1- x2  )y"-2xy'+  2y  = 0 

(30)  (1  + a2  )y"  + Ay'-y  = 0 


(2a2 -3A  + l)y"+2Ay’-2y  = 0 (32)  y”-(l+A)y  = 0 

(a2 +l)2y"-4A(A2 +l)y'  + (ÓA2 -2)y  = 0 @ (2A-l)y"-3Ay'=  0 

y"  + 2Ay'  + 2y  = 0 (3£)  (A-l)y"  + y'  = 0 

Mediante  series  de  potencias  resuelva  los  problemas  con  condiciones  iniciales. 
(1  + a2  )y"  + 2a>''  - 2y  = 0 , y(0)  = 0,  y’(0)  = l 

(A+l)y”-(2-A)y'  + y = 0,  y(0)  = 2,  y'(0)  = -l 


y"  + 4y  = 0 , y(0)  = 0,  y'(0)  = 3 

y"-2y’  + y = 0,  y(0)  = 0,  y'(0)=l 

y"  + y’-2y  = 0 , y(0)  = 1,  y'(0)  = -2 

y"  + Ay'  — 2y  = 0 , y(0)  = 1 , y'(0)  = 0 


(a2  +6A)y"  + (3A  + 2)y'-3y  = 0 ,y(-3)  = 0.  y'(-3)  = 2 

y"  + (A-l)y'  + y = 0,  y(l)  = 2,  y'(l)  = 0 

y''-2Ay’  + 8y  = 0,  y(0)  = 3,  y'(0)  = 0 

(a2  +l)y"  + 2Ay'=0  , y(0)  = 0,  y'(0)=l 

(2a- A2)y"-6(A- l).y'-4y  = 0 , y(l)  = 0,  y’(  1)  = 1 
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© 

© 

© 

V. 

© 

© 

VI. 

© 

© 

© 

© 

© 


(.t2 -6A  + 10)y-6(x-l)y-4v  = 0 , y(  1 ) = o,  y(i)  = i 


y"-xy'  + y-\  = 0,  >>(0)  = y(0)  = 0 


{Ax¿  + 16*  + 17)y ' = 8.y  , y(-2)=  1,  /(- 2)  = 0 

Resuelva  las  siguientes  ecuaciones  mediante  series  de  potencias. 


y+(senx)y  = 0 © 

eos  x.y"+ y = 0 (4) 

y"-xy  = \ © 

xy'  1 + sen  x.y'  + xy  = 0 (¥) 


Resuelva  las  siguientes  ecuaciones  aplicando 


2xy''+  (l  - 2x~ ) y’-  4xy  = 0 
xy"-y'  + 4x2y  = 0 

xy"+-y'+- v = 0 
2 4 

xy"+ y'+4xy  = 0 
2xy"-y'+2y  = 0 

2 x(  1 - 2x)y' ' + ( 4x 2 + 1 )>•'  - ( 2 * + 1 )y  = 0 

.r2 yM  + (1  + 3x)x/--(l  + 6 x)y  - 0 
2xy"+  5y'  + xy  = 0 
4.yv'  ' + 8 y + xy  = 0 


y"  + e~xy  = o 

y +evy-y  = o 

A>,M  + (sen  y)v  = 0 
jM-4.Yy  - 4 y = ex 
el  método  de  FROBENIUS. 

(?)  xy"+2y'  + 9xy  = 0 

(7)  atv’  * + y + y(1  + A')y  = 0 

(7>)  9 xy'  ’ + 9 y1  + xy  = 0 

(?)  Yy,  + 2y’-4Yy  = 0 
(Ts)  3xy"+(2-x)y'-y  = 0 

@ x2y"+x{x-^)y'+-y  = 0 

© xy' ' + 2 y’  + xy  = 0 
@ x2y"  + x(x-l)y'  + y = 0 
© 3x2y”+2xy'  + x2y  = 0 
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© 

2xy"  + (x  + \)y'+  y = 0 

© 

2xy"  + 3y'-y  = 0 

© 

3xy"  + 2y'+  2 y - 0 

© 

2xy"+(\-2x2)y'-4xy  = 0 

® 

2x2y"  + xy'-(l  + 2x2)y  = 0 

© 

2x2  y” +7x(l  + x)y'-3y  = 0 

2x2y"+  xy‘-(3-2x2)y  = 0 

6x2y"  + 7xy'-(x2  +2)^  = 0 

© 

2 x2y"-xy'  + (x2  + 1)>=0 

© 

2jcy*-(3+2x)y+  v = o 

2 a-  V ' + (-7  + 2x)xy'  + (7  - 5x)y  = 0 

/~ 

2x2iyM  + 3jcv,+  (2.í-l)^  = 0 

© 

2.v2  v"  + 3xy'-(x2  + 1)>>  = 0 

® 

® 

x(x -2)y"  + y'  -2y  = 0 

® 

2* 2 y ’ + + 1)  v'-(2-v  + l)y  = o 

@ 

x2_y"  + 3xy'  + (l  + x + a3  )y  = 0 

0 

x2v"  + x(\  + x)y'-(\  -3x  + 6x2)y  = 0 

4a2j"-4xv'  + (3-4a2)^  = 0 

® 

x2 y"  + (2x  + 3x2  )y'  ~ 2y  = 0 

® 

x2y"-xy'  + (x2  + l)y  = 0 

@ 

2x(\  - x)y  ' + (1  - 2x)y'  + (2  + x)y  = 0 

@ 

x(x-2)2  y"-2(x-2)y'  + 2y  = 0 

® 

2xy,+(i-jc)y-(i  + jc)>^  = o 

© 

x2  y"  + (2.v 2 -3a)_v'  + 3.v  = 0 

@ 

jr3(x-l)y ' + (*-l)y  + 4xv  = 0 

© 

2a3>'"-a(2-5a)>''  + >'  = 0 

@ 

(2x 2 + 5*3  )y  * + (3x  - x 2 )y - (1  + x)y  - 0 

© 

9a(1  - x)y” —\2y'  + 4y  = 0 

@ 

x2y"-2xy'  + 4{x4  -\)y  = 0 

2x2 y"  — x(x  - \)y'  - y = 0 

@ 

x2y"  + (x2  -3x)y + 4v  = 0 

a(1  - x)y’ ' - 3 y'  + 2 y = 0 

VII.  Mediante  series  de  potencias  encuentre  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial 
dada,  en  0 < x < (Bessel) 
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© 

© 

© 

© 

© 


VIII. 

© 

© 


, 7 1 

x y ”+xy '+(jc  ~~)y  = 0 

© 

x2y"  + xy'  + (x 2 -1)^  = 0 

9 9 1 

x yn  + xy'  + ( x — )y  = 0 

4 

© 

x2y”  + xy'+(x2  ~~)y  = 0 

xy'\+y'+xy  = 0 

© 

y-(xy’)  + (x--)y  = 0 

ax  x 

x2yn  + xy'  + ( 4x2  -~)y  = 0 

© 

x2y"+xy'+( 36x2  --)y  = 0 

4 

4x2y"  + 4xy’  + (4x2  -25)y  = 0 

® 

I6x2y"+\6xy'  + (l6x2  -\)y  = 0 

x2 y"  + xy’ + (9x2  -4 )y  = 0 

xy"  +3y'  + xy  = 0 

xy"-y'+36xiy  = 0 

® 

x2y"-5xy'  + (i  + x)y  = 0 

2x2  y"  +3xy'  - 2(4  - x5  )y  = 0 

® 

4x2y”-l2xy'  + (l5  + l6x)y  = 0 

x2y”+3xy'+(\  + x2)y  = 0 

® 

1 6x 2 y' ' + 24xy'  + (1  + 44x2  )y  = 0 

36x2y"+60xy'  + (9x3  -5)^  = 0 

@ 

x2y”  + xy’+x2y  = 0 

Comprobar  que  la  ecuación  diferencial  xy"  + (l  -2n)y'  + xy  = 0 , x > 0,  tiene  la 
solución  particular  y ^ xnJn  (x) 

Comprobar  que  la  ecuación  diferencial  xy"  + (1  + 2n)y'  + xy  = 0 , x > 0,  tiene  la 

solución  particular  y = x~n  J n(x) 


Comprobar  que  la  ecuación  diferencial  x2yn  + (X2  x1  - v7  + — ) , y - 0,  x > 0,  tiene  la 
solución  particular  y = yfxJv(Áx),  k>  0. 


464 


Eduardo  Espirtoza  Ramos 


CAPÍTULO  X 

10.  CONCEPTOS  BÁSICOS  DE  TRANSFORMADA  DE 
LAPLACE 

10.1.  INTRODUCCIÓN.- 


En  el  cálculo  elemental  se  estudió  la  derivación  e integración 
los  cuales  gozan  de  la  operación  de  linealidad,  es  decir: 


X [ af(x) + £*(*)]  = a±  f(x) + p±  g(x) 
dx  dx  dx 

\[af(x)  + pg{x)]dx  = a [f{x)dx  + P ¡g{x)dx 


donde  a y P son  constantes  reales  arbitrarias. 


La  integral  definida  de  una  suma  también  goza  de  la  operación  de  linealidad,  es  decir: 


f [ af(x)  + Pg(x)\dx  = a f f(x)dx+P  f g(x)dx 
Ja  Ja  Ja 


La  operación  de  linealidad  de  la  derivación  e integración  transforman  esencialmente  una 
función  en  otra  expresión  por  ejemplo: 


-y-  jc3  = 3x2  , J.rVjC  - ~ + C • J x^dx  = 4 . 

nosotros  estamos  interesados  en  una  integral  impropia  que  transforma  una  función  F(t)  en 
otra  función  de  parámetro  s,  al  cual  se  le  llamará  Transformada  de  Laplace,  es  decir,  que 
la  transformada  de  Laplace  es  una  operación  que  transforma  una  función  F(t)  en  otra 
función  de  parámetro  s. 
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10.2.  DEFINICION.-  Sea  F:  [0,oc  > — »R,  una  función  definida  para  t £ 0,  entonces  a la 

función  f definida  por: 


= f e~s'F(t)dt=  lim  f e~s' F(t)dt 

Jb  *-»+«  J, 


Se  llama  transformada  de  Laplace  de  F,  siempre  que  el  límite  exista. 

Simbólicamente  a la  transformada  de  Laplace  de  F se  denota  por:  L{F(t)} , es  decir: 


-r 


L{F(t)}=  e~sl  F(t)dt  = f(s) 


Ejemplo.-  Calcular  L{f(r)} , donde  F(t)  = t 

Solución 


fT  r t /.>■"  " ,b 

e s'F{t)dt=  I e s't  di  = lim  I e s't  dt  = lim  ( —) / 

Jb  J,  5 S ' 0 


= lim  [(-^-£^)-(0--lr)]=0-0  + -ir  = Jr 

S s~  S~  S~  S~ 


L{t}  =—  , para  s > 0. 

5 1 


Observación.-  El  uso  del  símbolo  de  lim  F(t)  / vamos  a reemplazar  por  la 

b— m-oc  / 0 

notación  F(x)  j , es  decir: 


rt  e~sl  e~M  , +'x  1 

te~s'dt  = (-- V)/  =4»í>0 

5 s2  ' 0 S~ 


Entendiéndose  que  en  el  límite  superior,  cuando  t— >+oc,  e st  —»  0,  para  s > 0. 
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10.3.  CONDICIONES  SUFICIENTES  PARA  LA  EXISTENCIA  DE 

L{F(t)}.- 

La  integral  impropia  que  define  la  Transformada  de  Laplace  no  necesariamente  converge, 

por  ejemplo;  ni  ¿{-}  ni  L{er  } existen. 
t 

Las  condiciones  suficientes  que  garantizan  la  existencia  de  L{F(¿)}  son  que  F(t)  sea 
continua  por  tramos  o seccionalmente  continua  para  t 0 y además  que  sea  de  orden 
exponencial  para  t > T. 

10.4.  FUNCIONES  CONTINUAS  POR  TRAMOS  O SECCIONALMENTE 

CONTINUAS^ 

Definición.-  La  función  F:  [a,b]  — ► R,  es  continua  por  tramos  o seccionalmente 
continua  en  [a,b]  sí ; , 

i.  Existen  puntos  en  [a,b]  tal  que:  a — t0  £ t¡  t2  ^ tn  = b , donde  F es  continua  en 

cada  subintervalo  t¡  &t  ú tj+l  para  i = 0,1,2, — n,  salvo  en  dichos  puntos. 

ii.  En  cada  punto  t¡  e\ a,b]  existen  los  límites  F(t+)=  lim  F(ti +h), 
F(t~)  = lim 

h->0 


Observación.-  Consideremos  una  función  F:  [a,b]  — » R seccionalmente  continua. 
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A la  diferencia  F(t+)-F(ti  ) = A se  llama  magnitud  del  salto  de  la  función  en 
el  punto  i - . 

Ejemplo.-  La  función  F(t)  = [ ¡ t ¡ ] es  continua  por  tramos  en  [0,4]. 

Sí  t e [0,1>  F(t)  = 0 
t e [1,2>  =>  F(t)  = 1 
t € [2,3>  =>  F(t)  - 2 
t e [3,4>  =>  F(t)  = 3 
para  t = 4 =>  F(t)  = 4 


Ejemplo.- 


0 si  0 < t < 1 


La  función  F(t)  = 


r si 
! 0 si 


1 < t < 2 
t>  2 


¿Es  F continua  por  tramos? 


Solución 


F(t) 


F(1  )=  Km  F{\-h)  = lim  0 = 0 
y?  ->o  /i— >o 


F( l+)  = lim  F(1 + //)=•  lim  (!  + /*)“  =1 

h—>0  0’ 

F( 2~)  = lim  F(2-h)  = lim  (2-h):  =4 

/i->0  h->  0 

t 


F( 2+)  = lim  F(2  + h)=  lim  0 = 0 
/?->  o' 
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además  F(t)  es  continua  V t e <0,oc>  salvo  en  t = 1,2.  Luego  F(t)  es  una  función  continua 
por  tramos  en  <0,oc>. 

Observación.-  Toda  función  continua  en  [a,b]  es  continua  por  tramos  en  [a,b]. 
Ejemplo.-  Determinar  si  la  función  F(t)  - ln(/2  + 1)  es  continua  por  tramos  en  [0,oo>. 

Solución 

La  función  F(t)  = ln(r  + 1)  es  continua  V t e R,  en  particular  es  continua,  V t > 0 
entonces  F(t)  - ln(r  + l) , es  continua  por  tramos  en  [0,+oo>. 


Ejemplo.- 


Determinar  si  la  función  F(t)  = 

Solución 


t + 2 

T~¡ 


es  continua  por  tramos. 


Observación.- 


h + 4 

F(2*)=  lim  F(2  + /r)=  lim  = +ac 

h-*Q-  h->  0 h 


4 — h 

F{ 2 ) - lim  F{2- h)  - lim  = — x 

h — >0 


como  3 los  límites,  por  lo  tanto  la  función  F(t)  no  es 
continua  por  tramos. 


Si  F es  una  función  continua  por  tramos  en  [a,b],  entonces  dicha  función  es 

e*' 

integrable  en  [a, b]  es  decir:  3 I F(t)dt 

Ja 


En  efecto:  como  F es  continua  por  tramos  en  [a,b],  con  discontinuidad  en 
Y posiblemente  en  a,b. 


a *1  *2 


-+ 


b 
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Entonces  a la  integral  j F(t)  di , se  define  como: 

Jí2 

*/l  - h *t  mb-h 

F(t)dt  = lim[  I F(t)dt  + F(t)dt  + ...+  F(í)dt] 

a h Ja+h  Jt u+h  «i, 

como  este  límite  siempre  existe,  entonces  3 I F(t)dt 

Ju 


Si  F y G son  dos  funciones  continuas  por  tramos  en  [a,b],  entonces  el  producto 
también  es  continua  por  tramos  en  [a,b].  (Probar:  queda  como  ejercicio). 

10.5.  FUNCIONES  DE  ORDEN  EXPONENCIAL.- 

Definición.-  La  función  F:  [0,+ao>  — ► R,  es  de  orden  exponencial  si  existen 
constantes  c > 0 y a tal  que  \F{t)\^ceat , V t £ 0. 

Ejemplo.-  Toda  función  constante  es  de  orden  exponencial.  En  efecto:  Sea  F una 
función  constante  3 c > 0 tal  que  | F(t)  J £ c,  V t £ 0 entonces  \F(t)\^ceot  . 

Es  decir  que  F es  de  orden  exponencial  haciendo  a = 0. 

Ejemplo.-  Determinar  si  la  función  F(t)  = eat  eos bt  , es  de  orden  exponencial. 

Solución 

Como  |cos  bt|  < 1 , V t £ 0 entonces  eat\cos bt\  £ eat  y V t £ 0 de  donde: 

\eat  cosbt\íeat  =>  \F(t)\<eaí. 

Luego  F(t)  = eat  eos  bt  es  de  orden  exponencial  tomando  c = 1 y a = a. 
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Propiedades.- 


o Sí  F:  [0,+OC>  — » R es  una  función  seccionalmente  continua  en  [0,+oc>,  entonces: 

¡)  La  función  F es  de  orden  exponencial  siempre  que  existe  a e R tal  que 

lim  — = 0. 
eat 


F(t) 

ii)  La  función  F no  es  de  orden  exponencial  sí:  lim  — — = oo  . 

eat 

Ejemplo.-  Determinar  si  la  función  F(t)  = t n es  de  orden  exponencial  para  n e Z+ , 
Vt*0. 

Solución 

FU)  tn 

lim = lim , aplicando  la  regla  de  L’Hospital 

r -*r  jp*  t-*T  eat 

tn  n{n-Y)(n-2)..2.\  1 n\  1 ni 

= lim = -7 lim = — lim = — (0)  = 0,  Va>0 

r-**  eai  an  ea‘  an  '->x  eat  an 

por  lo  tanto  F(t)  = /”es  de  orden  exponencial  V/  0 

Ejemplo.-  Determinar  si  la  función  F(í)  = e es  de  orden  exponencial. 

Solución 

lim  — - - = lim  - — = lim  e = +oc  , Luego  la  función  F(t)  no  es  de  orden  exponencial 

/—i >ac  gal  /->oc  gat  /— 

© Si  F\G:[0,oo  >->  R , son  dos  funciones  de  orden  exponencial,  entonces  el  producto 
de  F y G son  de  orden  exponencial.  En  efecto: 

Como  F y G son  de  orden  exponencial  =>  existen  a j , a2 , y Cj , c2  > 0 , tal  que: 
\F{t)\^c,ea''y  |G(r)|ác2eay,  VtSO  =>  \F(t).G(t)\=\F(t)¡G(t)\í  c¡ea'' .c2ea2' 
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= q .c2e{a2+ot2 )?  Vi  > O,  entonces  \F(t).G(t)\^eat , entonces  F(t)  . G(t)  es  de  orden 
exponencial. 

D Si  F,  G:[0,oo  >— > R son  dos  funciones  de  orden  exponencial  , entonces  la  suma  de 
F y G es  de  orden  exponencial. 

(Queda  como  ejercicio  para  el  lector). 

Ejemplo.-  Demostrar  que  la  función  / (/)  = tn  sen  kt  es  continua  por  tramos  y de 
orden  exponencial  en  [0,+oo  > . 

Solución 

Sea  f(t)  = f](t).f2(t)  = tn  sen  kt,  donde  /{ (/)  = /",  f2(t)  = sen  kt , la  función 

/j (t)  = tn  es  continua  V t e R,  en  particular  f](t)  = tn  es  continua  en  [0,  +co>  por  lo 
tanto  /¡  (0  = tn  es  continua  por  tramos  (por  la  propiedad  que  toda  función  continua  en 
[a,b]  es  continua  por  tramos  en  [a,b] ). 

La  función  f2  (f)  = sen  kt , es  continua  V t e R,  en  particular  es  continua  en  [0,  +qo>,  por 
lo  tanto  f2  (0  = sen  kt  es  continua  por  tramos. 


Entonces  como  f¡(t)  = tn  y f2  (t)  = sen  kt  son  continuas  por  tramos  entonces 
f{t)-tn  sen  kt  es  continua  por  tramos  ahora  demostraremos  que  f]  (/)  = tne s de  orden 


exponencial;  para  esto  demostraremos  que: 


. r,  . • 

hm = 0 , es  decir: 

'-400  eat 


t*  n'  n 

lim = lim = 0 , entonces  /,  (f)  = t es  de  orden  exponencial. 

i***eat  /~+oc  aneat 


Ahora  demostraremos  que  f20)  = sen  kt  es  de  orden  exponencial,  para  esto  existen  c y 
a,  tal  que  |/2(0|<ceaí,  pero  |senfo|^l  de  donde  |/2  (r)|  ^ 1 = le0r  tomando 
c~\  , a =0  se  tiene  que  f2(t)  = ser\kt  es  de  orden  exponencial  por  lo  tanto  como 
fft)  = tn  y f2 ( f ) = sen  kt  son  de  orden  exponencial,  entonces:  f (t)  = tn  .senkt  es  de 
orden  exponencial. 
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10.6.  TEOREMA.- 


Sí  la  función  F:  [0,+oo>  — > R,  es  seccionalmente  continua  y de  orden 
exponencial  a entonces  3 f(s)  = L{f(t)},  V s > a. 

Demostración 

Por  hipótesis  se  tiene  que  F(t)  es  de  orden  exponencial  a =>  3 M > 0,  tal  que 
|F(0|^  Mem  t £0.  Además  por  propiedad  j F(t)dt  ^ jjF(í)|rfí  y 


-í 


e 51  F(t)dt  = lim 


Luego  |e-ííF(/)|  = e~s'  |F{/)|  < M e~sl  .ea , V t2t0  puesto  que  \F(t)\  < M e®  , V t ¿ 0 
Es  decir:  |e~'v?F(/)|  < Me~{s~a)t  ,V  t >0,  a esta  desigualdad  integramos  de  0 hasta  a. 

f \e-“F(t)\dtú  f M'e-{s-a),dt  = -—e-(s-a)‘  ¡°  = — (e^10  -1) 

Jo  1 Jo  s-a  / 0 5-or 


Ahora  tomamos  límite  cuando  a -»  +oc 


lim  f \e  — — lim  (e  {s  a)a  = , de  donde 

a— >+x  j i I s - a s — a 

j"  |erírF(í)¿fr|  £ — — , s > a 


por  lo  tanto 
quiere  decir  que: 

OBSERVACIÓN, 


J^"  e st  F(t)dt  es  convergente,  entonces  existe  J 
3 L{F(t)}  = f(s) 


e sl  F(t)dt  esto 


© Si  F:  [0,oo>  4 R es  una  función  continua  por  tramos  y de  orden  exponencial,  se 
llama  función  de  clase  A. 

(^5)  Si  F:  [0,+oo>  ->  R es  una  función  de  clase  A entonces  3 L{F(t)}. 

© Si  3 L{F(t)}  =£>  que  F sea  una  función  de  clase  A. 
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10.7.  TEOREMA. 


Sea  F(t)  una  función  continua  por  partes  para  t £ 0 y de  orden 
exponencial  para  t > T;  entonces  lim  L{F(/)}  = 0 

\—>x 

Demostración 


Como  F(t)  es  continua  por  partes  en  0 £ t £ T,  es  necesariamente  acotada  en  este 
intervalo:  |F(/)¡  < A/,  = M^e01 . además  |f(/)|  < M2e/J 

para  t > T.  Si  M denota  el  máximo  de  M2  }y  e,  el  máximo  {0,?4  entonces 

A*  A*  *— * U 9 t áJ 

|L{F(r)}¡<  I e~st  \F(t)\dt  < M I e~s,.ecldt  < -M  / =— — paras>c 

Jb  S)  s-c  / o s-c 


M 

i/ — para  s > c.  Cuando  s — » oc  tenemos  que: 
s-c 


-»  0 y por  lo  tanto  lim  ¿{f(/)J  = 0 


10.8.  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE  DE  ALGUNAS  FUNCIONES 
ELEMENTALES.- 


Encontrar  la  Transformada  de  Laplace  de  las  siguientes  funciones. 


(T)  F(t)  = ek 


Solución 


Aplicando  la  definición  de  Transformada  de  Laplace 


f(s)  = L{F(t)}  = L{ek‘ } = £ <T5' .ek,dt  = £ 


,e  dt  = I e ^ dt 


=-•—  r=  1 ,s>k 

s-k  / o s-k 


por  lo  tanto  f(s)-  L{ek! } = para  s > k 

s - k 


OBSERVACION.-  Cuando  k = 0 se  tiene:  f (s)  = ¿{1}  = - para  s > 0. 

5 
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© F(t)  = tn 


Solución 


+<  * 

f(s ) = Z,{F(r)}  = L{tn } = e~st tndt , integrando  por  partes  se  tiene: 


u = r 
dv  = e~st  di 


da  - ntn  ! di 
e Sl 


fx  tn  o~s1  ! n frri 

e-s,tndt  = —?—  +-  «TV-1 

5/0  5 X 


dt 


para  s > 0,  n > 0,  t"e  ->  0 , cuando  t ->  +oo,  luego  se  tiene: 

As)  ■■ 


...  (a) 


siguiendo  el  mismo  proceso  se  llega  a que: 

L{(n~{n~l)}  = L{t\  = - Z.{/° } = , puesto  que  I{1}  = -,  que  reemplazando  en  (a)  se 

S 5“  5 

n n- 1 II  n\ 
tiene:  /($)  = — 


5 5 5 5 5 


/(5)  = ¿{r  } = -^-  ,si  s > 0 

5 


© F(t ) = sen  at 


Solución 


r 


/(5)  = ¿{sena/}  = e 5'  sen  at  dt , integrando  por  partes. 


, 5.  sen  af  + acosar  /+oc  _ ~ A 

y (5)  = ( — ) f , para  s > 0,  e -»  0 , cuando  t — > +oo,  entonces: 

5 7 + a1  / o 


/(5)  = ¿{sena/}  = — r-  , si  s > 0 

5‘  + a 
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F(t)  = eos  at 


Solución 

En  forma  similar  que  la  función  anterior. 


f(s)  = ¿{cosaí}  = I e v¡  eos  cu  dt  = — — r , si  s > 0 

Es  decir:  f(s)  - ¿{cosa/}  = — ^ — - , si  s > 0 

s~  - a~ 

TABLA  DE  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE  DE  ALGUNAS  FUNCIONES 
ELEMENTALES. 


F<0 

L{F(t)}  = f(s) 

k 

- . s > 0 

5 

/*' 

~ . s > 0 

em 

l 

, s > a 

s-a 

sen  ai 

— — r • s > 0 

JT  -r  a~ 

eos  ai 

— , s > 0 

senh  at 

a i i 

— . s > ¡ a 

s~  ~a~ 

cosh  at 

* ; . 

— ; ^ . s > i a ! 

s~  - a' 

M 

e sen  ai 

a 

(s-b)1  -cC 

cb)  eos  at 

s-b 

(.v  - bY  + a' 

ehl  senh  at 

i 

l 

1 

e*  cosh  at 

s-b 

(s  -b)2  -a~ 
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Ejemplos.-  Calcular  L{F(t)}  donde  F(t)  es  dado: 
F(t)  = / 4 +sen  4/  + eos  7/ 

Solución 


L\F(t)\  = ¿{/4  + sen4f + cos7/}  + — + — - — 

r s2  + 16  .*‘+49 

F(t)  = sen  20t 

Solución 


L{F(t)}  = ¿{sen  20/}  = — ^ 

5“ +400 

f'(r)  = cos“4/ 

Solución 


+64) 


ífr.,  v»  n > , ,sen2;rr  1 / 2;r  \ ,7 

L{F{t)}  ~ ¿{sen  /r/.cos/rr}  = ¿{ } =—  (-= -)  = 

2 2 s-+4,T  s2+  4+ 

(T)  F(t)  = sen'  m 

Solución 


¿{FU)}  = L{cos24/}  = ¿{1^^}  =l(i  + ^_)  = . 

2 2í  r+64 


F(t)  =sen  Ttr  eos 


Til 


Solución 


/ í rr/  m tí  2 i , ( l COS  2/T  / 1 ~ > 1 / 1 S \ 

L{F(t)}  = ¿{sen  ;r/}  = ¿{ — } = — ¿{1  -cos2;n}  = — ( ) 

2 2 2 s s + 4/r_ 

10.9.  PROPIEDADES  DE  LA  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE.- 

a)  PROPIEDAD  DE  LINEALIDAD.- 

Sean  F,G:  [0,oc>  — » R,  funciones  continuas  por  tramos  y de  orden  exponencial 
entonces:  L{aF(t ) + J3G(t)}  ~ aL{F{t)}  + f3L{G(t)} 
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Demostración 

Mediante  la  definición  de  Transformada  se  tiene: 

L{aF(t)  + 0G(t))  = £ e~s‘ (aF(t)  + ¡3G{t))dt 

= aj~  e~s'F{t)dt  + py  e~s'G(t)dt  = aL{F(t)}  + 0L{G(t)} 

L{aF{t)  + pG(t)}=  aL{F(t)}+  PL{G{t)} 

*»  \¡ 

Ejemplo.-  Calcular  L{F(t)},  donde  F(t)  = t~  -rCos2 t + e~ 

Solución 

I 

L{FU))  = L{r  +cos2/  + é-3'}  = L{r } + ¿{cos2?}  + I{e3' } = + + — 

s'  s~  +4  5-3 

b)  PRIMERA  PROPIEDAD  DE  TRASLACIÓN  - 

Sí  F:  [0,+oc>  — » R,  es  una  función  continua  por  tramos  y de  orden  exponencial  y si 
L{F(t)}  = f(s)  entonces  para  a * 0 se  tiene:  L{eat  F (t)}  - f {s  - a)  y s>a 

Demostración 

Medíante  la  definición  de  Transformada  se  tiene: 

L{F(t)}=  I e~5t F(t)dt=  f(s)  entonces 


= e~sl .e‘u F(í)dt  = jT 


L{ea'F(t)}=\  e~s  .ea  F(t)dt  = e~"~a" F(t)dt  = f(s-a) 


L{e“ "F(t)}= -./(s-a) 


Ejemplo.-  Sí  F(r)  = /V'.  Hallar  L{F(t)} 


Solución 
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L{li}  = ^ = -^-  = f(s)>  entonces:  L{t3e4' } = f(s  - 4)  = — t?-— 
s s (í-4) 


■ luV‘}=  6 


(s-4)4 


Ejemplo.-  Sí  F(t)  = e 'cos2/.  Hallar  L{F(t)} 

Solución 

S 5 1 

Sea  ¿{eos  2/}  = — = f(s) , entonces:  L{e~l  cos2r}  = f(s  + 1)  = ; 

S-+4  (5-fl)'+4 


r r -/  ~ V 5 + 1 

L{e  cos2/}=— ; 

s~  + 2 s + 5 

c)  SEGUNDA  PROPIEDAD  DE  TRASLACIÓN.- 

Sí  F:  [0,+x>  — » R,  es  una  función  continua  por  tramos  y de  orden  exponencial  y; 

Sí  L{F(t)}=f(s)  y G(t)  = I 0 ’ '<a  entonces  L[G(t)}  = e~mf(s) 

{ F(t-a);  t > a 

Demostración 

Mediante  la  definición  de  transformada  de  Laplace 

e~s,G(t)dt  + | e~s'G(t)dt 

e~s'G(t)dt  = £ e~*G{t)dt 

Es  decir:  Lz{G(t)}  = j*  e~s'G(t)dt 

ahora  calculamos  la  integral,  haciendo  la  sustitución: 
u = t-  a =>  t = u + a dt  = du,  reemplazando  en  la  integral  se  tiene: 


¿{G(°}= r es'G{í)dt= { 
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¿{G(/)}=|  e~'{u+a)G(u+a)du=e  m £ e~s" F(u)du  = e~“ f(s) 
por  lo  tanto:  ¿{G(í)J  = e asf(s) . 


Ejemplo.-  Hallar  L{F(t)}  sí  F(t)  = 


(/  - 2)*  ,t>  2 
0 , l<2 


Solución 


Sea  L{t})  = -^  = f(s)  =>  L{F(t)}  = e-2sf{s)  = — 
s s 


.-25 


L{F(t)}  = 


6e 


1-2  5 


d)  PROPIEDAD  DEL  CAMBIO  DE  ESCALA. 

Sea  F:  [a,+oc>  — > R,  una  función  continua  por  tramos  y de  orden  exponencial. 

Sí  L{F(t)}  = f[s)  =>.  L{F(at)}  =—/(—) 

a a 

Demostración 

Aplicando  la  definición  de  Transformada  de  Laplace. 

i»*. 

L{F(at)}  = J e~st F(at)dt , calculando  la  integral  se  tiene: 

sea  u = at  t = — =>  dt  = — , sustituyendo  en  la  integral 
a a 


¿{F(a/)}=jT  e~s'F(at)dt  = - £ e_s/o 


£{F(aí)}  = -/(-> 

a a 


F(u)du  = —/(—) 
a o 


Ejemplo.-  Hallar  L{sen  7t} 


Solución 
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Sea  ¿{sen7í}=-^ — = f(s ),  entonces  ¿{sen lt}  ==—/(—)  = — ( — - — ) = — - — 
5‘+l  7 7 7 s2  52+49 

— + 1 
49 

7 

¿{sen  lt}  = — 

s2  +49 


10.10.  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE  DE  LA  MULTIPLICACIÓN 
POR  POTENCIA  DE  t"  .- 


Teorema.-  Consideremos  la  función  f:  [0,+oc>  — ► R,  continua  por  tramos  y de  orden 

1/1 

exponencial,  sí  L{F(t)}  = f{s),  entonces  L{tnF(t)}  = (-1)"  — L{F(t )} , 

dsn 

para  s > 0.  V n e Z+ 

Demostración 


foc 

e~sl  F(t)dt 

aplicando  la  regla  de  Leibnitz  para  la  derivada  bajo  el  signo  de  integración  se  tiene: 

—/(*)  = /»«—  f e~s'F(t)dt=  T — e-slF(t)dt  = - f te~s‘ F(t)dt  = -L{t FU)} 
ds  ds  J,  Jo  ds  Jb 

Es  decir  que:  L{t  F(t)}  = -—  f(s) , se  cumple  para  n = 1 

ds 

ahora  generalizamos  el  teorema  usando  inducción  matemática. 

Suponiendo  que  el  teorema  es  válido  para  n = h. 

dh 

Es  decir:  L{thF(t)}  = (-l)/? — -/(s),  1°  9ue  es  lo  mismo. 

ds 


r 


e síthF(t)dt  = (-1)*  f (5)  ’ derivando  por  la  regla  de  leibnitz  se  tiene: 
ds1 


d_ 

ds 


í 


’ ‘t‘'FU)di  = (-l )" 


dh+l 

ds1” 


/( *) 
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r»/f+ 1 

e->‘th+'F(t)dl  = (-1)A+I  — ^/(.s) 


Luego  como  n = h el  teorema  es  cierto,  entonces  el  teorema  es  válido  n = h + 1 y 
como  también  es  válido  para  n = 1,  entonces  se  cumple  para  todo  n e Z+ , por  lo  tanto. 

£</"*■(/))  = <-l)"  — ¿{/=V)} 

ds" 

Ejemplos.- 

2 2 

Demostrar  que  ¿{/cosa/}  = — r —7 

(s2+a2Y 

Solución 


, . . ü _ . . ü S r 

L{¡ eos#/]  = /.{cosa/}  (— ¡ r)  = 

ds  ds  s~ +a 


(5“  + a")-s(2s) 
(i  + a~  )* 


] = - 


a -5* 
í ? 

(s*  +«■)“ 


¿{/cosa/}  = -4 -r—^- 

(s-  +a-y 

(?)  Hallar  L{t  ( 3 sen  2/  - 2 eos  2/)} 

Solución 

¿{/(3sen2/-2cos2/)}  = — —¿{3  sen  2/ -2  eos  2/}  = — — ; =— — ) 

ds  ds  5“  +4  <r  + 4 

J ,2.y -6v  2(52  + 4)-(2j-6)2s  2s2  +8 -4j2  + 1 2at  8 -r  1 2^  - 2^ 2 

ds  s2  + 4 (5*  + 4)  (s2+4)z  (5*  ■+■  4)z 


¿{/(3sen2/-2cos2/)}  = 


8 + I2s-2s~ 
($'  + 4)2 


10.1 1.  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE  DE  LA  DIVISION  POR  “PV 


Teorema.-  Consideremos  una  función  F:  [0,oo>  R continua  por  tramos  y de  orden 


exponencial  sí  L{F(t)}  = f(s)  entonces  L{- 


y^}=  | f(“)du 
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Demostración 


F(t) 

Consideremos  G(/)  = de  donde  F(t)  = t G(t)  aplicando  la  Transformada  de 

t 

Laplace  a ambos  lados  L{F(t)}  = L{t  G(t)}  y por  el  teorema  (1 .10)  se  tiene: 

L>F(t)}  = -—L{G(t)}  de  donde  — L{G(t)}  = -L{F(t)}  = -f(s) , y se  tiene 
ds  ds 

L{G(t)}  = - f(s)  ds  integrando  se  tiene:  C{G(/)}  = - j*  f(u)dit  = J f(u)du 

= I"  f(u)du 


Luego  L{ 


Observación.-  La  constante  de  integración  se  escoge  de  tal  forma  que  Jim  g(s)  = 0 


© 


Ejemplo.- 

e~at  — c~bl  s + b 

Demostrar  que:  L{ } = ln(- — —) 

t s + a 

Solución 


„-b\  x _ r (^-ar  j r f„-bi  * J ! j'^s} 


L{e~at  -e-b')  = L{e-at}-L{e~ht) f» 


5 + a s + b 

ahora  aplicamos  la  Transformada  de  la  división 


e~ai  rx  i i .x 

L{- }=  i ( )du  = [ln(w  + a)  - ln(¿/  + b)]J 

t Js  ii  + a u+h 


, ,u  + a x /x  , ,s  + a ,s  + b 

= ln( -)  / =0“  ln( -)  = ln( ) 

u + b I s s + b s + a 


-ai  —bt  , 

L{í  .}  = in(i±£) 
t s + a 


, , y cos^-coshr 

Calcular:  L{ } 


Solución 
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© 


s s 

¿{cosí-coshí}  = ¿{cosí}  - ¿{coshí}  = — ; — = f(s) 

S"+l  S~  - 1 

ahora  aplicamos  la  Transformada  de  la  división 

, .cosí-coshí.  T'  u íí  , , 1 . . ■>  1 . . 2 ,X1  /* 

L{ }=  (— ; — )du  =[— ln(j/  + 1)-  — ln(»  -1)]  / 

t JL  «-  + 1 «"-I  2 2 

i,  y+i  v/*  A i,  ,s2 +i,  i,  /.V2  - 1 x 

2 - 1 ' * 2 sl-\  2 s-+l 


,,cosr-cosh r 1 , -1 

¿( 7 '-Vtt 


u i»  ^sen2r 

Hallar  /.{ } 


Solución 


L{  \-e'  +sen2f}  = ¿{l}-¿{e'}  + ¿{sen2í}  = - L + -2_  = f(s) 


S 5-1  5'  +4 


ahora  aplicamos  la  Transformada  de  la  división 


L{ 


i-e  + sen  2í  f 1 1 2 . n *',  / 

}=  I ( - + — - — )du  = [lni/-ln(«-l)-t- arctg-]/ 

t Jv  u u — 1 u*  +4  2 ' a 


5 1 


= [ln(— — — ) + arctg / =(0+  ‘ V ln-^--arctg^  =^  + ln  — -arctg- 
zz  - 1 2 ' s 2 5-1  2 2 5 1 


1-e  +sen2r  n ,5-1  5 , .5-1  2 

L{ }=  — + ln arctg-  =ln( ) + arctg(— ) 

t 2 s 2 s s 


10.12.  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE  DE  LA  DERIVAD  A.- 


Los  siguientes  teoremas  que  se  van  ha  estudiar,  referentes  a la  Transformada  de  Laplace 
de  la  derivada  se  utilizan  bastante  en  la  resolución  de  las  ecuaciones  diferenciales. 


a)  TEOREMA.-  Consideremos  una  función  continua  F:  [0,oo>  — > R y que  F'(t) 
sea  continua  por  tramos  y de  orden  exponencial  en  [0,oc>  entonces: 
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L{F\t)}  = sL{F{t)}-F(Q*),  donde  F(0+)=limF(O 

->(T 

Demostración 

Como  F'(t)  es  continua  por  tramos  y de  orden  exponencial  entonces  por  el  teorema 
(1.6)  existe  ¿{F(/)} , es  decir:  L{F'(t)}  = £ e~stF\í)dr , integrando  por  partes. 


Ji t=e~‘  __  | du  = -se  dt 

1 dv  = F\t)dt  ~~  | v = F(t ) 


L{F\t)\  = e-,'F{l)/'¡‘  +s  £ e-s,F(t)dt  =0-F(0+)  + sL{F(t)\ 
de  donde:  ¿{F’(0}  = J¿.{/7(0}-/r(0+) 

Ejemplo.-  Apliqúese  una  Transformada  de  Laplace  a la  ecuación  diferencial. 

— - 3 y-e2t,  sujeta  a y(0)  = 1 . 
dt 

Solución 

Primeramente  aplicamos  la  Transformada  a ambos  miembros  de  la  ecuación  diferencial 


£{-7-}-3 L{y}  = L{e21}  pero  L{~-}  = s L{y}~  y( 0)  y L{e2'}  = 
dt 


dt 


s-2 


por  lo  tanto  5 L{y}  - y(0)  - 3 L{y)  = 


s-2 


(5  -3)¿{  y}  - 1 = 


5-2 


de  donde 


L{y}  = 


5-1 


(5-2)(5-3) 


b)  TEOREMA.- 


Consideremos  una  función  continua  F':[0,3o  > — > R y que  F"(t) 
sea  una  función  continua  por  tramos  y de  orden  exponencial. 


Entonces: 


L{F"(t)}  = s2L{F(t)}-sF(0+)-F'(0+) 
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Demostración 

Como  P'(/)  es  continua  por  tramos  y de  orden  exponencial  entonces  por  el  teorema 
(1.6)  existe  L{F"(t)} , es  decir  ahora  aplicamos  dos  veces  el  teorema  anterior  (1.12  a.), 
para  esto  sea  G(t ) = F'(t)  =>  G'(t)  = F"(t) 

L{F  '[t)}=  L{G'(t)}  = sL{G(t)-G( 0")}  =s  L{F'(t)}- F(0+) 

= s(sL{F(t)}-F(0^))-F'(0')=s'~HF(t)}-sF(0+)-F'(0+) 


. . ¿{F’(í )}  = 52  L{FU)}~s  F«T ) - F((T ) 

Ejemplo.-  Apliqúese  una  transformada  a la  ecuación  diferencial  4y"(t)  + y(t)  = -2 
sujeta  y(0)  = 0,  >?,(0)=~. 

Solución 

Primeramente  aplicamos  la  transformada  a ambos  miembros  de  la  ecuación  diferencial. 
4L{y"(t)}+L{yit)}  = L{-2)  =>  4s2L{  y(t)} -4sy(0)-4  v •(<>)  + L{y(t))  = -- 


, 2 2 2\-2 
(4.9"  + !)/.{ v(t)}  -0  - 2 = — de  donde  (4.v2 ■+- 1)¿{  v(/)}  = 


..  /.<•■</»=  2(V— 

s(4.r  +1) 


GENERALIZANDO.-  Si  F[n  : [0,+oc > — > es  una  función  continua  y que  FU!  (/) 

es  una  función  continua  por  tramos  y de  orden  exponencial. 
Entonces: 

¿{F<"»(í)}  = sn¿{f{f)>-s”"lF(0*)-s"'2  F'(0+ F,"'2)(0+)-F,"_n((r) 


n-\ 

L{F'n)(t)}  = snL{F(t)}-'S'sn-'-iF'ih  0+) 
/=0 
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Ejemplo.-  Calcular  L{tn  } mediante  la  transformada  de  las  derivadas. 

Solución 


L{D"t " } = L{n\}  = — , de  donde  se  tiene: 
s 


— = L{Dni"}  = s"  L{t" } - s"'1  F(QT ) - s"~2F  ’(0+ Fv'~‘ » (0" ) 
s 


— = sfíL{tn}~  0-0-...-0  , por  lo  tanto:  Z{/w}=-^-  para  s > 0 


10.13.  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE  DE  INTEGRALES.- 


TEOREMA.-  Consideremos  una  función  F:  [0,oo>  — > R,  continua  por  tramos  y de 
orden  exponencial,  entonces: 


Si  L{F(t)}  = As)  =>  H f F(u)du)  = - ¿{F(/)>-  f F(t)dt 
J a s S Jo 


Demostración 

Primero  demostraremos  que  J F{u)du  es  de  orden  exponencial,  es  decir,  como  F es  de 
orden  exponencial  3 a,  c > 0,  tal  que:  |F(í)|  ^ ce  * , V t £ 0 

||F(W)|^/ic|eaVW  = ^ea,y  = ^(eal  -eaa)  Z ^eat 

entonces  j F(ii)du  es  de  orden  exponencial.  Por  lo  tanto  3 L{  | F(u)du\  es  decir: 

¿{  F(«)í/n}  = e st { J F(u)du)dt  = lim  f e~st  ( f F{u)du)dt 


í()->+sc  Ja 


integrando  por  partes. 


M = ¡ 

dv  = e~sldt 


F(u)du 


dw-  = F(t)dt 


v- ■ 


-s 
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f e C / I r 

L{  I F(u)da}  = lim  [ I F(u)du / -r-  I e " F(i)dt] 

4.  ' -*«  s X lo  S J) 

= --(0-  I F(u)dn)+  lim  - f e~” F(t)dl 

s Ja  '„-*«•  s X 

= - f F(u)du  + - í e~s'  F{t)dt  =-  f f F{t)dt 

X 4.  X J,  S J¡  5 J, 

L{  j F(u)du\  = | F(t)dt 


OBSERVACION.-  Cuando  a = 0 se  tiene: 

GENERALIZAN  DO.- 


L{F(t)}  = f(s)  =>  L{  F(u)du\  = 


!íf( 


f{s) 


jíí 


I 


A | | - j F(u)du...dit}  = — L{F(t)\ — r | F(u)du- 

«tu  «fu 


© 


— f Í r{u)dmh(..\  j*  J LJ F\u )iiu..xt$4 


n-\  veces 


Cuando  a = 0 se  tiene: 


H\  | | F(u)du...du}=  — L{F(t)\ 


Ejemplos. - 

Hallar  L{  | teat  sen  idt] 


Solución 


L{sen/}=  — =>  L{/sen/}  = /.{sen  /}  = (— )=  — 

5“  4-  1 ds  ds  5"+l  (5"+l)~ 


2(5  - (i  ) 

L{t sen t ¡ = — ^ £{t?‘"ísen/}  = — 7 — - - = /(s ) 

(s*+l)  [(.v -</)*+!]■ 
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i\  | te"  sen !üt  \ - 
F{  f ieai  sen  tdt}  - 
© Hallar  L{t~  j*  tserudt} 


/(•v)  2 (*■-</) 


s s[(.v-a)*+l)]- 

2(5  - a) 


*»  „ ,1 


í[(5-í7)-  +1] 


Solución 


¿{sen/}  - - 


+ 1 


L{t  sen/}  =- 


{s~+\ ) 


/_{  J /sen/¿//}  = — ¿{sen/}-— J /sen/c//  = — ( — ^ — r) - — (cosí  -sen  1) 


s (.v+1)-  s 


:lí' 


r f . . , 2 cosí  - sen  1 

¿{  I /sen  / di)  ~ — ; ^ 

(.r+I)-  J 


T , , , </*  f f f . . d : 2 eos  1- sen  1 

t I /sen/f//}  = (-1)"  -jjL{  | t ¿en  tdt)  =—^(— — — ) 


dsm  (r  + 1) 


dr  85  cosl~senln  8(5*s“  — 1 ) 2(cosl  senl) 

. L ^ 1 # ^ J 1 

ds  (5-  + 1)  5"  ($'  + 1)  s 


, . , , , , 8(552  -l)  2(cosl-senl) 

. L{r  t sen  tdt]  = — ^ r 1 

1 (j-+l)*  s3 


10.14.  APLICACION  DE  LA  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE  EN  LA 
EVALUACIÓN  DE  INTEGRALES.- 


Sea  F:  [0,-mc>  —>  R;  una  función  continua  por  tramos  y de  orden  exponencial,  entonces. 


r 


Si  L{F(t)}  = f(s)  entonces  I e F(t)dt  = f(s) , tomando  límite  cuando  s — > 0,  se 


tiene: 


: lim  I e'stF{t)dt  = lim  f(s)  de  donde 

A->0  J)  J->0 


F(t  )dt  - /(O) 


...  (*) 
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siempre  que  la  integral  sea  convergente. 

La  expresión  (*)  es  útil  en  la  evaluación  de  integrales. 

Ejemplo.- 

sen  bt 


1^)  Evalúe  la  integral 


Íi  f -al 

e se 

/ 


-dt 


Solución 


Aplicando  la  división  en  t y luego  la  definición  ¿{sen  bt}  - — ^ - = / (5) 

s~  +b~ 

sen bt  f" ' _ x T’  b u rx  z s 

L{ } = f(u)du  = I — — -p>du  = arctg-/  = — -arctg- 

t J is  ii+b~  b'  ¡ 2 b 

sen  ht  -Z  \ 

L{ } = — - arctg  — , ahora  aplicamos  la  definición  de  transformada 


f e 

r 


bt  , 71  s , , ■ 

— dt  = - -arctg—  . tomando  limite  cuando  s ->  a se  tiene: 
2 *b 


lim 


bt  , ..  n s. 

— dt  = íim( arctg—) 

s—*a  2 b 


•i  sen  6/  , k a b 

e dt  arctg  — - arctg  — 

t 2 b a 


© Demostrar  que  JT  te  3/  sen tdt  = 


50 

Solución 


ti  , I 


I <7  „ 

¿{sení}  = -5 =>  ¿{/sení}  = ¿{sen r}  = — — ) = — ^ v 

5“  +1  ds  ds  s~  + 1 (5"  + 1)4” 


25 

¿{rsenr}  = — r 

(52+l)2 


, ahora  aplicamos  la  definición  de  transformada 


fv 


t sen  t dt  = — í r-  , tomando  límite  cuando  s — > 3 se  tiene: 

(*z+ir 
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r 2\ 

lim  I e sít  sen  tdt  = lim — — — - 

Jh  * >3  (**+!)' 


de  donde 


3,  . 6 

t sen  t dt  = 

100 


3 

50 


i i , • . f ’ cosó¿  -cos4¿  , 

Calcular  la  integral  I dt 

Solución 


Calculando  la  transformada  de  la  función  eos  6t  - eos  4t,  es  decir: 


¿{eos 6/  - eos 4/}  = — 


5“  +36  s~  + 16 


• = f(s) , aplicamos  la  transformada  de  la  división 


L{ 


cose 


6 1 - eos  4t  _ ^ u u 


t 1 //~+36  u2  + 16  2 


— )du  = [-  ln(«2  + 36)  --  ln(i/*  +16)]/ 

- 1 6 2 2 / s 


y +36,  1 , V +16, 


1 1 tiC  +36  /*  A 1 , ,5“  + 36^  . , 

= ~ ln(— ) / = 0 - - ln( ) = - ln(— ) 

2 íC  + 16  ' v 2 s~  + 16  2 s'  + 36 


, COS 6t  -eos 4/  1 +16x  , - . . , , - 

L{ : } = — ln(— ) , aplicando  la  definición  de  transformada 

t 2 s“  + 36 


cos6¿-cos4/  , 1,  a*' +16.  , . , _ 

c ‘ dt  = — ln( — : ) , tomando  limite  cuando  s — » 0,  se  tiene: 

( 2 r+36 


f 

Um  rv« 

•-♦0  J, 


eos  6í- eos  4;  , 1 , ++16,  1 0 + 16,  1 , ,4  ■>  2 

dt  = - lim  ln(— ) = — lru ) = -ln(-)“  = ln- 

t 2s->o  s2  +36  2 0 + 36  2 6 3 


f 


eos  6t-  eos  4t  . , 2 

dt  = ln( — ) 

t 3 


10.15.  EJERCICIOS  DESARROLLADOS.- 


® Determinar  cual  de  las  siguientes  funciones  son  continuas  por  parte. 

[2,  0 £ / < 3 
/W  = l4,„3 


Solución 
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© 


b) 


fU)=\t 

Í2 


1 </<8 


como  Iim  /(/)  = 2 

/— >3 

lim  f{t)  = 4 

f— >3' 

La  función  es  continua  por  tramos. 


Solución 

como  lim 

lim  /(O  = 7 

f-»r  2 

la  función  es  continua  por  tramos. 

Solución 


V t e R,  f(t)  = e*  es  continua,  en  particular  f(t)-e  es  continua  en  [0,x>, 
como  toda  función  continua  en  un  intervalo,  dicha  función  es  continua  por  tramos. 


Determinar  cual  de  las  siguientes  funciones  son  de  orden  exponencial, 
a)  f(t)  = sen  5t 

Solución 

Como  -l<sen  5t<  1,  V t e R entonces  ¡sen 5/¡  ^ 1 =>  |/(f)|  < 1 £*  (donde  c-1,  a=0) 
por  lo  tanto  la  función  f(t)  = sen  5t  es  de  orden  exponencial. 

b>  f(i)=t5 

Solución 


lim  — — = lim  — — = iim  — ^ — = 0 V a > 0 
eat  ^eut  a5eai 


Luego  la  función  f(r)  = t'  es  de  orden  exponencial. 
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c)  f(t)  = sen  h t 


Solución 


senhr  e* -é 
hm = lim 

/-►oc  eai  /->x  2eat 


e1'  - 1 


lim 


= lim 

/->X 


2e2' 

2(a  + l)e(0,,)' 


= lim 

/-»x 


I 


= 0 


para  a £ 1 


por  lo  tanto  fi[t)  = sen  h t es  de  orden  exponencial 


Hallar  I{cos2  ar} 

Solución 


Como  cos^  ar/  = — (1  + eos  2at ) entonces 


1 1 


¿{cos‘  at]  = — L{  1 + cos2ar}  = — (-  + -y— 1 
2 2 s s‘  + 


> s2  +2a2 

/ í > 

4 a~  s(.y‘+4ar) 


© 


2 2 

Demostrar  que  L{í  cosh  at } = — z r-r 


Solución 


Aplicando  la  transformada  de  la  multiplicación  por  t. 
s d 

¿{coshw/}  = ~5 =>  £{/cosh«r}  = ¿{coshaf} 

i*  -a'  ds 

© Hallar 

Solución 

¿{senh f } = L{-  **’r>  = “(  “T ~ :)  = /(*) 

2 2 2 s — 1 s + 1 


-í(2í) 


s~  + a~ 


•s  y y •)  y y 

-a‘Y  (s'-a)- 


Ahora  aplicamos  la  transformada  de  la  división. 
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L{ 


SC— }=  f “TÓ^-O-taí/f+l))/9 

/ x 2 ft-\  ft+\  2 f * 


1 , M lw®  1 . .5-1.  1 5 + 1 

= ó ,n(“T)/  =0_T  ln<— 7>  = ó ln< — r) 

2 JU  + 1 ' S 2 5 + 1 2 5-1 


© 


Calcular  L{r"  cosa/} 


Solución 


Se  conoce  que»  eos/ 


y (-1)*/2* 
2L  (2/fc)!  ’ 

k=  o 


entonces  eos  at  = 


y(-i)V)2* 

^ <2*)! 


tn  eos  at  = /" 


Z*  (~l)*(flQ2* 

(2¿)! 

Ar=0 


t" 


eos  at  ~ 


' (_1  )ka2kt2k+* 

Z-J  (2A ) ! 


tomando  Transformada  de  Laplace  se  tiene: 


oo 

/.{/*  cosa/}  = L{£ 


(-1  )ka2kt2k+n 


k=  0 


(2¿)¡ 


} = 


V--(-l)*a2*  2k+n,  y H)V*  (2*+#.)! 

Lu  (2k)\  ' ' Z-  (2/:)!  52*+n+1 

*=o  — *=o 


. L{tn  cosa/}  = 


y ti &L 

(2  k)\ 
k= o 


(2¿  + k)! 

^,2A+n+l 


2 2 

sen  t 1 \ + A 

Demostrar  que  L{ } = — ln( — - — ) 


Solución 


1 1 1 v 

¿{sen2 /}  = — ¿{1  - eos  2t}  = — ( : — ) = f(s) , por  transformada  de  la  división. 

• 2 255+4 


. .sen  /,  f 1 1 u . . 1 1 , . ? , 

¿{ }=  I -( — -)¿n  =-[lnw--ln(w2  +4)]/ 

/ Js  2 n i/¿+4  2 2 I 


+»  1 , .5  +4n 

= -ln( — r— ) 


r,*en  f,  1 , 5 +4 

¿{ } = -in( — rr) 

t 4 5 2 
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, , _ V -eos ty 

Calcular  L{ } 


Solución 


^ iS 

L{e'  -eos/}  = ¿{e'}-£{cos/}  = — = f(s ) ; por  propiedad  de  la  división 

5-1  sz+l 

¿{g<~cosf}  = f (— "T — — )du  = [ln(K-l)-^-ln(w2  + 1)]/"” 
t Js  U~\  U¿  +1  2 / 5 


M-l 


5-1 


s¿  +1 


= ln  -T—l  =0-ln(^=)  = ln(^— -l 
\Ju2+\  s n/s2+  1 Í"1 


e -eos/  Vi  +L 
• ■ ¿ } = ln( — ) 

t 5-1 


(5)  Demostrar  que:  L{e  íU  = 


f(s) 


5 + a 

Solución 

Sea  L{F(x)}  = f^s)  aplicando  la  propiedad  de  traslación  se  tiene: 


¿{e™ F( x)}  = f(s-a)  , aplicando  la  transformada  de  la  integral  se  tiene: 


L{  I eaxF(x)dx}  = — — , ahora  aplicamos  la  propiedad  de  traslación,  se  tiene: 


¡í‘ 


í 


L{e eaxF(x)dx}  = 


As) 

s + a 


10)  Demostrar  que:  L{ 


eos  at  - eos  bt\  1,  ,s2 +b2 


, Í = 7ln^“í — j) 

t 2 s+a 

Solución 


5 5 

L{cosa¿ -cos¿>/}  = — y \ f = f(s ) 

5~  + <2  5*  +6 
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© 


Ahora  aplicamos  la  transformada  de  la  división 

cosat-cosbl  í“  u u ,1.  . 2 2x  1 , , 2 ,2,,  /' 

¿{ } = | (— 7— =[-ln(«"+az)--ln(H-+ó-)]/ 

t Jk  u'  + a u +b’  2 2 f 1 

1 «2+ü2  /«  1 í2+a2  1 í2+¿>2 

= = 0— — ln(  , , ) = — ln(— r) 

2 ' v 2 s‘+/r  2 5"+ a* 


eosaf-cos¿>r  1,  ,s2 +b2 


í 


Hallar  ¿{  I /e2'senfí//} 


} = -ln(V— y) 
2 


Solución 


¿{sen  r}  = — , aplicando  la  transformada  de  la  multiplicación  por  t. 

s~  + 1 


M , d d 1 2^ 

¿{rsení}  = — -¿{sen/}  = — -(— ) = — r 

ds  ds  s"+I  (s*+l)* 


ahora  aplicamos  la  propiedad  de  traslación. 

2(5-2) 


L{e~  rsení}  =- 


[(5-2)-+!]- 


- , aplicando  la  transfonnada  de  la  integral 


í 


L{  I e2'tsenidt) 


2(.v-2> 
í[(5-2)2  +1]- 


Calcular  L{t e2' f (t)) 

Solución 

Sea  ¿{/(í)}  = iKs)  =>  L{f'(t)}  = sV,(s)^A0) 

aplicando  la  propiedad  de  traslación  L{e  1 f'  (/)}  = (s  — 2 )y/(s  - 2)  - / (0) 
ahora  aplicamos  la  transformada  de  la  multiplicación  por  t. 


L{t  e2lf\t)}  = U^fV)}  = ((*  - 2 Mí  - 2)-/(0»  = -yr[s-  2)  - (s- 2)y/  (5-2) 

ds  ds 
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Calcular  l[^ü| 


¿|a'(cos<  - II) - ¿V  eos/)-  ¿(e  i - 


Solución 

s- 1 


(s- ír  + i s-\ 


= f(s) 


aplicando  la  transformada  de  la  división 


Acosí_l)  r ( — íl_i }_)du  = (i ln[(lí  - 1 )2  + 1]  _ in(f/  r 1 ))/  r 

t X (i(-l)2+l  «-1  2 / v 


= ln 


t<-l 


V("-d2-i  r n ...  Vc'-'r+i 


-fax  3 ) 


Í“1  yj(S-\)2+l 


V(v-D*  + 1 


I = r f vsen  xdx  + J"  xe 


Hallar  la  Transformada  de  Laplace  de  la  función  F(t)  = t~  | x sen  .y dx  + | xe¿x  senxc/x 

Solución 

L{F(t)}  = L{r  í xsen xdx  + xe2x  sen.t¿¿Y}  = L{t2  j*  A'sen xdx}  + L{  | xe~x  senxdx]  ...  ( 1 ) 
Calculando  ¿{C  J^xsen xdx]  se  tiene: 
jj*  xsen xdx  = (-xcosx  + sen  x)  j = sen  t - 1 eos t - sen  l + eos  1 

4 2 

L{i:  I xscnxA}  = ¿{C(scn/ wcos/-senl +cosl)}  =(-!)"  — ¿{senr -rcosr -sen  1 ▼cosí) 

J ds 

d2  I 1 — s~  eos  1 - sen  1 d -2s  2s}  - 6 s eos  I - sen  1 

ds 2 $2 +1  (!+s*)2  s ds  (j*+l)~  (j~+1)* 
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6s2 -2  +36s2-6j4-6  2(cosl-senl) 


(52+l)3  + l)4 


,,  i f , , 8(5s2  - 1)  2(cosl-senl) 

L\r  I x sen  x dx\  = — - — -t- 

i (s2  + l)4  -v3 

ahora  calculamos  la  transformada  de  L{  I xe~x  sen  xdx} 


L' 


...  (2) 


1 2 s 

¿{senx}  = — : =>  L{xsen;c}  = — r-,  por  Traslación  se  tiene: 

r + 1 ( s +1) 


, . 2(.v-2) 

L{e~x  x sen  a } = = , aplicando  la  transformada  de  la  integral 

[(s-  2)2+l]2 


L{  | xe~*\senxdx}  = — L{x€~y  señar}  = 


rl 


2(5-2) 


5[(5-2r+ir 


...  (3) 


reemplazando  (2)  y (3)  en  (1)  se  tiene: 


: = L{t¿  j"  xsenxdx}  + L{  jf 


L{F(t)}  = L{r  I xsenATí¿r}+ L{  | xe2x  s&nxdx} 


8(5.v  - 1)  2(cosl-senl)  2(s-2) 


(s^+l)4  .v3 


s[(S-2)2+lY 


15)  Calcular  L{ } 

(!-<?'  r 


Solución 


X 

I 


Se  conoce  que  y nxn  1 = 1 ^ , si  }x\  < 1 


I 


/!= 1 


(i  -xy 


^ nxn  ^ = 1 + 2x  + 3x2  + ...+  nxn  Sí  \x\  < 1 

n= i 


Luego 


o -*r 


■ = 1 + 2jc  + 3 xi+...  + nx"  ’+...  para  x = -e  ' , se  tiene 


= l-2e  ' +3e  *'  -4e  " +... . tomando  la  transformada 


(1  +e~')‘ 
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L{ ! — -}=L{\-2e-'  + le~1'  -4e'3,+...}  =- — — + - ? 


(\+e  Y 


s s+ 1 5+2  5+3 


= Y<: 


n=0 


i t 

M' 


^ í 


(-!)"(«  + !) 


O +e-‘Y  * + « 

w=Q 


Ísem 


Hallar  L{  | du } 


Solución 

Expresando  sen  u en  serie  de  potencia  se  tiene: 

sen  u 


«3  M5  U1 

sen  u = u + b. 

3!  5!  7! 


2 4 6 

- 1 U + U U 

”17+"5!~~7í+'" 


f sen«  j*  u2  k4  i(6  «3  ib  m7  /' 

X u X 3!  5!  7!  3.3!  5.5!  7.7!  /o 

p P P 

= t 1 + ...,  tomando  la  transformada 

3.3!  5.5!  7.7! 


, . fsen«  . . r'  r t 
L{  du}  = L{t -r 

¿l  « 


3.3! ""  5.5!  7.7! 


_ J 1_  J 1_ 

+ '”  ~ s:  3s4  5íft  7.P  * 


i (-)’  <V  (V 


5 1 3 


+ •••)  = - arctg(-) 
7 5 5 


. , C senn  , t i i 

L{  du}=- arctg- 

Jb  M 5 5 


. , , T sen  a , , 1 . 25 

Probar  que:  L{  I ¿x}  - -arctg(— ) 

J X 5 5"  +3 

Solución 

Primeramente  aplicamos  propiedad  de  la  integral 

L{  f ^-*-  dx}  = L{  f — — dx - f SCn  - dx) , por  la  propiedad  de  linealidad 

Ja  J)  a J)  a 


hjHljrl) 

5 +/Z 
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n f ^^</.v}  = ¿{  f — f—  </v) 

J X Jb  * J)  * 


...(1) 


I sen  x 

mediante  el  ejercicio  ( 16)  se  tiene:  L{  I dx } = -arctg(-) 

Ji  Jf  5 5 

ahora  aplicamos  la  propiedad  de  cambio  de  escala. 


1 5 

Si  L{F(t)}  = f(s)  entonces  L{F(at)}  = —/(—) , esdecir: 

a a 


...(2) 


, , C sen x , . 1 1 . . \ sen* 

Si  L{  I dx}=  — arctg—  L{  I 

J,  * sí  Jb  x 

Luego  reemplazamos  (2)  y (3)  en  (1).  t 


dx} = arctg(  ) 

s s 


- O) 


3 1 


,,  r sen*  , , 1 3 1 11  3 11  , 5 5 , 1 ,2 s , 

L{  I dx)  = - arctg arctg-  =- (arctg- -arctg-)  =-arctg( — — — )=-arctg(— ) 

J.r  s s s s s s s s |4_3  I j s +3 

s s 

, , f5'  sen  * , , 1 . 2s  x 

■■  L{  dx]  = — arctg(— : ) 

J v s s"  +3 

Calcular  ¿¡  f ¿ 


Solución 


Íx2  eos  x + e 

7 


, , . e ~ sen  * , , I , e sen  v 

L{  j dx)  = L{  | (.vcos*  + )c£x} 


í« 


aplicando  la  propiedad  de  la  integral  se  tiene: 


. ( C x''  cosx  •¥  € * sen  x}  7Í.  , . 71 

L{  I dx}  = L{  | xcos xdx}  + L{ 

Jl)  X 


f ^ , , € f e v sen  x 

J reos x dx}  + L{  j 


dx} 


aplicando  la  transformada  de  la  integral 

, , f .r2cos.r  + e“*  scn.v  . . I#l  . 1 «'"'sen* 

Jh  X 5 S X 


..(1) 
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aplicando  la  transformada  de  la  multiplicación  y la  división. 

L{x eos*}  = ¿{eos*}  = ~(  T”  ) = -4 — “y 

dx  ds  j2  +l  (¿r+l)2 

L{e~x  - ' V ) = P L{e~x  sen  .v}  = f — = arctg(«  + 1)  / 

x Js  Js  (w  4- 1 )~  + 1 ' s 


= arctg(cc)  - arctg(s  + 1)  = - arctg(s  + 1) 


ahora  reemplazando  (2)  y (3)  en  ( 1 ): 


r , f x2  cosx  + e r senx  , , 1 s2  -1  x k 1 

L{  dx}  = -(— r)  + - arctgfs  + 1) 

J)  X 5 (*5*  + 1)~  2s  s 


(2) 


(3) 


Dado  una  función  G(t)  donde  L{G(t)}  = g(s),  cuando  s > a.  Entonces  demostrar  que  para 
una  constante  T > 0:  L{G(t+  71)}  = esí(g(s)-  j*  e~sl G(t)dt)dt , s > a,  T > 0. 

Solución 


L{G(t  + T)}  = e stG(t  + T)dt  por  definición  de  transformada. 

Sea  u = t + T,  para  t — > 0,  entonces  p — > T y para  t — > 00,  entonces  p — > oc 
L{G(t  + T)}=  J"  e~uG(t  + T)dt=  J e~s{,J'T)G(p)d // 

= es‘  | e~s" G(n)du  = es'[  e-s,‘G(u)du  - e'spG(u)du] 

= ei'[  J e~s'G(t)dt-  ^e~s,G(t)dt]  = eJ,[g(s)-  ^ e^' G(t)dt] 
L{G(t  + T)}  = «*[*(«)-  £ e~s,G(t)dt] 
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f |_«.~A  1 1 

Demostrar  que  L{  I du)  = -ln(l  + -) 

J>  u 


s s 

Demostración 


Primeramente  aplicaremos  la  transformada  de  la  división. 

Si  ¿{I  - e~u  } = — — = f(s) , entonces  por  la  propiedad  de  la  división 

s 5 + 1 

¿{ }=  ( -)</«  = ln( *-)/  = 0-ln = ln  ( ) = ln(l  + -) 

U f U U + \ 1/  + 1 ' J 5 + 1 5 5 

ahora  aplicamos  la  transformada  de  la  integral. 

\—eu  1 f l-^*"  l 1 

Sí  L{- — - — } = ln  (1  +— ) L{  —^—du}  = ~ ln(l+-) 

U S J V U 5 5 


21)  Calcular  L{t¿ 


sen  t)dt} 


Solución 


Sea  F(t)  = — (e2'  sen/)  =>  ¿{F(/)}  = ¿{— (e2'  sen  t)}  = s L{e2'  sen /}-F(0) 
dt  dt 

L{F(t)}  = i- F( 0)  =>  ¿{/F(í)}  = -4¿{F(/)} 

(s-  2)2  + 1 dt 


L{t  F(t)}  = -f[ F(0)]  = - 


ds  (s-2)2  + 1 


((s-2)2+l)2 


s1  - 5 (*  1 í2 

L{t F(í)}  = r — — — =>  ! tF{t)dt}  = -( 


L{t  F(í)}  = • 


[(í-2)  +1] 
.r  -5 

[(■s-2)2  +1]2 


* [(5-2)*+ ir 


£ 


| tF(t)dt)t  '-L{tF(t)}~-  | í F(t)dt 


-ir 


/.{  ffF(/x/f}  = -(  >--  I*  sen<>*}] 

J.  5 [(¿-2)*  +IJ‘  s»Jb  dt 
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_1(  J2-S 
s[(s-  2f+\] 


T»-ir 

- X, 


(2 íe2t  sen  t + te2r  eos  t)dt 


...  (1) 


f 


r-t . 2 1 . ,,  2a r 6sen a 2 a 8cos a.  8 

2 te  sen  tal=e  [ — sena 77 — cosan- — — — ]-- 


25  5 


25  25 


...  (2) 


f 


2t  , 2ü  ruacos  a 3 sen  a a sen  a 4 sen  a , 3 

te  eos  dt  = e [ + 1 + — 

5 25  5 25  ' 25 

sustituyendo  (2),  (3)  en  (1). 


...  (3) 


l 


M i íPMJíl  1 s~ -5  e~a  2 cosa.  1 

L{  I tF(t)dt}=  — ( r~) (a  sen  a — sen  a + ) + — 

M(i-2)-+l]  5 5 5 5s 


L{e‘  f tF(t)dt}  = 

Ja 


(S- 1)2-5 


cosa,  1 


(a  sen  a — sen  a h ) + - 

(s-l)[(j-3f+lf  s-\  5 5 5(5-1) 


tí  í f r/  v j » d (s-l)2-5  e2'  2 cosa  1 

L{te  | F(t)dt}  = - — [ z -] ( a sen  a - — sen  a + — - — t-  — -) 

Ja  ds  (5_i)[(5_3)2  +iy  s- 1 5 5 5(5-1 


5 4 - 1 6s3  + 1 20í2  - 4005  + 460  e2° 


5[(5-3)2+l]3 


5(5 -l)2 


- ( 2a  - 5a  sen  a - eos  a ) 


c 54  - 1 Ó53  + 1 2052  - 4005  + 460  e2a  (2a  - 5a  sen  a - eos  a) 


L{te‘  j t F(t)dt)  = - 


Ja 


5[(5-3)2+l]3 


5(5 -ir 


(22¡)  Hallar  L{  f du } 


Solución 


Sea  u = tv  =>  du  = tdv,  además  se  tiene  cuando  u = t;  v = 1 y cuando  u 
v ->  oo  ahora  reemplazando  se  tiene: 


L{ 


fsena 
u 


f senív 
du}  = L{  

Ji  tv 


senrv 


dv]dt 


x. 


V 
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C (*ir 

Jl  Jo  V J]  V J, 


-n 


e í'  sen  tv  cfr  cfv  = | — ¿{sen  tv}dv 


23)  Hallar  L{ 


rl  v , f*  í/v  1 i.í  1, 

7</v=  1 j--=  - arctg(-)  / =-[— -arctg  -] 

v +V-1  Jl  5^  +v^  Í s ' \ s 2 s 

r^du\ 

Jr  W 


Solución 


Sea  u = tv  =>  du  = t dv,  además  se  tiene:  cuando  u = t,v  = 1 y cuando  u oo,  v — > oc, 
ahora  reemplazando  se  tiene: 


L{ 


f*  eos  u f00  eos  ¿v  f*  eos  tv  f00  r r°  eos  tv 


¡ — = i 

Jt  W Jl 


-/  dv}  = L{ 


i ~ 


-r 


= éf"[ 


i V 


dv]rf/ 


■ff 


eos  tv 

e dt  dv 

V Ji 


. ri 


;f‘“ 


r i 

eos  tvdtdv=  I — L{costv}dv 

Jl  V 


- rS  «ff  A-»1-- 

J¡  V 5“  «f  V*  J V(V*+jr)  Jl  5‘  V v* 


-)^v 


+ S 


= - [lnv--ln(v2  +52)]/a  = 0 — — ln  —====•  = — \ns¡s2  +1 

,2  / . VT^7  5 


Hallar  ¿{  J — dx} 

Solución 

Sea  x = tv  =>  dx  = t dv,  además  se  tiene:  cuando  x = t , v = 1 y cuando  x — > oo, 
v — ^ oo,  ahora  reemplazando  se  tiene: 

L{  f — dx}  = L{  r — tdv}=L{  r — dv) 

J,  X Jl  tv  Jl  V 

■ r*r  - íí^-í 
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1 ¿ v /P9,  A i, , i i , . .. 

= — I (—  )dv  = — ln / =0  — ln = — \n(s  + 1) 

s Ji  v 5 + V 5 v + 5'  i 5 j + 1 ^ 


„"3í 

25)  Demostrar  que  | dt  = ln  2 


Solución 


-3r  _ -6/  2 2 

Calculando  ¿{ } a se  tiene:  f {<?_3/  -e~bl } = = /(5) 


t 


5+3  5+6 


_ c~*'  r 1 1 /°°  u + 3 /00  5 + 3 

L{- — } = ( )¿/w  = [ln(w  + 3)  - ln(w  + 6)]  j =ln( )/  =0-ln( ) 

t Js  m + 3 m + 6 'í  w+6  / * 5 + 6 

^-3f  _e~bt  «¡  + Ó 

L{ } = jn( ) , por  definición  se  tiene  de  la  transformada: 

t 5 + 3 

3/  6f  . ¿_ 

& iS  ^ o 

dt  = ln( — — ) , tomando  límite  cuando  s — * 0,  se  tiene 

5 + 3 


f 


e~* -e~*'  J , ,s  + 6s  0 + 6 , . rV3,-e'6'  , . 

t»  di  — iim  [n( ) = ln( ) = ln  2 I dt  = ln  2 

$->o  J,  t 5 + 3 0 + 3 Jb  t 


<?  ' sen  / , 7i 
Demostrar  que:  I dt  = — 


Solución 


sen  t 

Calculando  la  Transformada  de  Laplace:  L{ } . 


rr  1 1 , fsení  f du  . /*  7Z 

¿(sen  í}  = — : =>  L{ }=  I — - = arctg  u / = — -arctgí 

s2  +1  í Js  w2+l  ' * 2 

t 

sen  t f ^ ^ sen  t ti 

L{ } = I dt  arctg  5 , tomando  límite  cuando  s — » 1 , se  tiene: 

t Jo  1 2 

1“  sení  . ,n  A . n A , jr  a /i 

lim  I e . dt  = lim(—  - arctg  x)  = — - arctg  1 = — — - = — 

*+'A  t *-*•  2 2 2 4 4 
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@ 


Calcular 


i,  t 4 

e-°< 


dt , siendo  a y b constante  positivas. 

Solución 


sen  bt 

Calculando  la  Transformada  de  Laplace  de  L{ } 


b sen  bt  F bdu  u z00  n 

¿{sen bt}=— =>  ¿{ }=  j r = arctg  — / = --arctg 

s + ¿r  t Js  u¿  + ¿r  bt  s 2 

¿{Sen  ^ - arctg(-^) , aplicando  la  definición  de  transformada 

Íg-5/  Sen  <//=  — — arctg(— ) , tomando  límite  cuando 
t 2 b 


s a se  tiene: 


Un,  r.-=t 


di  = lim(-^-arctg(£)  = -^-arctg(^) 
t 2 b 2 b 


c g * sen2 t 

28)  Evaluar  la  integral  J dt 


Solución 


sen2  t 

Calculando  la  Transformada  de  Laplace  de  L{ } 

¿{sen'  f}  = ^-£{1  - eos  2/}  = L— — — ) = /($) 

2 2 5 s +4 


£{^Í}  = I f (ir_íí — )dw  = -[lnu--ln(«2  +4)]/*  =>-ln— J~—  /*=0— ljh 
t % 2 J¡,  w w2  +4  2 2 t s 4 u +4/  5 ^ 


52  +4 


rsen2  1 , s2  +4 


}=-ln 


, aplicando  la  definición  de  la  Transformada 


r 


ser.2  í , 1 , ys2  + 4 


dt-  — ln(- ) , tomando  límite  cuando  s — > 1 


o | ^ 
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r , -st  sen  / , 1,.  . ,5*  +4  1 

lim  I e dt=  — limln( — - — ) = — ln  5 


lim  I i 

— 1 Jb 

(29)  Demostrar  que 


4 S-¥\ 


f 


e‘  sen  t . 1 . _ 

— dt  = -ln5 

/ 4 


r 1 - COSÍ  . 

; — dt  = — 

Jb  í2  2 


Solución 

I - eos  t , 


1 — eos  l 

Calculando  la  Transformada  de  Laplace  L{ — } 


¿{1  - eos  /}  = - — = f(s) 
S s 2 +1 


,.1-COSÍ.  Fl  U 1,-2  ,y,  /* 

L{ }=  I ( )du  = [ln  u--\n(u  +1)]  » 

t l U u2+\  2 ls 

1 w «2  x r « 1 1 , s2  i . ,s2  +i 

= 7ln(^TV  =0--ln(^— ) =-ln(-T-) 

2 u +1  ' 5 2 s +1  2 

_ ,1-cosr  f*  1 . ,u2  + L , 

¿{ } = I — ln( — )du  , integrando  por  partes 

r J,  2 u 

Ir  , V + L ^ , /*  JT  5 . V +T  - 

= - [m  ln( — — ) + 2 arctg  u\  « — - - ln(— r— ) - 2 arctg  s 
2 />  f s 2 2 s~ 


2 L W2  ' ° V * 2 2 

aplicando  la  definición  de  Transformada  de  Laplace 


r . -les 
Jb  t 


c ' S f dt  = ln( -)  - 2 arctg  5 , tomando  límite  cuando  s —*  0 

2 2 2 


..  r -st  l-COSÍ  , rTU  S .A’2  + 1 

hm  e — dt  = hm[ ln( — r— 

5^0  X ( ,2  5-ol  2 2 52 


) - 2 arctg  5]  = — - 0 - — 
2 & 2 2 


f 


l-COSÍ  , 1t 

— dt  = — 

/2  2 


(Sí)  Calcular  la  integral 


f 


eos  u - eu  + sen  u 


u 


du 
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Solución 


Calculando  la  transformada  ¿{cos»  e + sen“} 


¿{cosw-e"  +sem/}  = — — + — r — = /($) 

s2+l  5-1  s'+l 


, .cosn-e  +sen«,  C , u 1 1 , . ,1,  , /■ 

l.{ }=  (— - + — )du  =|-ln(«‘  +l)-ln(w-l)  + actgw|/ 

u X u +1  m-1  h*  + 1 2 


r 1 , , u2  + 1 , / * . . X . 1 , , s2  + 1 

= [-  ln  ( r)  + arctg  u]  / = (0  + — ) - - ln  ( T)  + arctg  5 

2 (w-ir  1 ' 2 2 ís-n2 


, ,cosw  -e“  +sen «,  n 1,  . s2  +1  . 

L{ } = — - - ln  (— ) + arctg  s 

u 2 2 s--2í  + 1 

aplicando  la  definición  de  Transformada  de  Laplace 


T 


tJi  eos  u - eu  + sen  u , n 1 , , 52  + 1 x 

e c\u  - in  (— ) -j-  arctg  5 


u 


2 2 5". -25  + 1 


tomando  límite  cuando  s — ► 0 


1 fx  -lv  eos  u - eu  + sen  u . , r 1 . ^ 

lim  e du  = lim[ ln(— ) * arctg  .y] 

5-+0  Jq  u s-+o  2 2 5“  - 25  + 1 


f 


eos u-e  +sen»  , re  . . n 

du= 0 + 0 — — 

u 2 2 


31}  Demostrar  que: 


f „ 1 - cosí  . ” s . j - 

: I e — dt=  — + — ln( )-2arctgs 


2 2 r+l 

Solución 


1 5 

L{  1 - cosí}  = = f (s) , por  la  transformada  de  la  división: 

5 s2+l 

1-cos/j_  f (i — )¿/«  = [ln0í)-^ln(«2 +1)]/  = Ln(-j+)/  = 0— \ln(-|— -) 

t Js  u u2+l  2 fs  2 U£+\,S  2 5¿+l 
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l-cos  / 1 , ,s~  +1 

L{ } = -ln  ( — — ) = g(s) 


t 2 s2 


...  ( — r-  )du  , integrando  por  partes 
r 2 J,  M- 


,, l-COSÍ,  I f-  U*  +1 
L{ — } = - I ln  (— 


_ 1-cosr  1 , , m + 1 . 

L{ - — } = - 1«  ln  ( — — ) + 2 arctg  u | ) 

r 2 ir  > 


1 COS  i ' 

L{ — } = — * 4-  — ln  (— ) - 2 arctg  s , por  definición  de  la  Transformada  de  Laplace 

í2  2 2 s2 +\  5 


f 


. 1 -cot  . n s , . s * _ 

e — - — dt  = — + — ln  (— ) - 2 arctg  s 

t 2 2 s-+l 


32)  Evaluar  la  integral  I te  sen  tdt 


í 


Solución 


L{t  sen  t}  = - — ¿{senr}  = - — (— ~ — ) = — — , por  la  definición  de  transformada 
ds  ds  s 2 +1  (s2  + 1) 


f 


te  st  sen  tdt  = 


2s 


(s2+\)2 


, tomando  límite  cuando  s — > 2,  se  tiene: 


2 s 4 4 

lim  I te  st  sen  tdt  = lim  — = — = — 

s->2(j2  +1)2  5 2 25 


r 

r 


te  ¿t  sen  tdt  - — 
25 


33)  Evaluar  la  integral 


e 2t  - eos  t 


dt 

Solución 


I * v rre2'-cos¿  j**  ( 1 u 


L{e  z/  - eos  t]  = = f(s ) =>  L{ 

s + 2 5-+I 


JL  w + 2 u1 +\ 


)du 
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= |ln (w  + 2)-^ln(«2  +1)1/"  /“  = 0-Ln ) 

2 I s 2 u“  +1  5 2 s2  + 1 


= — ln  (— ^ — — ) , aplicando  la  definición  de  transformada  se  tiene: 

2 s +45  + 4 


-eos t)dt  1 52+l  . _ ..  . 

— = — ln  (— ) , tomando  limite 


2 5“  +45  + 4 


lim 

s — >0 


-«•'íí.iitato,. 


5 +1 




Jo  1 2*-*o  5' +45  + 4 

f*  e 21  - eos  t 
| dt  = - ln2 


) = - ln  2 


Evaluar  la  integral 


t senh  tdt 


Solución 


L\t  senh  r}  = I{senh  t}=^~  (-2—)  = ~r — j 

ds  ds  52-l  (s2  -l)2 


; por  la  definición  de  transformada 


f 


te 


-st 


senh  tdt  = 


2 5 

(s2-!)2  ’ 


tomando  límite  cuando  s^2 


lim  r te  2t  senh  tc^t  ~ ~ - — r = — I te  2t  senh  tdt  = 

Jo  s-+2(s  -ir  9 JD 

10.16.  EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 

I. 

(T)  Demostrase  que  /(/)  = tx , es  de  orden  exponencial  cuando  t— >oc  ; V e R . 

(5)  ¿La  función  f(t)  = tx  es  de  orden  exponencial  en  [0,+oo >? 

Rpta.  No  es  de  orden  exponencial 


rf  I 
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(5)  ¿Es/(f)  = *sen-  continua  por  tramos  en  [0,+oo>? 

Rpta.  Si  es  continua  por  tramos  en  [0,+oc  > 

(í)  ¿Cuáles  de  las  siguientes  funciones  son  continuas  por  tramos  en  [ 0,+oc  >?  Razónese  la 
respuesta. 

t + 1 |—2 

a)  f(t)  = — b)  /(/>  = - 

/-I  r -t-2 

i 

C)  m=é>  d)  /( /)=/2 

Rpta.  a)  no  es  continua  por  tramos  en  [ 0,+oc  > . 

b)  es  continua  por  tramos  en  [ 0,+oc  >. 

c)  no  es  continua  por  tramos  en  [0,+oc  >. 

d)  es  continua  por  tramos  en  [ 0,+oc  >. 

(?)  Demostrar  que  para  cualquier  numero  real  a,  F(í)  = eat  f (/)  es  continua  por  tramos  en 
[0,+oc  >,  siempre  que  f lo  sea. 


© 

© 


Demuéstrese  que  las  funciones  dadas  son  continuas  por  tramos  y de  orden  exponencial  en 
[0,+oc  > 


a)  f(t)  = tncoskt 

d) 


b>  m = 


e)  /(/)  = 


I - eos  kt 


cos/-cosh/ 


c)  /(D  = 


\-e" 


0 f(t)  = tn  cosht 


Demostrar  que  el  producto  de  dos  funciones  continuas  por  tramos  en  [ 0,+oc  > es  una 
función  continua  por  tramos. 

Hallar  la  transformada  de  Laplace  I{F(0}  si: 


a)  f(t)  = t cosí 


b)  f(t)  = t2e‘  cosí 


1+2 

c)  /(/)  = (2/-3)e  3 
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2 

_ t . f¡  . 2s}-6s  2(s-l)’-6(s-l)  , ,,  . -3e3 

Rpta.  a)  f(s)  = — j b)  f(s)  = — - c)  /(s)  = - 

(•s  + ) [(^-1)2+1]3 


Js-1 


© 


_ . f 2 65“  -2 

Demostrar  que  L{t  sen  /}  = — 

(S-+ 1)3 


r , 3 „ 5(5“  + 7) 

Demostrar  que  ¿{eos  t}  = — r 


(s*+9)(s‘+l) 


© Halla  L{/3  eos/} 


„ . ,,  , 6s4-36s2+6 

Rpta.  /(s)  = : r — 

U’+l)4 


12)  Halla  L{EE!E2E} 


1 s +9 
Rpta.  /(s)  = -ln(V-) 
o s‘  +1 


13;  Halla  L{sen(íi  + /)} 


„ ,,  cosa  + s.sena 

Rpta.  f(s)  = y 

5"  +1 


Ts) 


Calcula  ¿{eos  bt} 
Demostrar  que: 


2 5 s ' +4b2 


Rpta.  /(s)  = T(-  + — — ) 


. r 1 , ^ -2a2 

a)  ¿{cosn  {at)}  = ^ — 

5(5“  - 4 a“ ) 


7/7* 


b)  ¿{senh2(a/)}  = ~ — ^ 

5(5“  -4¿r ) 


, i a(s2+2a2) 

c)  ¿{eos  at.  sen  at } = 

5 4 + 4a * 
2a2s 


e)  ¿{senh  (af)-sen  (a/)}  = 


4 A 4 

s +4  a 


d)  ¿{cosa/.cosaí}  = — 


5*  + 4a 


1 . 1 . 


</(s“  — 2¿í*  ) 

f)  ¿{senh(aO-cos(aO}  = — ¡ — 

5*  + 4a‘ 


16)  Hallar  la  transformada  de  Laplace  de  F(t)  sí 


<2 

>2 


/ </ 

b)  F(t)  = te  — (sen  2/) 

dt 
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s!3> 


C)  F(t)  = 


í sen  / , t < 2/r 


e)  F(t)  = 


10,  t>l7T 


t , / < 2 

8-3/  , 2£/£3 
t~ 4 , 3</£4 
O , / > 4 


d)  F(/)  = 


O , /<  — 

2 

/r  37T 

eos/  , — < / < — 
2 2 

r»  3/T 

2 


f)  F(/)  = e 3'  / cos4/¿/ 


í' 


r 

i = — r L e ( 

dt‘  Jo 


g)  F(í)='^-r  l_e  cos3 tdt 
Si  /(í)  = !{/(/)} , demostrar  que  para  r >0  ; 


r 

h)  F(t)  = te'  I l — (e2' sen t)dt 

J,  di 


L{r'F{ar))  = -f(— — ) 


a a 


6 bs2  - 2 ¿>3 


Demostrar  que  : ¿{r  sen¿>H  = , 

(s2+¿2)3 


^ r , sen  / . 1 

Demostrar  que:  L{ } = arctg  — 

/ s 


Calcular  L{F(t)}  sí: 
a)  F(t)  = e 3t  f / sen  2 tdt 


Rpta.  F(s)  = 


(s"  + 6s  + 13)“ 


b)  F(/)  = e 


_3 , sen  2/ 


0 

Calcular  L{  j 

0 

sen 

Hallar  L{ 

t 

© 

t eal 

Halla  L{- 

sen  2/ 


dt} 


s + 3 

Rpta.  F(s)  = arctg  (— — ) 


Rpta.  arctg 


Rpta.  f(s)  = 4 arctg-- -arctg. (-) 
4 s 4 5 


Rpta.  /(s)  = ln( 


(5  - 2a)(s  - 26) 
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„ „ , ,sen/  + serr  / 

Halla  L{ e } 

i 

® 

Evaluar  ¿{sen kt. eos/:/} 

@ 

Halla  L{F(t)}  sí  F(t)  = e’ 

© 

Hallar  L{F(í)}sí: 

a)  F(í)  = t f e^'senltdt 

x . 3/  f sen  2/  . 

c)  F(t)-e  1 dt 

7 11  3 

Rpta.  f(s)  = — arctg ---arctg( -) 

4 s- 1 4 5-1 


Rpta.  f{s)  = — — — - ,5>0 

5 +4  k 

16-(s-3)2 
(5-3)[(5-3)2+16f 


Rpta.  f(s)  = 


b)  F(/)  = t j te  31  sen  2/rf/ 
i— i / fe' -eos  2/ 

d)  F(0  j — T 


-di 


28)  Halla  L{F(t)}  sí  F(/)  = 


29)  Halla  ¿{F(0}  si  F(/)  = 


sen  / , t <4tt 

sen / + eos/  , / > 4/r 


3 n 

eos  / , / < — 

2 

3;r 

eos  / + sen  / , / > — 
2 


30)  Halla  L{F(t)} , donde:  F(/)  = 


/cos/y(/ -a)  , t>  a 


,cú  , a constantes 


, t < a 


31)  Calcular  ¿{  ¿///} 


rsen  i/ 

T' 


33)  Hallar  L{e  cos3/.cos4/} 


32)  Calcular  ¿{ } 

(1  + 0* 


34)  Calcular  L{e3t /3  sen2  /} 


35)  Hallar  ¿{(/  + a)"} , n € Z es  un  entero  positivo. 


a a 


«-] 


a 1 

. I ♦ - 


n n •! 


(« -l)!s  ( n-2)lsJ  lis"  s 


Rpta.  f(s)  = n!( 
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© 


Calcular  L{  T e2a  f e**  a ~‘U  dfida} 

Jn  J)  M 

Calcular  L{\\  t \\ -yf\T\\  (38)  Hallar  ¿{sen at. eos bt\ 


Hallar  L{eal  sen2  bt } 


4l)  Calcular  L{\jtcost2} 


40)  Hallar  Z{-¿-  f e~'  eos 3 tdt} 
dt  Jb 


(43)  Demostrar  que:  ¿{sen¿2}  = 


* (-D"r(3«+J) 

Rpta.  f(s)  = y f~ 

■ * 3/7+— 

n=0  (2n)\s  2 

( — 1)/T— 1 (4/7  — 2) ! 


n= 1 


(2n-\)\s 


4/7 


(43)  Demostrar  que:  ¿{  o nodtdl}  = ^Li/(t))  + y J J f(t)dl 

(44)  Demostrar  que:  L{F"'(t)}  = i3  L{F(t)} -s2F(0) -sF'(0) - F"(0) 


_ rí,.  , , r'(n  + l)-ln5.r(«  + l)  . 

Demostrar  que:  L{í  ln¿}  = , n>-l 


//  • I 


Calcular:  L{  *****  dz)dy)dx} 

X 

^ _ r sen  b . , , „ b 

Demostrar  que:  ¿{ } = / ( I) 

1 + p a 


n= o 


(5  + an)~  + b~ 


48)  Calcular  L{ 


49)  Demostrar  que:  ¿{ 

^0)  Demostrar  que:  ¿{ 


— j e^F(— )dt]  , a*0.  Rpta.  f(s)--(p{sa-b) 
a i)  a s 

íff" 

í 


dz  dy  dx } = arctg  ( — ) 


arctg(-^ — ^-)  donde  “a”  es  una  constante  positiva. 
5 s +¿T 
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@ 

@ 

@ 

@ 

@ 

@ 

© 

@ 

© 

@ 

@ 


Sí  L{F  "(f)}  = arctg (-)  , F(0)  = 2,  F\ 0)  = -l.  Hallar  ¿{F(r)} 

c 


Calcular  L{ 


rr^ 


-)du  dx] 


Rpta.  /(■$)= -yin  ( — +----) 
s s + 2a 


Hallar  L{ 

t 


Rpta.  f(s)  — — lim 

4 ¿->+x 


r 2 m 

arctg  ( — - 
Ja  3w 


Calcular 


£ e ' sent 


dt 


Rpta.  /(s)  = arctg  (—) 


Calcular  la  Transformada  de  Laplace  de:  L{t  e'  J*  z-^-(e2z  sen  z)dz} 


Demostrar  que:  L{ 


J ^ ue~uF(u)du  dx]  = — -y H + 1) 


Hallar  ¿¡c”°,-c-os'’,¡ 


te 


s1  a1 


Rpta.  f(s)  = ^ln(-  + - ) 


Calcular  L{ 


ftea  2'(^ 

X » 


)du}  Rpta.  /(s)  = 


2 ‘“'(i  + l)-  +a 
arct(2ls)  s 


(s  + 2):  (,s:+4)(5  + 2) 


Demostrar  que:  L{ 


J J 1 J dz  dy  dx  * = arctg  ^ 


Calcular  L\  f ^-du] 

X u 


Rpta.  f{s)  = - arctg  ( — ) 
s s 


Calcular 


n<(T=? 

• Jb  Jb  u 


-du  du} 


Rpta.  /(s)  = -4  arctg  ( — ) 

5*  S 


Demostrar  que:  L{ 


?'  r Fe~“  a A A , ab\  ,s  n 

1 i i — 


Demostrar  que:  L{  f j*  J*  (^~)dzdydx}  *■  — - arctg  (-) 


516 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


64)  Demostrar  que:  L{ 


í JÍ  JÍ  (—^—)dzdydx}  = -yarctg( — -) 


Calcular  L{  I C°-S — CQS^Z 


íe'zí' 


Calcular  L{  I e'z— (e2z  sen  z)dz)  Rpta.  f(s)  = — : — [- 

' ' (s-1)L((5- 3)^+1)*’ 


Rpta.  /(j)  = -j-ln('\-+'") 
2 s j‘+36 


1 r (s-\)2-S 


® 


Demostrar  que:  ¿{sen6 1)  = 


s(s2+l)(s2+16)(s2+36) 


„ ,,  < , 120 
Demostrar  que:  ¿{sen  ti  = — - - 

(s2  + l)(s2  + 9)(s2  + 25) 


@ 


1 / 2 , ^ , o \ I •’  4 

Sí  L{lF(t)}  = r . Hallar  L{e~‘ F(2t)}  Rpta.  f(s)  = lnf  ~r  , , — ) 

s{s  +1)  (s  + 2)‘  * 


á)  3 

Si  existe,  calcular  L{-  I e~ 4t+u  SCn,  - du} 

J / ir 


Sin  derivar  y usando  solo  las  propiedades  de  Transformada;  calcular 

, , d f4'  sen2  u . 

L\t — 5—  du) 


72)  Calcular  L{tnsenat},  sí  n € z0  y neR,n>*l 


Calcular  L{ — — ^QS j} 

V^1)4 


-.i  ^ , , , A - eos  nt . 

74^  Calcular  £{ j 


Calcular  ¿{Sen  l} 

• /* 


(76)  Calcular  L{ - — SCn  -} 


77)  Calcular  ¿{C— ( 


</  sen2  / 


)}  sin  derivar. 


dt v ¿3 

Si  L{F(t)}  = H(s),  calcular  L{  dv  F(u)du } 
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© 

® 


Solo  usando  propiedades  sin  derivar  calcular  L{e‘  ¡ t — {e2t  sen  t)dt] 

X dt 

r d , 

Calcular  L{  I — {te  )dt] , sin  derivar  solo  usando  propiedades. 

Jb  dt 

Sea  [0,og>— »R  una  función  de  clase  A.  Sí  L{F(t)}  = (p(s),  calcular  L{—  e~l  F{— )} , a > 0. 

a a 

Demostrar  que  L{e  = arctg (— 1 — ) (83)  Hallar  L {2  + |t  - 2|} 

t 5-1  w 

r rSen:  1 2 

Demostrar  que  L{  I I dz dv)  - —arctg (— ) 

X X z S S 


^ \ 2/, sen  w . 

Evaluar  si  existe  ¿.{/I  e ( — )au } 

Xr  U 


Sean  a,  b,  u , v y A constantes,  probar  que: 


L{at  " +bt  v}  = A{as~u  + bs  V')<=>w  + v=  1 y A = ±^7icscnu 
Hallar  una  fórmula  para:  L{tn  sen at) , a > 0. 


Calcular  L{  £ u 1 cosí/3  ~dudy } 

Hallar  la  transformada  de  Laplace  L{x2  j usenudu+  J ue2lt  sen  u du} 

tn~l  ^ («-1)1 

Hallar  L{--  , donde  n es  un  entero  positivo.  Rpta.  f{s)  = > 

l-e~'  T-¿{ s + k)n 


sen/  Y1  (-1)” 

Determinar  la  transformada  L{ } Rpta.  f{s)~  / ; 

1+e  ' " + +1 

n=0 


_ , , r e sen / _ 

Calcular  L{ z-} 

0 + e")2 


V-  (-1)"'1» 


Rpta.  /(5)=>  V 

4 (5  + «-2)"  + 1 


n=l 
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® 


Calcular  L{ — } 

1 1 , -3/  -t  -2 1 1 

l+e  -e  —e 


Calcular  L{ —} 

e +e 


X.  I 

Rpta.  /(5)= y — —-V 

¿—i(s  + nY 


<(s  + n)~  1 (s  + 2n)~ 

/;— O /j — O 


Rpta.  f(s)  = ^ 


fl=0 


(-1)"2 
(5  4-  2w  4-  3)2 


9$)  Hallar  ¿{r  tgh(/)} 


Calcular  L{— — scnf,  ] 

(1-e'V 


Rpta.  m.Y±ZE-Y 

s + 2nV 


(-ir6 


'(s  + 2/í)  ^-^(s  + 2w  + 2) 

«=0  n-0 


@ Calcular  L{t~'12 F(t)}  sí  f(í)=-lY 

■\¡  7T 


(- 1)V,+' 

Vtf  — (2n  + \)n\ 
/?= O 


</  sen*  f 

Usando  propiedades  calcular  la  transformada  £{í — | — (- — - — )dt) 

di  J dt  /3 

Usando  propiedades,  calcular  la  transformada  L{e3'  J \cos cou\du) 

Íd  „ 

— (f  sen  at)dt} 
dt 


Hallar  L{e~*  [ ~ du\  Rp.a.  f(s)  - arC‘g|S  + 2) 


102)  Sea  F(x)  una  función  real,  definida  /^(jc)  - 


í 


0 


aS  + 2 

, si  .ve[0,l  > 

.ef -e2r +senxt2 

( j Sl  jce[l,2] 


/ 


si  x > . 


Hallar  L{F(x)} 


Hallar  l.¡^- 1 

v/ 


Rpta.  /(s)  = — (—  + ln2)(^  * -e  2s ) 
s 8 


Rpta.  f(s)  = 


4\ 


(D(D(D(D  (D  (Dd)<D<D(D<D(D© 


Transformada  de  Laplace 


519 


10,  O <t<a 

Si  „ 

i t , t>a 


i 


calcular  L{t  I e ' +v F(v)dv} 


Calcular  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  F(t)  = 


*-[\í\]\  si  [Ul]  es  par 
/ - [|  t + 1 1]  si  [|  1 1]  es  impar 


Calcular  L{7r(t+a)  2}  sug.  Es  un  el  binomio  de  Newton. 

f 1 1 - [|  / 1]|  si  [\t  II  es  par  o cero  ..  . 

Si  //(0  = <¡  ‘ Calcular  L{te  I aH(u)du},  a>0 

||/-[|/  + 1|]  si  njrjl  es  impar 


T- 


Sí  C(,).|('-I|,|I)1  s‘  “ par  ° “ro.  Calcula,  | C| u)du)) 


ll-(f-[|?|])  si  [|  1 1]  es  impar 


^'íc,u) 


Calcula,  L{———  ~cos^() 


t e 


Rp,a.  /<S)  = i,n(^4> 

2 (s-l)‘  + a" 


Calcular  L{t 


Rpta.  /(>)  ■ ^arctg(-2—  > + — 

r s(i  + (s-i)“) 


Jb  w 

Calcular  L{  rr  1 f dydx\  (m)  Calcular  L{  í jVe-')dt} 


Calcular  L{t  12cosa¿12} 


Calcular  L{ 


e -eos  bt 


t 


} , a,  b * 0 


Rpta.  / (5)  = yj~e  4‘’  ’ s > 0 


dx} 


— 2 1 ^ < 

di 7 Jb 


Calcular  L{te 
Calcular  L{t  e6t  senh  >¡t } 

Hallar  la  Transformada  de  Laplace  L{t 


© 

Calcular  L{  J* 

sen*  x 

X 

© 

r d 

Calcular  L{te 

í‘Jt 

i-, 


sen  2 t 


di } 
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© 

© 

® 

® 


© 

Hallar  la  Transformada  de  Laplace 

L{te~2‘  eos  3/} 

© 

Calcular  L{t  J 

^ sen  xdx} 

© 

Calcular  L{e  1 (2  senh  2t  -5cosh  2t)} 

© 

Calcular  L{t  j 

sen  2/  , . 

dt\ 

t 

© 

~ . f \t  sen  3 1 . , 

Calcular  L{t  J e dt} 

II.- 

© 

Evaluar  la  integral 

fW*  . 

i , 

Rpta.  ln  3 

© 

Calcular  la  integral 

r señor -costo  , 

i - * 

Rpta.  ln(— ) 

O 

© 

Evaluar  la  integral 

te  2t  eos tdt 

3 

Rpta.  — 

25 

_ F Jit  senhr.senr  , k 

Demostrar  que:  I e 1 = — 

i i 8 

_ F -Jyt  sen  6t,  sen  t . n 

Demostrar  que:  I e dt  - — 

J,  / 8 

^ F sen2 1 . ti 

Demostrar  que:  I — ^ 

J r - 

Demostrar  que:  J t e~3t  f t e'2t  sen tdtdl 

Calcular  la  integral  M í cos4¿  dtdu  Rpta.  ln  2 


„ , , f 4,  cosat  -cosbt  , 

Calcular  e4' dt 

1 l 


„ 1 , 16  + b':  x 

Rpta‘  Tn(7I — ^ 

2 16  + a 


F - fl-éT" 

Calcular  la  integral  I el  j dudt 

Jb  Jb  w 
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© 

@ 


Demostrar  que: 


f f 

•1=0  JLo  M 


du  til  = — 


Evaluar 


r 


cosh  2í  - cos4r 


/ 


dt 


Rpta.  — ln4 


Evaluar  I re2t  sen  tdt 


Rpta. 


->*> 


125 


r 


Evaluar  i te  2t  senh tdt 


4 

Rpta.  — 

9 


F.vaiuar 


calcular 


e~2t  — eos  t 

í 

I- 


dt 


Rpta.  -ln  2 


_ . -f/  1 ~ eos  nt  . H7T  S . . S x /5.  . . 

Demostrar  que:  | e dt  - — + — ln( -)-w.arctg(— ) , V^eZ  y 

2 2 5' 


t 


n 


l — COS  Kit 


n nx 

Rpta.  — 


Usando  Transfonnada  de  Laplace  calcular 


J 


)du 


Calcular 


—ax~  - An  * 

i e -f 


dx , usando  Transformada  de  Laplace  sí  a,  b > 0. 


Usando  Transformada  de  Laplace,  calcular 


f 


sen  x + eos  x 


dx  , 0 < P < 1 


Rpta-  + — -¡ít) , 0 < p < i 


2T(P)  P*  P* 

sen — - eos 

2 2 


I 


Calcular  I e at  1 dt 


ex  ' yfn  1 

Rp,a- 


Evaluar  la  integral 


eos  6/  - 


eos  4/ 


dt  Rpta.  ln(— ) 
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22)  Evaluar  la  integral 


f1  sen  4f  - 

J 


sen  2 1 


dt  Rpta.  O 


23)  Calcular  el  valor  de 


eos  / dt 


Rpta.  — 

25 


I 


s/  ! - eos nt^  , rm  5, 


24)  Demostrar  que:  I e s ( - )dt  = — + — In 

r 2 2 


(25)  Calcular  f IV 

Ji  J)  M* 


du  dt 


(Ti)  Ctlcular  í - — r 

Jb  1 + x~ 


dx 


@ Evalúa,  f S-S^ 


dx 


31)  Calcular 


í 


dx 


y¡U-  1X3-*) 


> 2 
s +n 


s r 1 — eos  nt  rm 

-/í.arctg(-)  y I dt  = — 

n Jo  r 2 


26)  Calcular 


f sen/  s 
aleular  I 


sen  at 


dt 


28)  Calcular 


30)  Calcular 


32)  Calcular 


•T  e 1 sc : 

j(4-jr2 


(33)  Calcular  jf  (4-jc2)3/2<¿t 
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CAPÍTULO  XI 


11.  FUNCIONES  ESPECIALES.- 

11.1.  FUNCION  PERIÓDICA.- 

La  función  F:  R — > R,  se  dice  que  es  una  función  periódica  sí  3 p > 0,  tal  que: 

F(t  + p)  = F(t) , V t € R 

y al  menor  número  p > 0,  que  satisface  la  condición  de  periodicidad  se  denomina 
período  de  la  función 


Si  F(t)  es  una  función  seccionalmente  continua  a lo  largo  de  un  interv  alo  de  longitud  P y 
de  orden  exponencial,  entonces  su  Transformada  de  Laplace  existe  y es  la  integral  de  cero 
al  infinito. 


11.2.  TEOREMA.- 

— 

Sí  F:  [0,+oo>  R,  es  una  función  continua  por  tramos,  de  orden  exponencial  y periódica 
con  período  P.  Entonces: 


!ÍF(tW— 

[ e~s‘ F{t)dt 

uJ)  “ 

l-e-ps 
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Demostración 

Como  F(t)  es  continua  por  tramos  y de  orden  exponencial  entonces  3 L{F(t)} 

e~slF(t)dt  = I e’síF(t)dt+  I e~s‘F(t)dt+  I e~* F{t)dt  + ... 

Jb  Jp  ¿2p 

Como  F(t)  es  una  función  periódica  con  período  P ^ 0,  entonces  a partir  de  la  segunda 
integral  se  tiene:  t = u + p,  t = u + 2p,  t = u + 3p,  . entonces 

L{F(t)}  = í e~s" F(u)du  + j2  e~s(u+p)F(u  + p)du  + 


f, 


P 

e~s(u+2  P)f(u  + 2p)du+  I e'Hu+3p)F(u+3p)du  + ... 


= í‘ 


r 


r 


e~s“F(u)du+e-sp  I e~su  F(u)du  + e~2sp  e~suF(u)du  + 


= (1  + e~sp  + e~2sp  + e3sp  + ...)  £ e-suF(u)du 
L{F(t)}  = ( \ + e~sp  +e~2sp  +e~3sp  + ...)  e~suF{u)du 


pero  se  conoce  que:  — — = 1 + x + x2  + ... , para  \x\  < 1 

1 -x 


Luego  1 + e sp  +e  2sp  + ...  = 


..(1) 


\-e 


-sp 


...  (2) 


por  lo  tanto  al  reemplazar  (2)  en  (1)  se  tiene:  L{F(t)}  = — I e suF(u)du 

1 - e Jb 

f euF(t)dt 

= A 


• L{F(t)\  = 


1 -e 


rP* 


Ejemplo.-  Hallar  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  que  se  muestra  en  la  figura. 
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F(t)t 


i] 2 


Soiución 

La  función  F(t)  del  gráfico  es  periódica  de  período  P = 2 es  decir: 
si  0 < / < 1 


F(t)  = \ 1 , . F(t  + 2)  = F(t) , Vt 

1 - 1 si  - 1 < t < 2 


L{F(t)\  = 


J *e~''F(t)dt  j \~s'F(t)dl  |e'"F(/V*+  jj  e~s'F(t)dl  | e~s,dt  + J e~s'dt 


\-e-- 


\-e 


I -e 


e~2  - 2e  + 1 (1-0  ¡-e  es -1  1 .s. 

5 = = = ; = — tg(— ) 

s(l-O)  *(1-0)  *(1+0  0+1)  s 2 


L{F(t)}  = - tgh(~) 
s 2 

Ejemplo.-  Hallar  L{F(t)}  donde  F(t)  es  la  función  periódica  que  se  muestra  en  la 


figura. 


La  función  F(t)  es  periódica,  de  período  P = 1,  donde  F(t)  = t,  para  0<t<  1 y F(t)-F(t  + 1 }♦ 
V t su  Transformada  de  Laplace  es  dado  por: 
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e~sl  F(t)dt 
L{F(t)\  = — 

1 -e~ps 


l-e~% 


i 

o 


¿{F(í)}  = — - 

sz  s(\-e  ') 


1 1 .3.  FUNCIÓN  ESCALÓN  UNID AD.- 

A la  función  “Escalón  Unidad”  llamada  también  función  unitario  de  HEAVISIDE  es 
denotada  por  fi(t  - a)  = ¡ia  (t)  y es  definida  como: 


p(t-a)  = /ja( /)  = 


j 0 si  t <a 
1 si  t>  a 


su  gráfico  es: 


La  función  /Ja(t)es  continua  en  <0,+oo>,  a pesar  que  ¡ua  (/)  tiene  un  punto  de 
discontinuidad  en  x = a,  la  Transformada  de  Laplace  de  ¡j(t  - a)  = fut  (a)  es: 
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¿W(/)}=  £ e " /i(/ - a)dl  = e s'p(t-a)dt  + £ e s'^(t-a)dt 

= O + j*  e~s'  ¿u(t  -a)dt  = £ = - — j para  s>0 


= | = — A LUHt -a)}  = — 

5 5 5 

OBSERVACIÓN.  Toda  función  F puede  ser  trasladada  ua”  unidades  a la  derecha  del 
punto  a. 

Ejemplo.  La  función  F(t)=sent 


En  general  dada  una  función  F:  [a.+oc>— >R,  se  puede  trasladar  a la  derecha,  de  tal  manera 
que  la  función  valga  cero  en  [0,a>  y se  define  la  función  G(t)  = fj(t  - a)  F (t  - a) . 


Observación.  Si  L{F(t)}  existe  para  s > a > 0,  entonces  podemos  calcular 
L{/u(t -a)  F(t-a)}  en  función  de  L{F(t)} . 
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i)  Teorema.  Sea  F:  [0+,oc>— »R.  una  función  de  clase  A 

L{M(i-a)F(t-a)}  = e~asL{F(t)} 

Demostración 

Mediante  la  definición  de  transformada. 


L{/.í(t-a)F(l 


-»-f 


e st  jlí(í  - a) F(t  - a)dt 


í 


= jT  e st /¿(t-a)F(t—a)dt  + | e s{ ju{t  -a)F(t  -a)di 
■£ 


e~  F (t  - a)dt 


Sea  t - a = z =>  t = a + z para 
reemplazando  (2)  en  ( 1 ) se  tiene: 
L{ja(t  - a)F(t  - a)}  = I íT*'F(/ 


/ = íí  ; r = 0 
/ x ; r x 


e~st  F(t  - a)dt  = e 'sí(ü  )F(z)dz 
F( z )dz  = e~as  £ e~s,F(t)dt  = e~m L\F(t)\ 


L{/.i(t  -a)F(t  -a)}  = e a* L{F(t)} 

ii)  Teorema.  Sea  F:  [0,+oo>  — > R,  una  función  de  clase  A, 

L{p(t-a)F(t)}  = e~asL{F{t  + a)} 

Demostración 

Mediante  la  definición  de  transformada  se  tiene: 

L{/u(t-á)F(t)}=  J"  é~st fj(t-a)F(t)dt  = ^e~s'ju(t-a)F(i)dt+  J «r  >(/ 


entonces 


..(i) 

..  (2) 


entonces 

a)F(t)dt 
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Sea  t = z + a,  cuando 


I / — ► 0 ir  — > 0 


[y  — > +X  ' Z — > +GC 

reemplazando  (2)  en  (1)  se  tiene: 

/.{;/(/ -u)F(f)J  — e~''F(t)dt  = j e_,,®*;lF(a  + z)rfz 


...  (2) 


f 


e az  F(z  + a)dz  =e 


,-as  I -ai 


I 


e F(t  + a)dt  = e~as  L{F  (t  + a)} 


■ L{p(t-a)F(t)}  = e-asL{F(t+a)} 


OBSERVACIÓN.- 


Sea  F:  [0,+x>  R,  una  función  de  clase  A,  tal  que: 


F{t)  = 


Fx(t)  ; 0 <t<a 
F2(t)  \ t>a 


Luego  la  función  F(t)  se  puede  escribir  en  términos  de  la  función  escalón  unidad. 


F(t)  = Fi{t)  + iF¡\i)-Fx(i))tiU  -a) 


Generalizando;  Sí  F:  [0,+oc>  — > R,  es  una  función  de  clase  A,  tal  que: 
a la  función  F(t)  se  expresa  en  la  forma  siguiente: 


Fx  (/) , si  0 < t < a] 
F2(t) , si  <í  < a2 
F3(t)  , si  a2  <t  < r/3 


F(0  = 


F„(t) , si  t>an 

Luego  a la  función  F(t)  se  puede  expresar  en  términos  de  la  función  escalón  unidad. 
F(t)  = F,  (í)  + (F2 (t ) - F,  (t))M  (t  ~ ) + (^3 (f ) - F2 <'»/'  0~a 2 ) 


+. . .+( F„  (t)~  F„_,  (í))/r  , ) 
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Ejemplo.-  Escribir  en  términos  de  la  función  escalón  unidad,  la  función. 


1 1 , si  0<t  <2 
i 4 1 , si  t >2 


Solución 

F(0  = í2  +(4í-rV(f-2) 

Ejemplo.-  Encontrar  la  Transformada  de  Laplace  de  la  función  que  se  muestra  en  la 
figura. 


• 

K 

'F(t) 

1 

1 

i 

i 

i 

i 

i 

i 

\ 

i 

i 

j 

i 

i 

i 

0 

a 

b 

t 

Solución 

Escribiendo  la  función  en  términos  de  la  función  escalón  unidad  se  tiene: 
F(t)  = k[  //  (t  - a)  - u (t  - b)]  y su  Transformada  de  Laplace  es  : 


L{F(t)}  = k L{  //  (t-a)J-kL  {/u  (t-b)}  = 


ke~as  ke 


-bs 


•••  L{F(t)}  = ~(e~as -e~bs) 
s 


11  A.  FUNCION  IMPULSO  UNITARIO  O FUNCION  DELTA  DE 
DIRAC.- 


Consideremos  la  función  definido  por: 


— 51  0 <>  I <x  € 
€ 

0 si  t>  £ 
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donde  e > 0,  y que  es  muy  pequeño.  Su  gráfica  es: 


A la  función  fe(t ),  así  definida  se  le  denomina  función  impulso,  y cuando  £ -»0, 
la  altura  de  la  región  rectangular  sombreada  crece  indefinidamente  y la  base  decrece,  de 
tal  manera  que  el  área  siempre  es  igual  a 1,  es  decir: 


-f* 


a la  función  S(t)=  lim  f,  (t)  se  denomina  función  impulso  unitario  o función  Delta  de 

£ — >0 

Dirac,  otra  forma  de  definir  la  función  5(t)  que  frecuentemente  es  empleada  en  electrónica 

es:  <5(0  = lim—  {p  (t)-p  (t-s  )) 

£•->0  £ 


Ahora  calcularemos  su  Transformada  de  Laplace 

L\fA‘)}  = £ e s> fAl)dt  = j* e~s' f£(t)dt  + £ e~sl f£(í)dt 

t^Ldt  = -t—/C  = _£ü  + ± ...  HftU))  = 

£ £ S l 0 £S  £S 

como  <5(r)  = lim  f£(t)  =>  L{<5(0}  = lim  L{fe(t)} 


■r 


1 - e 


£ — >0 


£ — >0 


\-e~s£  se~s€ 

¿{<5(0}  = lim = lim = 1 

£~>0  £ S £■“>0  S 

L{S(t)}=l,  además  L{S{t -a)}  = e~ 
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11.5.  LA  FUNCIÓN  GAMMA.- 


Es  una  integral  paramétrica  definida  por: 


r»  = 


...d) 


Esta  integral  es  convergente  para  valores  positivos  n > 0,  y para  valores  negativos  n 
exceptuando  los  valores  -1, -2,-3, -4...,  a la  función  Gamma  también  se  denomina  función 
factorial  y se  aplica  en  las  ecuaciones  diferenciales  que  admiten  soluciones  por  series 
infinitas. 


Su  representación  gráfica  es: 


En  la  siguientes  tabla  se  indica  algunos  valores  de  r(n)  donde  0 < n £ 1 , calculados  según 
(1)  mediante  series  infinitas. 


N 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

r(n) 

9.5 

4.59 

2.99 

2.22 

& 

1.49 

1.30 

1.16 

1.07 

La  integral  r(«)  = j p*  le  p , no  define  ningún  valor  n = 0,  pero  define  los  valores 
de  f(rt)  para  todos  los  números  reales  de  la  siguiente  forma: 


r(n)  = (n-\)r(n-\) 
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1 1.6.  PROPIEDADES  DE  LA  FUNCIÓN  GAMMA.- 


(T)  f(w  + 1)  = #íf(n),  V /7  > — 


1 

Demostración 

Por  definición  de  función  Gamma  se  tiene: 


n 


/7  + l)=  (%  Xd fd  - P ¡J'e  ** d/j=  lim 

Jo  Je  i’-*** 


1 

x Jb 


integrando  por  partes: 


I (o-  jun  \dco~  njun  ld/j 


[dv  = e " d fj.  \ v = -é 

r<u^l)«  lim  [— //  t “/  + « f 

P~*+3 C.  /O 


- lim  - ;?#,e  + lim 

p-~ ► +QC  />— > +CC 


« //"  ]e'“dp  = 0 + «J^  ]e  "dp 


T(/7  + 1)  = nT(n) 

(7)  r(«+l)  = «!  , V«eZ+ 

Demostración 

Aplicando  repetidas  veces  la  propiedad  (1) 

V(n  + 1)  = 7?r(n)  = n(n  - l)F(w-  1)  = #i(#i—  l)(#i-  2)V(n- 2) 

= n(n- \)(n-2)(n-  3)...  (n-(n-  l))r(l) 

= n(n  - 1)(/?  - 2)(n  - 3). . . ,3-2.1  T(  1)  - nY(  1 ) = n\  F(«  + 1) 

Observación.  f(l)  = f ¿i]~[e~^d ¿i  = f e~^df.t-  1 


11.7.  TEOREMA.- 


Dcmostrar  que: 

Demostración 


nY(n) 


= n\ 

r(i)  = i 
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r 2 r 2 

Consideremos  : I p = | e 4 dx  = I e } dy  y sea  / = lim  I p , el  valor  de  la  integral. 

CP  2 Cp  2 Cp  CP  2 2 

Luego  lL p =(  I e'x  dx)(  | e'v  dy)  = I J e'i 

'WF'' 


dxdy 


]dxdy  , donde  R es  el  cuadrado  o ABC,  de  lado  P 


Sea  R]  la  región  en  el  primer  cuadrante,  comprendida  por  la  circunferencia  de  radio  P.  es 
decir  : JJe  ' ' +v  ] dxdy  y sea  R7  la  región  en  el  primer  cuadrante,  comprendida  por  la 

circunferencia  de  radio  JlP  es  decir:  íf  ’{x  +y  ]dxdy. 


* 2 

i % 

-<  r 

^ dxdy  £ I2  n ú \ \e 
R{  R2 

por  medio  de  coordenadas  polares  (r,  0)  se  tiene: 


Luego  : Jje  {x  rv  )dxdy  <,  I2 p £ JJí 


dxdy 


f-F 

* 2 

j — 


rdr)dO  < i p ^ 


J Í<F 


rdr)d6 


d0<¡\ 


— (l-e’p2 ) £ I2  £ — (1  —e  2p  );  tomando  límite  cuando  p— >+co,  se  tiene: 
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lim  — (\~e  p )£  lim  I2  <>  lim  — (\-e  2p  ) 
p — >+y-  4 p->+ qc  ' p*->+x  4 


— de  donde  se  tiene  I = 


r^4 


EJEMPLO  DE  APLICACION. 

Demostrar  que:  r(^)  = \[ñ 

Solución 

Por  definición  de  la  función  Gamma  se  tiene: 

r(«)  = p"  {e'^dp  , de  donde:  r(“j==  //2  e 11  d p = í p ^leMdp 


Sea  p - x2  ->  dp  = 2xdx  ; cuando  x = 0,  p = 0 y cuando  x — » + oo;  p -*  + oc 


n5,=r 


/y  2e  Á dp 


= x ]e  * 2xdx  = 2 <?  * dx  = = yfx 


T(-)  = >/5r 


1 1.8.  LA  FUNCION  RETA.- 


A la  función  B:  R xR  — * R,  definida  por  la  integral 


B{tn,n)  = jf  /l^(|  ~ 


p)n  1 dp 


donde  m > 0,  n > 0,  se  denomina  función  Beta. 


1 1.9.  PROPIEDADES  DE  LA  FUNCION  BETA.- 


(7)  B (m,n)  = B (n,m) 


Demostración 


■”,=í 


Por  la  definición  de  función  Beta  se  tiene:  B (m,n)  = 
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sea  z = 1 |i  =>  dz  = -dp,  además  cuando 


//  = 0,  z = 1 
¿i  = 1 , r = 0 


B(m,h)'=  | //"“'(I  j* 2”"1(l-r)m-'í/z  = jV  '(I  xf  - fi(n.n) 


. B (w,h)  = B(njn) 


(2)  £(m./r)  = 


r(w).r(^) 

F(m  + w) 


Demostración 

Por  definición  de  la  función  Beta  se  tiene:  5(w 


i m,n)=  J 


sea  g(t)  = í p"  l(l  - //)”  x dp  , calculando  su  Transformada  de  Laplace  se  tiene:  por  el 
teorema  de  convolución. 

UgU)}  = r(m)r(Aí)— — = r('«i)r(/j).— í— 

" v v gtn  £t¡  \ \ / gm+n 

,.x  w-i,  i , r(w)r(«)  „+„_, 

g(r)  = r(/«)r(«)¿  {-—7}  = -;- -t 

S r (m  + n) 

g(t)=  jf  //'"'(l -fi)"  d/j  ~ 11  — , entonces  tenemos: 


f(l)= 


r(/w  + /i) 


-1 , r(m)r<i») 

«//  

r(w+«) 


r(m>r(//) 

f(/n  + n) 


sen2'”-1  <9.cos2"-'  6dd±-B{m,n) =IMíM 
2 2r(/w  + n) 

Demostración 


B(m,n)  = 


í 


n»»)i  (») 

V(m  + n) 


De  la  propiedad  (2)  se  tiene: 
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sea  z = cos2#  =>  dz  = -2  eos  0 sen  0 d0  =>  sex\0eos0d0  = - — 


cuando  <9  = 0,  z = 1;  <9  = — , z = 0 

2 


r 


2 sen2'"-1  é'.cos2'’"1  0d9 


-f-* 


2m-2  „2n-2 


0.cos~n  O.senO.cos  OdO 


’ 0)m  1 (eos2  0)n  1 sen0.cos#d*9 


= (1-cos2 

= ~ j"o  f(l-z 


)”'  1 z*  'r/z  = — B(m,n)  = 
2 


2r(»i  + «) 


.t 


Odti  = — B(m.n)  = 

2 


l W) 

2r(/w  + n) 


11.10.  LA  FUNCIÓN  DE  BESSEL.- 


La  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  de  la  forma 
t2 y' '{t)  + ty\t)  + (t2 -p2)y(t)  = 0 


...(1) 


se  llama  ecuación  diferencial  de  Bessel  de  orden  p,  con  p £ 0 

Ahora  buscaremos  las  soluciones  en  serie  de  potencias  al  rededor  del  punto  t = 0,  el  cual 
es  un  punto  singular  regular. 

X X 


Sea  y(t)  = tpy  ant 


Z‘ 


y antk+p  , p £ 0 ; calculando  las  derivadas  se  tiene: 


k=0  k= 0 


x 

y\t)  = yy'(k  + p)aktk+,,'{  , y y "(t)  = ^ (k  + p)(k  + p-  l)ak¿k+p~' 

k= 0 *=0 


ahora  reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  dada 
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i i 

{k  + p)(k  + p- \)aktk+p~2  + (£  + p)aktk'tp~x  + (r2  - p2)^  aktk+p  =0 

*= 0 A'-O  A=0 


y \(k  + p)(k  + p-\)aktk+p  +'y'(k  + p)aktk+p  +J'aktk+p+2y'akp2tk+p  = 0 

k=  0 K=Q  A = 0 A=0 


^ CU, 

^ + p)2  - p2\aktk+p  + ^^aktk+p+2  = 0 ; poniendo  en  una  misma  potencia  a t 

k= o a:=o 

GC  X 

^J(¿  + p)2  - p2\aktk+p  + ^~  ak_2tk+p  =0  ; poniendo  los  inicios  iguales 

A=0  K=2 

x x 

(p2-p2)a0tp  + (2p  + \)alt'+p  + ^T|(A  + />)2 -p2\aktk+p  + '^ak_2tk+p  =0 

k-2 

X 

(2p  + l)V+p+^H(A2+2/?A)<iA  +aA_2]/+/’  =0 


K=2 


k=2 


í(2/?  + l)a,  =0 

1(A-2  +2pk)ak  +ak_2  = 0 


¿2,  = 0 

^ =-  ,V¿£2 

k2  + 2pk 


k — 2 =>  a-,  = 


2(2/?  + 2) 


/x  — 3 a,  = — 


3(2p + 3) 


= 0 =>  d3  =0 


* =4 


flv.  = -- 


4(2/7 + 4) 


= (-rr 


«o 


2.4.(2/?  + 2)(2p  + 4) 


A-  = 5 =>  a}  = 


«) 


5(2/>  + 5) 


= 0=>ü<¡  =0 


A=6  =>  a6  = - — — ~(-l) 


6(2/? + 6)  2.4.6(2p  + 2)(2/?  + 4)(2/?  + 6) 


Funciones  Especiales 


539 


a2k  |=0  , V A:  21 


°2k  =(-1)* 


2.4.6.8...(2&)(2/?  + 2)(2p  + 4)...(2p  + 2k) 


(-ir  «o 


Á2k 


2.4.6.8...(2/fc)  2‘  (p  + 1 ){p  + 2 ){p  + 3 )...{p  + k) 


a2k  ~ ' 


c-ir  «o 


2.3.4.5..1. 22*  (p  + l)(p  + 2)(p  + 3)...(p  + k) 


/r  / 

*!22*(/>  + l)(/7  + 2)(p  + 3)...(p  + ¿) 


( — i r ap 


, VAítl 


como  y(t)  = tp^^aktk  — 

k=  O A:=0 


H)**0 


.24 


¿!22*(/>  + l)(/>  + 2;M/?  + A:) 


oj 

*»-y- 


(-1 ) «0 


2k+p 


k'.22k(p  + l){p  + 2)...(p  + k) 


k=  0 


consideremos  af)  = 


2pr(p  + i) 


se  tiene: 


><»=É 


(-1)* 


*=0 


M2p2¿k  r(p  + 1 Xp  + l)(p  + 2 )...(p  + k) 


t2k+p 


(“I) 


U 


k= O 


MT(p  + \)(p  + l)(p  + 2)...(p  + k)'  2] 


* -2k+p 


Esta  función  es  una  de  las  soluciones  linealmente  independiente  de  la  ecuación  diferencial 
de  Bessel  y es  llamado  “Función  de  Bessel  de  orden  p y de  primera  clase”  y denotaremos 
en  la  forma  siguiente: 


k=0 


(-ir 


. f(A  + W*(/>  + !).(/>  + !)(/>  + 2 )...(P  + k)  2 


(tr)2**' 
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a)  DEFINICIÓN.-  A la  función  de  Bessel  de  primera  clase  y de  orden  n, 
denotaremos  por  Jn  (t)  y es  definido  por  la  serie. 


'.«-i 

k=  o 


( :(-)2t+n,k¿0 


k!(k  + n) T 2 


ce  ¡. 

si  n = 0,  se  obtiene  ^0(0=^  — 

0 ^(k\)2  r 


k= 0 


Llamada  función  de  Bessel  de  orden  cero. 


OBSERVACIÓN.-  Se  ha  obtenido  una  solución  linealmente  independiente. 

j = - - -JJ íL\2k+P 

p ^Y(k+\)np+\).{p+\)(p+2)...{p+k)  i’ 

4=0 

se  sabe  que:  (/?  + l)r(p+ 1)  = F(p  + 2) 

(P  + 2)np  + 2)  = r(p+3) 

(p+3)r(P+3)  = r(p+4) 


(p+k)Y{p  + k)  = T{p  + k + \) 


de  donde 


: JM.Y tí <!)”"  6 

p ^r(Jt  + l)r(p  + *+l)  2 p ¿-¡k\{p  + k)\  2 


k-  0 ' " ' w ' k-0 

La  segunda  solución  linealmente  independiente  de  la  ecuación  diferencial  de  Bessel  es: 

1 00  y L 

(_!)*  * — * ' ,vt 


j (/>  = V L-12 (i'2*-'1  - 

~p  ¿-áT(k  + \)T(k-p  + \)  2 
/t=0 


£YK-p  ó •/-,(')  = ]T 


k= 0 


HT  Jfk-p 

k\(k  — p)V  2 


OBSERVACIÓN.  Las  funciones  de  Bessel  de  mayor  utilidad  son  los  de  orden  cero 
JQ  (/)  y las  de  orden  uno,  J x{t)  y son  expresados  así: 
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k= O ' 1 k= 0 


el  gráfico  de  estas  funciones  es: 


b)  PROPIEDADES  DE  LA  FUNCIÓN  BESSEL.- 


© 

= (-!)"  si  n e Z~ 

© 

© 

,«o 

dt 

© 

« = 0,  J¡tU)=-Ji(t) 

© 

dt 

© 

© 

rr 

J i (0  = J — sent 
j V ;r/ 

© 

J ,U)  = J—  cosí 

.1  V ;w 

© 

rr  i 

y3  (0  = J—(~ COSÍ) 

- / 

@ 

' (-  1 ) ^ 

/?=—  oc 

Se  conoce  con  el  nombre  de  función  generadora  para  las  funciones  de  Bessel 
Ejemplo.  Hallar  L\  J0(7)}  , donde  JQ(t)  es  la  función  de  Bessel  de  orden  cero. 


Solución 
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J¿t)  = 


t" 


-o- 


2T(n  + \)  2 — (2«  + 2)  2.4.(2«  + 2)(2«  + 4)  2.4.6(2n  + 2)(2n  + 4)(27í+6) 

th  t* 


+ ...) 


JqU)~  1 “7T  + 


í2  í4 


22  22.42  22.42.62  22.42.62.82 


í2  r4  t 6 t& 

L{J0(t)}  = L{\  — 

2 - 22.42  22.42.62  22.42.62.82 


1 2! 


4! 


6! 


8! 


5 2V  22.4V  22.42.62.s7  22.42.62.82.s9 


= iH  i (V  +ilcl  >*  -üi(- V +i4H(i)>  i ' = ' 

s 2 s 2.4  V 2.4.6  s 2.4.6.S  V si  \ yJs2  + \ 


>.4.6.8  s s | 

r~ 


sí. 


s 2 +1 


Ejemplo.  Calcular  L{ — J 


Solución 


¿{1  - yo(/)}  = ! - - = f (s)  , por  la  Transformada  de  la  División 


sí. 


s¿  +1 


L{-  y°(¿)}=  f (- } )dp  = [ln  //  - ln 

* j s m /i 2 + 1 


M + 


sJm2  + 1 


ln^  ¡~2  rVs  0 ln(  f—, 

U + yj  /U  +1  S + SIS 


=■)  = ln( 


+ 1 


L{]-M‘))  = [nssJs\+J_ 

i s 


Ejemplo.  Demostrar  que:  I t2J0(t)dt  = -1 

Jo 

Solución 
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Se  sabe  que  L{J0(t)}  = ' , entonces 

Js2 


.id'.  1 


35* 


¿{r./„in}  = ir  -(-==)  = 

ds  Jc2+\  - - , 

V (5  +1) 2 (5*  + 1) 2 


por  definición  se  tiene: 


1™  r 

l-»0  Jo 


J0(t)dt  = - 


35* 


. , tomando  límite  cuando  s— >0 


(s2+l)2  (j2+1)2 


e s,t2J0(t)dt  = lim( 


35* 


s— >0  i 

(52+l)2  (52+l)2 


■)  = 0 - 1 =-l 


(t)dt  = - 1 


11.11.  EJERCICIOS  DESARROLLADOS.- 


© Muestre  que  la  función  F(t)cuya  gráfica  es  la  onda  triangular  que  se  muestra  en  la  figura, 
tiene  como  transfonnada  de  Laplace  L{F(t)}  - -!^tgh(“) 

V * 2 


S.  ,€<0.1:-  F(t)  = t de  donde  no  = r S¡ 

Si  t e<  1,2  > =>  m2~-\  =>  F(t)  = 2-t  [2-/,  si  t G<  1,2  > 

donde  F(t)  es  periódica  de  período  p=2 


como  L{F(t)}  = 


J c u F(t)dt  £ 4*  J,F(í) 


1-t* 


, r> 


dt  = • 


1 - e 


| f e~s,tdt+  I*  e~s‘(2-t)dt] 
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1 


1 - e 

1 


-2s 


(--- 4^-"/ '+ 4+4 A1 

5 s*  1 O S S S f \ 


~2s  - 2e~s  + 1 l-e~s  1 w.v, 

— 7 > = -;n  -s  \ W 

s s (\  + e ) s 


l-e 


..Hfv)}  = 4<gh(4) 

s 2 


© 


© 


Nota.  tgh/  = — 


e +e 


' e2'  + 1 l+e2' 


Hallar  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  periódica  que  se  muestra  en  la  figura. 


Definiremos  la  función  periódica  F(t)  donde  el  período  es  p = a,  si  te  [0,a]  =>  m - tg  0, 
luego  la  función  es:  F(t)  = /.tg  O , con  período  p = a. 

Ahora  calculamos  la  Transformada  de  Laplace  de:  F(t)  = tg  O.t 
£ e sl  tg  O.tdt 


L{F(t)}  = L[Tg6>.t}  = - 


1 - e 


tg  9 
\-e~ai 


1 l-e'"’  í* 


. ig  0 (1  - e~a$  — as  e~** 

V.~)  1 


Si  F(t)  = t 2 ,0<i<2  y F(t  + 2)=F(t)  hallar  ¿{F(í)} 

Solución 


Graficando  la  función  periódica  de  F(t)  se  tiene: 
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l-e 


-2  s 


2t 

2 


_(0-0-4)| 

s 


2-2e  2t  -4 s.e  2s  -4 s2e  2s 
520-e“2i) 


Determinar  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  F(t)  definida  por: 

Í1  -/  ,t<rt 

/r(0  = <|  | 

lsen/1  ,t>n 


La  función  F{t)  = |sen  t\ , es  periódica  de  periodo  p = n 

fx  m M'X  m pnx 

e~s'F{t)dt  = J e~s'F(t)dt  + I e~s' F(t)dt  = | (!-/)£•""///  + J e~"|sen/|«A 


J*  (l-/)e  s'dt+- — J*  e "sen  / dt  - J 


sen t dt-  I e st  sen í dt 
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e'™  + 1 


e'TS  s - 1 1 - e~KS 

~ í — 1)  + 1]  H r I : — ; 

5-  s1  (1  + s *Xl-e  ) S*+1 


© 


e*',t  „ „ 5-1  1 e-*’  + 

= — — 5(^-1) + 1J  + — — + — r 

i'  5J  J2+l  í2+l 


-ns  __  t -/rs 

•••  I{F(í)}  = — [5(^-1) + 1)  + ^--^- 
■T  5-  S*+l 


© Hallar  £{/-[|í|]} 


Solución 


Graficando  la  función  F(t)  = t-[\t\] 


La  función  F(t)  = t -[|  / 1]  es  periódica  de  periodo  T = 1 . 
e~slF(t)dt  I é~sttdt 


L[F{t)}  = 


F™*  ¿ 

1 — e ‘ 1 — e~x  s 5“  / o 


1 - e 

1 


e ~ e \ _ 1 _ 1 ,1  5 + 1 .,x  l-(5  + l)e 


, -,í( r)-(o--)]  = 

l-e  s s'  s 


2'  ~2'J  1 _g-V  -* 


e )=-  , 

5"  52(l-e  *) 


Hallar  L{F(t)}  donde  F(t)  = | eos  t - sen  1 1 , es  una  función  periódica  de  periodo  T = k. 

Solución 


F(t)  = [cosí-  sen  t\  = 


_ n 

cos/-sení  , — 

4 

• n 

sen  t - eos  t , si  —<t  £ 7r 

4 
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L{F(t)}  = 


e siF(t)dt  e s |cosí  -sen  / dt 


l-e 


-Ts 


l-e ' 


l-e 


( j£*|cosí  -sení|e  stdt  + | | cosí  -sen  1 1 e st  dt] 

4 


f' 


1 


n 


\-e^s 

1 . e~sl 


| | e (eos  / - sen  t)dt  + ^ e (sen/  -eos/)  dt] 

4 


Í 


= ¡— — -(sen  t —s. cosí  + s. sen  / + cosí)  / 4 

\-e~*s  1 + s2  ' o 

é~st  / * 

+ zr  (j.  eos  t — sen  t — sen  t — eos  t)  / . 

1+52  ' , 


(l-e*s)(l  + s2) 


(2^2e  + (s-l)(l-e“'rl)) 


r{F(í)}* 


2>/2i'  4 + (s-l)(l-e  '7J ) 
(l-^s)(l+52) 


(?)  Hallar  L{F(t)}  donde  F(t)  = | sen  1 1 . 

Solución 


Graficando  la  función  F(t)  = | sen  t 
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La  función  F(t)  es  periódica  de  periodo  P = n,  ahora  aplicamos  el  teorema  para  calcular  la 
transformada. 


© 


L{|senr|}  = 


1 -e 


L” 


sen  tdt  -- 


\ + e~ 


O -*-”)(!  + s2) 


•••  /-{|scnr|}  = 


1 + e 


(l-e'^Xl  + s*) 


Encontrar  la  Transformada  de  Laplace  de  la  función  que  se  muestra  en  la  figura. 


A la  función  F(t)  expresaremos  en  términos  de  la  función  escalón  unidad. 
F(t)  = k{/ua{ MbW)  son  transformada  de  Laplace  es: 


L{F(t)}  = kL{Ma(t)}-k  L{pb (t )}  = -(<?-“  -ebs) 

s 


■■■  ¿{/"(OI  = 

5 

Hallar  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  mostrada  en  la  figura. 
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Solución 


Definiendo  la  función  F(t)  se  tiene: 


para  0 < t £ 1 
para  t > 1 


L{F(t)\=  f e~s‘F(t)dt 
Jb 


-{ 


*r 


e~s,dt  =(- 

4 s 


/o  i / 


P~*  P~*  1 p J 1 — 

= (-- r)-(0— tWO-— ) = — r 


s* 


También  la  Transformada  de  Laplace  de  F(t)  se  calcula  expresado  a F(t)  en  términos  de  la 
función  escalón  unidad,  es  decir:  F(t)  = t-  (l  - 1)  //  (t  - 1) 

L{F(t)}  = L{t  + (1  - Otf  f - 1)}  f + ¿(M*  - 0}  - Mí  - m 


1 e d Ti  / ni 

— 7 + + — 4ÍM*  _ 1)} 

£ O? 


1 d <e~\ 
— + — +—( — ) 
s s as  s 


1 - e~ 


Hallar  la  transformada  de  la  figura 


Definiremos  la  función  F(t) 
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Sit  e [0,1>=>  F(t)  = 0 
Sit  e [1,2>=>  F(t)  = 2t  - 2 
Si  t g [2,4>  =>  F(t)  = 4 - t 
Sit  £4  F(t)  = 0 


luego: 


0 


2t-2 

4 ~t 


0 


si  t G [0, 1 > 
si  t G [1,2  > 
si  t g ^2, 4 > 
51  tk  4 


a la  función  F(t)  expresaremos  en  términos  de  la  función  escalón  unidad. 


F(t)  = 0 + (2t  - 2 - 0)  p(t-  l)  + (4-t-2t  + 2)  /i  (t  - 2);+  (0  - 4 + 1)  //(t-4) 
F(t)  = (2t  - 2)  //  (t  - 1 ) + (6  - 3t)  f.i  (t  - 2)  + (t  - 4)  //(t-4) 


F(t)  = 2t  /i(t-  l)-2  ju(t-  l)  + 6 // (t  - 2)  - 3t  (t  - 2)  + t // (t  - 4)  - 4 // (t  - 4) 


L{F{t)}  = -2^-L{¿j(t- 1)}  - 2L{M(t  - 1)}  + - 2)}  + 3 ^ L{M(t  - 2)} 

as  as 


-4¿{Mí-4)}-4L{//(í-4» 

ds 


d e~s  2e~s  ,e 

= -2—(— ) + 6- 

ds  s s 


-2  5 


jt  -2$  ; -4¿ 

d ,e  v a e 


-4s 


— + 3—  ( ) ( 

5 ds  s ds  s 


)-4- 


/•{ /=•(/)}  = 


_3e-2,  + 2e-, 

% 


Hallar  la  Transformada  de  la  Laplace  de  la  figura 


Definiremos  la  función  de  acuerdo  al  gráfico 
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O 


/-I 


2 


F(0  = j 


4 -t 
/- 5 


1-t 

2 

O 


, si  O < / < 1 

, si  1 £ t < 3 

, si  3 £ / < 4 
, si  4 £ r < 5 

, si  5 <t  <1 

, si  t'Zl 


Ahora  expresaremos  a la  función  F(t)  en  términos  de  la  función  escalar  unidad,  que  es  la 
forma  mas  simplificada. 


F(t ) = 0 + -0)//(/-l)  + (4-/  - ju(t-3)  + (t-5-4-t)ju(t-4) 

j 

+(^~í  + 5)//(/-5)  + (0-^)  Mt~ 7) 

F(í)  = ' ?Mí-3)-|///(í-3)  + 2í//(/-4)-9Mí-4) 

¿ ¿ i 2 


¿75  25  25  2 ¿75  ¿75 


7 <?  7 v í/ 


9^  17e_M  2 d ...  , c « f , , 

s 2 5 2 ¿75  2 s as 


d e ' 9e~is  -e~s  +\le~is  - lels  5 d ,e'is . , </  ^ 


- — ~(  ) + 

¿75  5 


25 


+ __( — ) + 2— ( ' 

2 as  s as  s 


3 rf  rf  c_7í 

--( ) + -( ) 

2 ¿75  5 as  s 


~s  3e“3í  2e~4s  2e~5s  e“7í 


25“  25“ 


5" 
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L{F(t)}  = 

Calcular  L{|/-|/-2||} 


e~s  - 3e~3s 


■6c- 


5»  _ T» 


25“ 


Solución 

Definiendo  el  valor  absoluto  en  la  función  F(t)  = \t~\t-2\ 


F(t)  = 


2-t  , si  t < 1 

2t  - 2 , si  \ <t  <2,  expresaremos  en  términos  de  la  función  escalón  unidad. 
2 , si  t ^ 2 


F(t)  = 2 - 2t  + (4t  + 4)  //( t-  1)  + (4  - 2t)  //  (t  - 2) 
L{F(t)}  = L{2  - 2t  + (4t  - 4)  /v(t  - 1)  - 2(t  - 2)  /i(t-2)} 


2 2 , _2sr(í  2 2 4e  2e 

= r + 4^  s¿{/}-2e  25I{/}  = - + — 

5 5’  S Sm  S S 


2 2 4e~s  2e~ls 


-ii 


¿{|/-U-2||}  = r + 

s s~  s s 


Calcular  L{7>‘  p\(t)} 


Solución 


L{V } = L{enni}  = 


1 


5-ln3 


1 , si  t >2 


también  „„„  f , ¡ -*«  - » ■ j , >J((>2 


0 , si  t <2 


-2(j-ln3) 

= - : 

5 — ln  5 

© Calcular  £{/  e sen  4 í.  /i(e'  - 3)} 

Solución 

Analizando  la  función  escalón  se  tiene: 
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ju(e'  -3)  = 


0 , «V- 3<0 

1 , sie'- 3£0 


0 , si  t < ln  3 

1 , si  i > ln  3 


, si  í - ln  3 < O 
, si  t - ln  3 £ O 


/v(/-ln3)  = 


0 , si  t - ln  3 < O 

1 , si  t - ln  3 £ O 


...  (2) 


Luego  de  ( 1 ) y (2)  se  tiene  p(e‘  - 3)  = p(t  - ln  3) 

Si  F(t)  = te~*  s en4f./i(e'  -3)  = sen4r./j(/  -ln3) , entonces 

L{/e“'  sen4f.//(e'  -3)}  = L{t  e~!  sen4í./i(í -ln  3)} 
ahora  mediante  la  propiedad  de  Transformada  se  tiene: 

¿{sen  4 1.  fj(t  - ln  3)}  = e~s  ln  3 L{sen(4/  + 4 ln  3)} 


sln3,4cos41n3  sen(41n3).s 
‘ s2  + 16  s2  + 16 


-e  í,n3L{sen4/.cos41n3  + cos4/.sen41n3}  -e 


L{t  sen  4 t.p(t  - ln  3)}  = — 


ln  3.sen(41n3)s  + (41n  3.cos41n  3 + sen  41n3)s 

s2  +16 

(8  eos  4 ln  3-  16sen41n3)s  + 16(41n3.cos41n  3 - sen41n  3) 
(s2  +16)2 


@ Calcular  -7 1-2)} 


Solución 


Analizando  la  función  escalón  se  tiene:  /¿(|  t2  - 7 | -2)  = 


O si  | /2  - 7 1 -2  < O 
si  |í2  - 7 1 -2  ^ O 


1 
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si  | í 2 — 7 1 < 2 =>  -2<r-7<2  =>  5 < í2  <9 
5 < / 2 <9  <=>  5<t2  a i 2 < 9 <=>  (/<-V?  v t>y¡5)  a -3<í<3 


<=>  -3<t<-yf5  v >/5</<3 
si  | í 2 - 7 | Sr  2 «•  r -7  £ 2 v t2 -1  <>-2  <»  i2  £9  v f2¿5 
c=>  f £ 3 v íí-3  v ->/5  Ztúy¡5 

Luego  la  Transformada  de  Laplace  de  //( (f 2 — 7 1 —2)  existe  en  OZt^yfs,  J5<t<3 

1 , s¡  0£í  á \/5 

0 , si  yfs  < t <2> 

1 , sí  f £ 3 


y t¿3  entonces:  ,u(  | r - 7 | -2)  = 


i W I '2  - ’ I -2>l-  f « V(  I ? I -2W< 

- fe  ’V(  - 7 1 -2iJf  + jf  «-V(|«J-7|-2)¿1+  J ■■  ''u(|/; -7|-2U, 

= J . j.  = .! 

i|.W  -7 

ds~  5 5 A*  i' 

9.vV'’  +((6-2v/5)s-5í:)e  ví’  - 2 


¿{rV'^dr  -7 1 -2)dt}= 


9 (s 


+ 1)2 e~3(s+l)  + (6 - 2c/5 )(s  + 1) - 5(s  + l)2«r  ^l"1'  -2 


(s  + l)J 


Calcular  L{tn  21  cos/.seni./i(í-4)} 

Solución 
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o J-/  v -2i  / ..  tn  21  _ . te“2]n*J  sen2/./j(/  -4) 

Sea  F(/)  = /^  cos/.sen/./i(r-4)  = — - — sen2/.//(r-4)  = 


1 p ’*s 

L{F(t)}  = —L{te'2ln'r  l sen2¿.//(í-4)}  = — £ftK4;e*2lnfffr+4Jsen2ff + 4J}  ...  (1) 


L{(/+4)sen2(r+4)}  = L{(t  + 4)(sen2/.cos8  + sen8.cos20} 

= ¿{4(sen2/.cos8  + sen8.cos2/‘)}+L{/(sen  2r.cos8  + sen  8.  eos  20} 


8cos8  + 4s.sen8  d 

Z,{cos8.sen  2/  + sen  8.  eos  2i] 

s~  + 4 ds 


8 eos  8 + 4s . sen  8 4 eos  8 .s  + sen  8 .s 2 - 4 sen  8 


2 

s +4 


(s2+  4)2 


...  (2) 


, , .21  njrt,  A . ^ ...  8cos8  + 4sen8(5  + 21n;r) 

L{e  * (f + 4)sen  2{t  + 4)}  = ^ - + 

(5  + 21n/r)~  +4 


4 eos 8(^  + 21n/r)  + sen8(s  + 21n;r)“  -4 sen  8 
(s  + 2\n  k)2  +4)2 


-O) 


reemplazando  (3)  en  (1 ) se  tiene: 
-4^  - 8 ln  ;r 


4F(0)  — 


8 eos  8 + 4 sen  8(5  + 2 ln  n) 
(5  + 2 ln  n)2  + 4 


4 eos 8(5  + 2 ln  ;r)  + sen  8(5  + 2 ln  7r)~  - 4 sen  8 
((s  + 21n;r)2  +4)2 


17)  Evaluar:  Z,{ 


f 


cosh  4//  ^ ^ cos(A  _ 

,u  Kft  4 4 4 


Solución 


Sea  f(s)  = L{  f cosh  4^.  sen(ü  _ ÍL)  Cos(/¿  - 


(1) 


KfJ. 
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cosh  Ap  „\n,yM+e^\  e(4-ln^+e-(4+ln 

= e ( )= 

Jtp  2 2 

reemplazando  (2)  en  (1)  se  tiene: 


...  (2) 


f(s) 


-H 


¿/i  ^.(4-ln^)//  ^ ^-(4+ln n)f.t 


(- 


)sen2(//-y)//(//-^-)¿//} 
4 4 


>f 


(e<4_lnr,#l  + e-‘4+ln*>" ) sen  2(/i  -7)^-7*^}- 

4 4 


-■¿{fe*44"*''*  ')scn2(//-^i;n//-^K/A}|  -(3) 


-I, 


-4* 


¿{sen(/y-— )cos(/y-— )//(//-  — )}  = <?  4 ¿{sen //. eos//}  =— — I{sen2//}  = — 

4 4 4 2 j-+4 


¿{{e'4-tn.T,,  +e  < *♦*  xtu  } sen(^  _ £.)  cos(p -—)//(;/  - — )}  = 6 


-4(s-4-t-ln;r) 

4 


4 4 (5  - 4 + ln;r)2  +4 

— *■(  5+4+1  n;r) 


(s  + 4 + ln;rr  + 4 


f« 


¿{  | (e(4-ln"^+e-(4+,n^)sen2(A-4)MA-7)^}  = 

4 4 


~(í-4+1n^) 

1 , £ 4 e 

= ~I + 


“(•s+4+ln;r) 

4 


s (s -4  + \n  7r)  +4  (s  + 4 + ln;r)“ +4 


7 — -I  = £(•*) 


(4) 


r 


¿{  | (e(4-'n"^+e-(4+ln^)sen2(^-^)//(//  ^)<//<}  =7^) 

4 4 2 2 


-4(--4+ln/r) 

l , e 1 2 * 

- + 


“(4+4+ln^) 


-] 


5 ^2  ”^  + ^n;r^2  + ^ (^  + 4 + \iur)2 +4 


..(5) 
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ahora  reemplazamos  (5),  (4)  en  (3) 


m-E i e 


_j(__-4+in;r) 


-4(~+4+lna-) 


-f(-+4+Sn  ti) 


25  (*_4  + ln;r)2+4  (—  + 4 + ln ^r)2  + 4 (5-4  + ln*-)2  (s+ 4 + ln¿)2+4 

2 2 


)1 


Hallar  ¿{eos/,  ln  /.  J(/  - zr)} 


Solución 


Aplicando  la  propiedad  de  la  función  Delta  de  Dirac  para  cualquier  función  continua  G(t), 
se  tiene:  j*  S(t  -a).G(t)dt  = G(a) 

¿{eos /.  ln /.<S(/ - 7r)}  = J*  e st  eos  t.\nt.S(t-7r)dt  =e  m cos^ln  n = —e  ln  n 
Calcular  L{  - — Se-n  -//(v2  -I6)dy)dx} 


Solución 


Í*  f~v  sen2(r-4)  7 

ju(v  - 1 6 )dv  , aplicando  la  transformada 

(v-4)¿ 


/,{F(.v)}  = ¿{| 


|V  e~v  sen2(v-4)//(v2  -\6)dv  _ 1 e~'  sen2(v-4)/y(v-4)| 


(1-4)'  s (v-4) 


} —¿r  — v'  -i ...  o) 

(v-4>* 

s . s2  . .2 . 


sen-(v-4)Mv-4)  , ^ _ e^ln(^-)  + arctg¿)) 

(v-4)2  v2  4 s2  + 4 5 


¿l^sen  (v-4)Mv-4){  = ,£±1  ,n(  (s+1>  )+arctg  — I 

(v-4)2  4 (i  + l)- +4  s+1 


reemplazando  (2)  en  (1)  se  tiene: 


(.•‘|5*11  v+i  (S.  ir  2 

L{F(y)}  = [—  ln(  'J-  - )+arctg— — = H(s) 

s 4 (s  + 1)'  +4  s+1 


...(2) 


...  (a) 
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como  L{F(2>>)}=^//(4)  =>  L{  \ F(2y)dy}  = -L{F(2y)}  = 2-H^) 
2 2 Jb  s 2s  2 

L{  h F(2y)dy)dx}=-L{  h F(2y)dy)dx} 


...  (3) 


f ( j* F(2y)dy)dx}*2jH(^)  =>  L{  | ( ^F(2yMy)dx}  = •••  W 


_-4(j  + l) 


de  (a)  se  tiene:  H(s)  = - 


s + 1,  , (s+ir 

"ln( 


-)+arctg ] 

^ 4 (5  + 1)*  + 4 s+1 


H(Í)-4Í^I.|ÍÍlta(_<2á£_>taretg-5-| 

4 5 16  (s  + 4)2+64  s+4 

reemplazando  (5)  en  (4)  se  tiene: 

H f ’(  f F(2y)dy)dx}  = -e  (s+4) \~  ln(  (s+4)2  — )+arctg  —] 
J)  J)  5 16  (5  + 4)‘  +64  s+4 

"í^ 


donde  F(2y)  = 


sen(v-4)£/(v2  -16) 


dv 


(v-4) 


20)  Probar  que: 


[xFe~'2dx=X- 


=ir(^),p>-! 

Solución 


Sea  r = x2  dz  = 2x  dx  =>  dx-  — ~ 


2r2 


.r  /m 


...  (5) 


Si  x = 0 , z = 0 y si  x -►  x , z -»  x 


f 


/•  -xJ  , ,rí/>+1^ 

X <•  <fr  = -r(-y) 
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21)  Probar  que:  ¿{lnr}  = 


no  lo 


Solución 


Se  conoce  que  r(/?)  = J jun  V ** d ju  , derivando  con  respecto  a n 

T\n)  - J*  jun~]e~**  ln  pdp  , para  n = 1 

r ’(l)  = J e~u  \njudju  , haciendo  /¿=st 

ni)  = 5 f e~sí(\ns  + \nt)dt  = s f e~st  ln  s dt  + s J e~st  \ ntdt 

üha 

Ju  s Jo  ^ s / o 


r'(l)  t Ins  r'Q)  lns  _ r'(Q-ln5 

s s s s s 


L{\nt}  = 


r(l)-lnj 


22)  Calcular 


J xme  ax  dx  , m,  n,  a > 0 


Solución 


Hacemos  p-axn  -=>  xn  - — =>  x = (-)1  " =>  dx  = — (— )"  —dju 

a a n a a 

si  x = 0 ; ¿/  = 0 : si  x — >oo  „ =>  ju  ->  oo,  sustituyendo  en  la  integral 

í xme~4urdx  = f (-)"e  "—(—)"  <///  =(-)"  — '«* 
J J,  a un  a a na  a Jb 

I f ad-4  I «♦  I, 

= — - — p7  I ;/  ¿a  = — írpl  (■— ) 

na*  * ** 


na 


’»Jpi 
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i 


Demostrar  que:  I xm (ln  jc)" dx  = - n ezf,  m>-l. 

J.  + 

Solución 

Sea  ln  x = -ja  =>  jc  = e'^  =>  dx  = -é'^d fu 
Si  x — > 0 , =>  p— > ac  : six->l  , =>  /i  — ► 0 

jV(ln  *)"<&  = £ 

dz 

Sea  (m  + l)//  = z =^>  ¿//i  = , además  = 0 , z = 0 , /j-^cc  , z — > ao 

ra  + 1 


jV(ln  *)"<&  = r(-l)VV(m+l)^//  = (-ir  H— )V2 
a a a ™ + 1 


dz 


(-ir  r (-ir  r 

* + l)"+l  1 " " (m + !)"*'  I 


/?7  + 1 

e-’z(»+IH¿z 


(m  + l)'"1  A (m  + 1) 

(-írnn+i)  (-ir«i 


(w  + l)"+1  (w  + l)"+l 


, « gz*  , m > -1 


Demostrar  que:  ¿{/,l}  = — — , n>-l,  s>0 


L{t 


Solución 

n } = ^ e sttndí , por  definición  de  Transformada  de  Laplace 


Sea  x = st,  s>0  =>  t - - 


L{tn}=  jTe-Vrfí=  £e"J[(^)"í/(j)  = -¿r  e~xxndx  =-L-r(n  + \) 
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Demostrar  que:  L{t  : } = — 


Solución 


1 


Se  conoce  que:  L{tn } = — ^ 


1 } V4+I  512  fs  y¡ 


lir>,2}  = \ 7 


.n+ 1 


26)  Si  s>0,  n>l,  Demostrar  que:  L{— } = r(n)(—  + + — — + ...) 

I-*"'  s*  (5  + 1)"  (5  + 2)" 


Solución 


Se  sabe  que:  = 1 + x + jc“  + ...• , para  I x | < 1 

1 -x 


l-e“'  . 


= 1 +e ' +e  2/  +é’'3'  + ... 


l-e“' 

,»-l 


Z.{-í— 7}  = + /"~‘<T'  + í"_,e_2'  + í"~'e~3'  + ...} 


W+2+!L+_L^L+  = r(#»x--+ — ! — +...) 

5"  (5  + 1)"  (5  + 2)"  5"  (5  + 1)" 


Hallar 

7t 


Solución 


Por  medio  de  L{F'(t)}  = sL{F(t)} - F(0+ ) , donde: 


* lV| 
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F(t)  = sen yft  =>  F'(í)  = ^i-  y F(0+)  = 0 


2 yjt 


L{C--S-'f-  } = 5 ¿{sen  Vf } - O , donde  L{senSt}  = .1— e '' 

2\¡t  2s  V j 


4s 


28)  Calcular 


rü. 

Jb  vi  - r* 


q > 0,  — > 0 y deducir  el  valor  de  ( 

</  -Wl-.r4 


Solución 

Sea  1 -xq~z  =>  **=1  — z =>  * = (1  -z)lf/ 


I ‘ P i ''  1 

dx  = — (1  ~z)q  dz  , además  = (1-z)? 

q 


Si  x = 0,  z = 1 y si  x = 1 , z — 0,  entonces 


I-  ' I f **  L-l  d7  \ t V7  £-‘ 

[-£=  = --  (I-z)V(l-r)’  -¡=r  = - z-|,2(l-r)*  d: 

Jb  y¡\—xq  q J z - q Jb 

-;ÍJ 


, , , , . r(i)r(-£)  r r(£| 

* \\-tv  ‘*.iMA4(4-4í*á( 


Q 2 Q v r(-+-^) 

2 9 


9 rd+£) 

2 q 


para  el  caso 


r^_ 

A Vi -a-4 

f * . 

AVi^7  Aji-x4 


se  tiene  p = 1,  q = 4. 


4 2 4 4 r(A+i)  4r(3) 

2 4 4 


29)  Evaluar  / 


„ = | ( l-t2)”di 


Solución 


Sea  /j  = l - / 2 ==>  -2tdt=dj¿  ; /z  = 1 — =>  t = ^1-/7  =>  dt  = - 


dp 


Funciones  Especiales 


563 


Si  t = O,  /i  ~ 1 y si  t = 1 , jj  - 0. 


Jí-/,1  ■ i""*1"'"»’1 ^ 

. j>"-<,  -„>i> = «. + U > =I!^íÍ! , 


/.= 


Ji 


.7  ./? ; 


/?: 


r(n  + l + ^)  I>  + |) 


(fl+iwn-ív  2.1nl)  (2«  + l)  (2«-D  3 1 (2/i  + 1)(2/7-1)...3.1 

2 2 *“2  2 2 2 2 ***2*2 


30)  Si  B(p,q)=  J\iA  1 ( l Demostrar  que: 

a)  B(p,q)  = J"  x~iP+g)(x-\  )g~]  dx  b)  B(p,q)~  xP~]  (1  + x)~ip+g)dx 


a)  Sea  x = — , cuando  x 0 ; 


1 dz 

como  x = — =>  dx  — y 


Solución 

c ; cuando  x — » 1 ; z -»  1 


= f x~[P+q\z-\)q^dz  B(p,q)=  j x_(/>+<,)(x-l)í-l</x 


b)  Sea 


x z . dz 

x = dx  - 


I-jr  2 + 1 (z  + 1 )¿ 

cuando  x ->  0 ; z ->  0 y cuando  x ->  1 , z ->  oc 

f>  (l-V^A*  f* (— “tJ*  — 

Jb  J.  : + l r + i (r 


<fe 


+ir 
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= J zp-\\  + z)HP+q)dz  = .y3’-1  (;t  + Yf(P+q)  dx 

B(p,q)  = [ xp-'(\+xY<p*‘l)dx 


f"'  ^ 6*^/3 

//(8-//3y  2d/j=  7t 

Solución 

JT//(8 - M3 )' ldp  = 2 JT/áCl 


Sea  jc  = (4j-)3  =>  xl  3 - ^ r=>  dfj.  = —jc  2 3 dx  , para  //*  0 ; x = 0,/¿=2,  x = 1. 
j%(8V>'  ^//  = 2|2jc1/3(1-^)'  j|^2  3^  = ||a-'  3(1  —a)1  3¿x 


"•”> = í 


como  B(m,n)=  I (\  - /u)n  xdf.i  entonces 


m~  \ - — 

3 


n - I = - 
3 


3 

4 


* «?48  r¿r4)  r¿)r4)  8 , , , 

f-  " 5*j'J,'>,7i7íTl  ■ j,_füT','ír<?ir'j’ 


9 3 3 9 n 27 

sen  — 

3 


í 


!6>/3;r 


27 


^2)  Demostrar  que:  jf{t-a)p(b—t)vdt  - (b-a)p+q*'  B(p  + 1,^  + 1) , donde  p>-l,q>-l, 


b > a. 
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Solución 


Sea  t = /v+a  =>  -t  = - //  - a =>  b - 1 = b - //-a 
si  t = a , //  = 0 ; t = b , //  = b - a. 

d mh—a 

J (t-a)p(b-t)q dt  = | jjp (b- a- ju)q d ji 


• ..(1) 


Sea  .v  = - 


b-a 

Si  = 0 , x — 0 , si  Li  = b - a , x 


p-(b-a)x  =>  dju-(b-a)dx 


di  da— a d 

J {t  - a)p {b  - t)q  dt  - J ¡up  (b  - a - ¡u)q  d //  = J {b-a)p xp\(b-a)-(b~a)x]q (b-a)dx 

= - x)q  dx  =(b~a)p+g+l  x/?(l  -x)q  dx 

= (b-a)p+q+[  jf  -x){q+[)~ldx  =(b-a)p+q+l  B(p  + \,q  + \) 


(55)  Dado  y — dx 


n 


. Demostrar  que  r(/?)r(l-p)  = 

1 + x sen  pjr  sen  prr 

Solución 


ti  x y dy 

Hacemos  = y r=>  x = =>  dx  = 

1 + * l-y  (l -y)2 

Si  x->0,y-^0,  ysix-^oc,y^l 


7Z 


- r'»-/  , *,  - f j£2=m¡i=  f ,, 

.b  1 + * Jb  i._Z_  iiG-j/  (!->’)“  Ji 


sen  pn 


-'(1  -yYpdy 


1+_2_  0 ~yY 
1 -y 


-í 


npjni  p ) 


V (1  - yf-p)-x  dy  = B(p,  1 - P)  = H p)r(l  - p) 

f(p+i-p) 
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sen  p7T 


= r(p)V(\-p) 


1 I .7 

Mostrar  que:  T(—  + p)r( — p)  = 

2 2 eos  pK 


Del  ejercicio  anterior  f(/7)r(l  - p)  = 


Solución 

K 


sen  pn 


n~ + pW(^  -P)= ni + p)ni  - (1 + P))  = — f- 


, 1 . COS  P7T 

sen(—  + p)7i  y 


I I ' ■rm{-p)  = — 

2 2 COS  pn 


reos 

■p 


^ « COS*  f 

Demostrar  que:  | — — dx  = 


2r(p)cos(^) 


, 0 < p < 1 


Expresaremos 


1 


Solución 

r (p)  (p-iy. 


r (p)x' 


(P-D+1 


r (p)x' 


(P-D+I 


-i-..  fcJ)i  ._U„* 

x"  r (p)x"-IM  Itpt  r <ptl 


eos* 


■ffeí 


e tp  1 eos  xdx 


r cosx¿v=  r _1_  r _ 
i,  Jb  r(p)  i, 

•rfef 

rs2£*— i-  r~di 


-txtp-\ 


tp  cos  xdt)dx  — 


r (P) 


f*  'f 


i r 

= — /• 

r(/7)  i,  t¿+ 1 


tp  ]L{o,osx}dt  - | . 2 


dt 


cos  * 
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,-1/2 

Haciendo  z = t2  =>  /=z'  2 =>  d/  = - ¿/z 

2 


eos  x ^ _ 1 ("*  r;l  2 

1 777 


i 


dz 


I _ X 

2 Yin)  /?  + 1 .r/  \ Z7^ 

^ 7 sen  - — n 2T(p)cosr^- 


por  lo  tanto 


r 

j 


COSJC 


dx  = 


n 


2r(p)cos 


pn 


36)  Calcular 


í 


di 


Solución 


r di  ['r14  i5(i -/)-* 15 


-di 


„ 1 1 —u,du  . , . 

Sea  u = =>  t = =>  dt-  — r ; cuando  t — > 0 ; u — > 1 ; t — > 1 ; m -> 

1 + / u u2  2 


f f -* 


(I J2iVu  15 

i/ 


1-M 


+ 1 


(-4)=  f 0-* 

W J 2 


uTim5(2u-\rV]5du 


Sea  w = 2u  — 1 =^>  - - 


vr  + 1 


du 


dw 


cuando  u ->  — , w -►  0 . u ->  1 . \v  ->  1 
9 


í 


di 


(í+n'^u-o 


-í.»- 


«r'4l5(2«-ir1,15í/lí 


j4  (1  — vt  )~14  15  w-115^ 
~ 1 2‘l4/15.2 


I 
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| |“  -L- 1 íi-i  1 1 14  ^15^15* 


15  15  21/15f(— + — ) 

15  15 


= ^7TTr(77)r(l-^)  = 


2I/15  15  15  ,i/is  ,n 

2 sen(  ) 
15 


f di  ,7 

í(t  + l)^t'\\-t)  21/15sen(— ) 


37)  Calcular 


r 

I i +tb 


a > O , b > 0. 


Solución 


Hacemos  u - - 


b M 


— t=(—)'  =>  *--(-=-)* 

1-i/  1-//  b \ -u  (1-t/)* 


I , H .i”1  du 


1 +t° 


tb  =—  =>  l + í¿  = 1--  U 


l -u 


1 - //  1 — u 


■ , cuando  t — > 0 , u — > 0 y si  t — > ce,  u — ► 1 


r¿i*.  f'i-..1"  f 

I i+th  i,  J_  b \-u  (i-u)2  bi 


ILd 


a- 1 i 


-I 


u b .uh  du 


1 - u 


(L-J  i-l 

(\-u)b(\-u)h  (1-ii) 


= if  í9*  -i 

b JL  b A b h b 


(1  -«)* 


«1(  V.  .,_fc:=lr(%(i-£) »_ f_ 

<»  a b b b . . a ir 


r(-  + i — ) 

b b 


6sen( — ) 
b 


38)  Demostrar  que 


f1  dx 
i)  Vi  -x" 


V*nb 

2n 
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Solución 


Por  definición  B{p,q)=  a'^.O -x)q^dx 


Sea  l-.v"  -u  x n = \ - u =>  x = (1  - u)1 n , de  donde  dx- — -(!-«)"  du 

n 


Si  x = 0,  u = 1 y si  x = 1 , u = 0 


l ..  1 


f-4_  H*T*--*  (.“<■-.) 

Jl  Vi  - A-”  J w « J) 


= - f«  12  1 (1  — //)"  ’r =- 

n n 2 n n 


r(i)rf)  yfcr¿) 


-)  = ■ 


r I 1 v ' n + 2 

r(-  + ->  n R— — ) 

2 H 2/7 


39)  Verificarque  J — dt  s=  f(l  + /7)f(l -/?) , |p  <1 


Solución 


Sea  u = t - 1 =>  si  t — > 1 . u ->  0 y si  t — > oc  , u — > oc,  entonces 


í 


ue'du 

: — <é/  = T 

t~  J)  (u  + 1)“ 


c 1.1,  dv  ¡ 

Sea  v = 1 + u = — =>  du  — — r i 

1 + 1/  V y- 

si  it  — > 0 , v = 1 y si  u — > oo  , v = 0 | 


...  (1) 


..<2) 


f f(— ><V(-*>¡.  f(i-v)'v-'A. 

J r J (»4-i)2  J v v-  J) 

- f v-'-H „ _ «y»-»* -«-*,♦ 

J T(1  -;,  + ! + /?)  T(2) 
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= F (1  - p)  r (1  + p)  donde  T{2)  = 1 


dt  = r(\+Pwo-p)  , |/?1  < » 


(40)  Calcular  J ta  [\  + tf  dt 


Solución 


Sea  t = tg2  0 =>  # = arctg  \fí  =>  d6  = — 

lyltyJUl 

dt  = 2y[t{\  + t)d9 -IXgO.s^c1  0 dO  \ Si  t — » 0 , =>  0 — > 0 ; si  t — >oc  =>  ® ~~ 


| /“(l  + r)*í*  = J tg2a  S.(\  + tg2  0)b2tg&.sec2  0d0  =2p  tg2a*  0.sec2b+2  0dS 

(sen OY  ‘-'d0  = , 


= 2P- 


Jb  (eos  <9)2o+ 1 (eos  <9)2A+2 


sen2a+]0.cos-2a~2h^  6 cid 


K 


(sen  (9)2<a+1)''  .(cos^)21-0'*'11'1  </£  = 2£(a  + 1,-a  -6- 1) 


2r(q  + l)r(-a-¿)-l)  2r(a  + l)r(-a-fe-l) 
r(o  + l— a — 6 — 1)  ~ r(-6) 


Calcular  L{J0(yft)} 


Solución 


.2 


r r r 

Joí,)~dL(kl)*  (2  = V'lW  ~22aW  " 22.42.62.8 

* =0 


i y 4 

'/°<^)  = ,_2T+2r4F"224r6y"  22.42.62.82  " 
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UJ.i-f.yi  - -la*. .4  it-’V - — • 


n=0 


L{J0(ft)}  = — , s>0 


Demostrar  que:  L{e  alJQ(bt)}  = 


1 


yjs2  + 2as  + a2  +b2 

Solución 


Mbt)  = 1 ^ + 


b2t2  b*t*  &6/6  b*t* 


2‘  22.42  22.42.62  22.42.62.82 


1 b2  1.37) 4 1.3. 57)6  1.3.5.77)* 

L{J0(bt)}= 7 + ? 7 + 5- 

5 2s3  2.4j5  2.4.6.Í7  2.4.6.8j9 


= í„-i(»)!+M(*r.ü7,‘r  + ..l=i.  1 


5 2's'  2.4 ' s'  2.4.6  s ‘ s I b2  Js2  +b2 

V1+7 


•••  L{JaUt))  = 


•fs2  + b2 


; ahora  aplicamos  la  propiedad  de  traslación 


L{e~aíJ0(bt)}  = 


yj(s  + ay  +b 1 yjs2  +2as  + a~ 


b'J *jr* 


Demostrar  que:  L{  J0  {a^Jr  - h1 )}  = - , t > b 


\s~  + ¿T 

Solución 


,0(,)  = Y(  (— )2k  , por  definición 
uX!r  2 


k=  o 


(A!) 


WT7»  - y id^üTEZ,* . -o-')1)?.1 

¿-'(A!)-  2 ¿-(A!)J  2 

i$o  t m 


s > 0 


2 
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(ti-b2)k  =t2k-k(t2)k-'b2 


*(*"V>* 


o ! 


k(k -\)(k-2)á 

3! 


í/2)*-6¿>6+.. 


L{J0(ayJr  -b2))  = 


k{k-\){2k-4)h’ 

2\s2k-> 


s 


ZX  (->)'  a 2kt(k  + lKk  + 2)...(2k)  ¿(¿  + l)-(2¿)¿2  ( 
í q (yt!)2  2 ' í2A+1  2k(2k  — \)s2k~l 

A-(¿: -1)(¿ + !)(£  + 2).. .(2A:)¿>4  b2*  | 

2k(2k-\)(2k-2)(2k-'i)2\s2k~i  s 


.ytS-ad? 

í! 

A=0 


+tf2)*. 


1 X^(-l  )kbk(JsT  + a2)k 


¡s2+a2  \¡s2+a 


rZ 


jfc=0 


A:! 


i 


Vs2+a2 


L{J0(a\lt2  -b2)}  = 


-bJJTaí 

e 

yjs2  + a2 


(44)  Calcular  L{¿  J )d ¿i} 

Solución 


Sabemos  que:  I{J0(VO} 


-1/45 


5 


, s > 0 


(45)  Si  ¿{F(u)}  = /(s) , calcular  Z.{  f J0(2jü(t^ü:))F(u)du} 
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Solución 


Como  ^oW'VÍ-^-4)2* 

j^m2  2 


(-!)*(«(/-«))*  V'í-l  )kuk(t-u)k 


...  <i!>-  ts 


I 

Jo&y¡«(‘  “ «) )^(«)  = X (<  “ U)k  F(U) 
¿ (k  •) 


k= 0 


I J0(2ju(t-u))F(u)du  = 57- — | uk  (t  - u)k  F (u)du 
¿{  [ J0(2Ju(t-u))F(u)du}=  S'  - — ~¿{  f F(u)du)  por  convolusión 

= - Y 4c/W)l 


1-0 


A «0 


«Y  <=!£.,_*!_  /(.,w  ,y  AO> 

*=o  v " k- u'A  J * 

¿{  f J0(2ftr¿))F(u)du}  = 

A -U  *5 

rs/2 

e~l  J0(t)dt  = -y 


Solución 


Se  conoce  que:  L{J0(/)}  , 

yjs~  + 1 


I 


e srJ0(t)dt  = S , tomando  límite  cuando  s 1 , tenemos 
yjs 2 + 1 
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lim  | e s'JAt)dt  = lim-=L=  = — 

2 


lim  f e s'JAt 

X 

■ w 


J”  e ' J0(t)dt  = —~ 


47)  Probar  que:  J„«)dt  = l 


Solución 


(7s2+ 1-5)" 

Se  conoce  que:  £{./„(/)}  = — , ahora  aplicamos  la  definición  L{Jn(i )} 

Vi"  +1 


LV.V)) 


*í"- 


, + L=^~  , tomando  límite  cuando  s ->  0 
Vs2  +1 


lim  j estJf>(t)dt-  lim— — f==-^—  = 1 


o 


J, 


s">0  y¡72  - ¡ 


. . f y„(/)A  = l 

J) 


Calcular  J0(4r)í/í 


Solución 


¿W*)}— 7= =>  L{tJ0(4t)}  = --(  1 ) 

Vi" +16  vs" +16 


de  donde  ¿{í  J0  (4/ )}  = — p , aplicamos  la  definición  de  transformada 

(s  +16)  “ 


I 


e stí  Jn(4t)dt  = , tomando  límite  cuando  s — > 3 

(i*  +16)'  * 


lim  e s‘tJ0 


(4  t)dt  = lim- 


3(í2+16)j/2  125 


1 


i,  3 

e~2,tJAAt)dt  - 

0 125 


49)  Demostrar  que: 


J Jo(2y[td¿) 


eos  fddj~i  = sen  t 


Solución 
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Sea  F(t) 


r ) eos  p dju  , entonces  se  tiene: 


L{F(t)}~  L{^  JQ(2y[T/j)cosjud/j}-  e~s,(  J0(2jT/j¡)  eos  pd  p)dt 

= j*  C0S/|(  f é « JT eos ¿u L{J 0(2yft /i)}d¡u 

r , ir  -„/«  , 

= I eos p. a p ~ — I e eos udu—- 

Jb  s s Jo 


*-/(“),  donde 
s s 


f(s)  — ¿{cosí}  = =>  /(-)  = -^ 


S~  + 1 5 5+1 


¿{F(/)5=-/(-)=-(^)  = ^—  = ¿{sen/} 
5 5 5 5 +1  S“  + 1 


Luego  ¿{F(/)}  = ¿{sen/}  entonces  f(t)  = sen  t 


j"  J0(2^[7p)cospdp  = 


sen  t 


(SO)  Demostrar  que:  JT  J 0{2y¡Tp) sen  pd p = cosí 

Solución 

r 

Sea  F(t)~  | J0(2yjt p)sen p dp  , entonces  se  tiene: 

¿{F(/)}  = J e_í'(  j*  J0(2^fTp)sen  pd p)dt  - J^sen//(  e~sl J0(2yj7p)dt)d p 


= sen  p L{J0(2yJ7p)}d p = s enp.- = - j* 


e *‘ls  sen// d/i  = -f  (1) 

5 5 


de  donde  /(5)  = ¿{sen  t]  = — /(— ) = ^- 

5^+1  ^ 5' 
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como  L{F(t)}  = -/(-)=  -(-r — ) = — T" — = ¿{cosí} 
i 5 5 5 +1  5"  + 1 

Luego  L{F(t)}  = L{cos/}  entonces  f(t)  = eos  t 
«T  = eos/ 

( 51 ) Demostrar  que:  f ^o(2v'í  TfVolftWM  ~ JolO 


Solución 


Se  conoce  que:  HJQa\ft)}  = 


a 

e 4 


L{J0(2y[i~^)}  = L{J0(2y¡Jjyft)}  = - donde  a = 2y[J¡ 

s 

/.{  ^ J ‘ ' J J0(2y[tp)J0(p)du)dt 


= £ ^o(//)(  £ e-s‘JQ{lf-¿i)dt)dp  = J J0 


(M) dp 


- f e^lsJ0(M)dp  = -f(-),  donde  f(s)  = ¿{J0(í)}=-¡4= 

5 j)  5 5 n/5-  + ! 


¿{  í J0(2FM)Jo(M)d/t)=  -/(-)=-(  , -)  = r~ — =¿{-/0<O} 

J)  5 5 5 I V.T+1 

ís2 


•••  Jf  y0(2^W 


0(p)dfJ  = J0(t) 


(52)  Calcular 


I 


y0(x6)(ÍA' , reduciendo  el  resultado  a su  mínima  expresión. 


Solución 
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Sea  F(t)  = J0(x6t)dx  , entonces  su  transformada  es: 


L{F(t))=  J e-s'(  £ J0(x6t)dt)dx  = | ( £ e-s,J0(xbt)dt)dx 


= £ L{J  0(xb  t)}dx  = £ 


dx 


JS2+x'2 


hacemos  .v6=í.tg^  =^>  6x5dx  = s.sec2  OdO  ->  dx  ~ 


s.sec2  OdO 
~6? 


X = (sAgO)lf)  =>  =(¿.tg0) 


5 6 


dx  = 


s.sec'  OdO 
b(sAgO) 


5/6 


cuando  x = O=>0=O  y cuando  x 
ahora  reemplazando  en  ( 1 ) se  tiene: 


’ ^ *=2 


f 


-6d9_ 

6 6 


;>>ít\\-  f dx  f 2 * 5.sec2^i 

(t  = 1 7F77-  ~ i ^ V 

= -4-  f ~xc0de  E _L_  f Sen  5 6 0.cos*~’  dO 

6,v*  * J X¿  ' 0 6íV6  X 

i r ■ i-i  i-i  111  5 

=J?rf  "*  <w  ‘,0-^lBirrT2> 

t nfi|r|i¿1  I r(, X;’  r(iX> 

6ss'6\ 5)  I2.v5  6 7T  1 2 V*  ss  6 

‘ 12  12  \2 


n— >r(--)  . 

Mx'tXit  = F(/>  = -i2_L2_r«  { J 
I2V* 


...(2) 
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,f,4n_r(a  + l)  , __  j i i i !_  t 

como  L{t  }—  fl+j  , a > -1  L { } - 


5fl+l  r(a  + i) 
rV6  i 


como  L {-^7}  = L ' l — 7—J  = — — r 

s s r(--  + l)  mt 

O o 


>,.V6  S 


o 


(3) 


ahora  reemplazando  (3)  en  (2)  se  tiene: 


I 


r(A>r(A>  , 

Jftix^fydx  = 1 ■. — , tomando  límite  cuando  t — > 1,  se  tiene: 

\l4n  r (5}6/7 

6 


n¿)r¿) 


/m  1 l I I faz  1 1 — 11  l -1 

lim  J0(xbt)dx  = lim ^ J 2 — =>  P JQ(x(’)dx  = — — ~ 

-)bsít  * uErfr 


(4) 


además  tenemos  22x  1 f(x)r(x  + — ) = V^zT (2.v) , entonces 


22x-1r(A)r(x  + -) 


r(2*)=- 


En 


, por  lo  tanto  se  tiene: 


r(|)  = r(2(|))  = 

o o 


i-i  5 11 

26  r(-^-)r(— ) 


2Ír&tt  „ r,5,  2‘r(^> 

\J7T  yj  71  ^ yjn 


(5) 


reemplazando  (5)  en  (4)  se  tiene: 

5 v 


I 


J0(xb)dx  = 


r(— )n-  , 

12  12 


2‘  6r(-t-)  21 6[r(-')]2 

1 1 ¡ 


i2^2-|'6r(i|)r(|t)  i¿f(U)  i2F(g)r(U) 


/* 


(6) 


pero  r(/7)r(l-/7)= — - — , entonces  r(-2)r(2-)  = H^)r(l  — = yj- 

sen  pK  12  12  12  \1  3cn  1 itl 

12 


..(7) 
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\»  216(r¿))2  _ 

r -12—  \/2<r(-  -))- 

reemplazando  (7)  en  (6)  se  tiene:  I 70(^'6 )dx  =— — — 

*>  12  sen  — 12/rsen  --- 

12  12 


Demostrar  que:  J y(t)  = ^L-  sen  t 


t t 

J„U)  = — -d + 


Solución 

,4 


2"r(«  + l)  2(2«  + 2)  2.4(2ii  + 2X2/i  + 4) 

,/2 


...) 


•d-í:  + : ' 


2/jn  +D 


2.3  2. 3.4.5 


.) 


0-ír  + T-^T»  > 


2>2ÍnU  2.3  2. 3.4.5 

'2  2 


. r /4 


; 2 r i 

_(1 + ...)  = — (/ + ...) 

^ ^ \;r/  2.3  2.4. 3. 5 


3TT  2.3  23.4.5' 


ÍT 

.••/i  (O  - . — sen/ 

y ,ti 


54)  Demostrar  que:  — J0(.y) 
dx 


J i (-* ) 

Solución 


J ( ¥)= V1 Lili 

' ' ¿-rr(A  + l)r(A  + p + l)  V 

k-  0 


. por  definición 


w = X 


(-ir 


i t=0 


r(A  + i)r(A 


yi-i)' 
1)  2 Zw  (A!) 

A=0  v 7 


\í>» 

2 2 


¿M*)  vtí-íV-1  1 VLzilj ir|2M 
¿V  Z-  (JH)2  V 2 Z-  (A-!)2  2' 


y(A+l)HL  -y  2*4-1 
f?  ((A  + 1)!)2  2 

I *0 


¿-dk\(k+2)\  2 


= -•/)(*) 
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(Unix) 

dx 


= ^,(.v) 


55)  Demostrar  que:  — (xp J Ax))  - xp J x{ x) 
dx 

Solución 


Se  conoce  que:  T(k  + p + 1 ) = (k  + p)  T (k  + p) 


•V*)  = y'1  r&2k+P ' multiPlicando  p°r 

T(A'  + l)r(A:  + p + l)  2 


k= o 


xpJp(x) = ^ 


(-ir 


k=0 


r(k  + \)r(k  + p + \)  2 


2k+2p 


d(xpJp(x)) 


00 

s 


(-ir  2 (k+P)x 


2k+2p-l 


dx  T(A:  + l)r(A:  + p + 1)2  p T(k + 2)r{k  + p + 2)2 


-Si 


(~l)k+l2(k  + p + \)x 


2k+2p+\ 


2k + p+2 


-"S 


^1)A+1  ^.2¿+p+l 


k= 0 


r(^+2)r(^  + p+2)2 


2*+p+l 


x 

-"S 


(-D 


¿+i 


{r)2i+p+1  =^^-iW 


k=0 


T{k  + 2)T{k  + p + \)  2 


p i' 


—(xpj  (x))  = ,(x) 

ax 


11.12.  EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


®Í3t,  0 < t < 2 . , 

Sea  F(í)  = ^ ^ 4 , donde  F(t)  tiene  periodo  4. 


[6,  2 < ¿ < 4 

a)  Hacer  la  gráfica  de  F(t) 


b)  Hallar  L{F(t)} 


3 - 3e~2*  - 6s  £ 

s (l-e  ) 


Rpta.  L{F(t)}  = 


■4s 
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Hallar  L{F(t)},  donde  F(t)  = ° ‘ ' ’ J y F(t  + 2)  = F(t) , para  t > 0. 


Rpta.  ¿(i 


Demostrar  que  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  F(t)  que  se  muestra  en  la  figura 

1 e~as 

diente  de  sierra  es:  L{F(t)}  = — 

as2  s(  l-e-“) 


Suponga  que  F(t)  es  la  rectificación  de  semionda  sen  kt,  que  se  muestra  en  la  .figura. 

Demostrar  que:  X{F(0}  = 

(s2  +k2)(\-e^ ) 


Hallar  L{F(t)}  donde  F(t)  se  muestra  en  la  figura. 
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Hallar  L{F(t)},  donde  F(t)  se  muestra  en  la  figura. 


1 — p S — vp 

Rpta.  L{F(t)}=~— — 

s (1-f  * ) 


Calcular  la  transformada  de  Laplace  de  F(t)  tal  que  F(t  + 2)  = F(t),  donde  F(t)  es  el  pulso 
parabólico  del  gráfico. 


Hallar  L{F(t)}  donde  F(t)  es  dado  en  el  gráfico 
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Hallar  L{F(t)}  donde  F(t)  es  dado  en  el  gráfico. 


Evaluar 


L{ 


H{t) 

o-*-4' 


>4 


} , donde  H(t)  es  la  función  que  esta  dado  por  el  gráfico  adjunto. 


(Í3)  H(t)  esta  dado  por  el  gráfico  adjunto,  calcular  L{2  cosh  4t.H(t)}. 
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Calcular 


L{ 


eb,HU) 

(1-e**)4 


} , donde  H(t)  esta  dado  por  el  gráfico  adjunto. 


Hallar  L{F(t)},  donde  H(t)  esta  dado  por  el  gráfico  adjunto. 


© Si  F(t)  esta  dado  por  el  gráfico  adjunto  probar  que  L{F(t)}  = 


i +¿r 


s + - 


1 


-] 


senh(- -) 

2 


(l7)  Hallar  L{F(t)},  donde  F(t)  esta  descrita  por  el  gráfico. 
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Hallar  L{F(t)}  donde  F(t)  se  muestra  en  la  figura. 


Encontrar  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  onda  cuadrada,  mostrada  en  la  figura. 


y calcular  L{F(t)}. 


Rpta.  L{F(t)}  = — tgh(^-) 
s 2 


F(t  + 2)  = F(t)  graficar  F(t) 


Expresar  F(t)  en  términos  de  la  función  escalón  unidad  y obtener  L{F(t)} 

a)  F(0  = 


/ , 0 < r < 1 
4.  r>\ 


2 3 2 2 

Rpta.  /(í)  = -r  + <?’( V — -» 

s s s x 
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© 


© 

© 


b)  F(/)  = J 


t\  O <t  <2 
4,  2Zt<í4 
O,  t > 4 


2 _ ?c , 4 2 4<? 

Rpta.  f(s)  = --e  (-j+— ) 

J'  S 5 


-45 


C)  F(/)  = 


d)  F(/)  = 


/2,  O < / < 2 

1-1,  2 < r < 3 Rpla.  = + 

O,  o 3 *'  5 * 


r,  0 < / < 2 

4/,  / > 2 


Rpta.  f(s) 


Expresar  en  términos  de  la  función  escalón  unidad,  las  siguientes  funciones  y hallar  su 
transformada. 


a)  F(t)  = 


r,  0 < / < 2 


b)  F{t)  = 


4 U t>  2 

Determinar  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  F(t). 

{1  t £ n 

, i b)  F(t)  = 

sen/|,  t > k 

2,  0 £ t<,  3x 


sen/, 

0 < t < 71 

sen  2/, 

sen  3/, 

t>2n 

í2. 

K 

t < — 

2 

¡COS/¡, 

n 

t > — 

2 

Hallar  L{H(t)}  donde  H(t)=  u . 

COS/|,  />3  X 

Calcular  L{t2~*  sen  3/./¿(/ - 2)} . (26. 


Evaluar  sen /.eos /.//(/  -4)} 


Calcular  L{- — - — sen(/  -—).//(/ -y)} 

© 

e2t -e~2t  x x 

Evaluar  L{ — sen(/  -—).//(/  - —)} 

@ 

Hallar  L{|t-|t-l||} 

© 

1, 

Hallar  L{F(t)>  si  F(í)=  . 

¡sen2/|,  t>  la 
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{31) 

(32) 


Calcular  L{U(t 3 - 6t 2 + 1 1/  + 6)}  y graficar  la  función. 

Calcular  L{sen  (t  - 7t)}  (33)  Calcular  £{|r-2/2-/|} 


Calcular  L{te~s‘  J ív+5>(|.t-1|-1)¿v}  @ Calcular  I{/sen |[|/ -9 1]| //(«•' -I)} 


f ■ 


Calcular  L{  I e^4'*'1  ju(u2 -l)du\ 


37)  Calcular  I{— //(|r-l|-l){ 


(38)  Calcular  L{  \ e~i,+u p{\t  -3|  -2)dt]  @ Calcular  L{p(sent)} 

J-lüf 


Calcular  L{  |°  te~l0,+"/j(ir  -l)du}  ® Calcular  L{tn  fj(t  -2)} 


, 


Calcular  L{- sen/.cos(/  - n)ju(i )} 


í 


Calcular  ¿1  -4) 

( u-2)- 


Calcular  Z{— — — — — 2/r)} 
t-2n 


Rpta.  f(s)  = e 2jTS  arctg- 


Calcular  L{r eat  ¡u(t  - a)} 


ta(2a-s ) 


Rpta.  f(s)  = - •-($”  + 4as  + 4a  -2) 

(J  + 2)J 


46J  Calcular  /.{ 


-e 


-p(t-a)d.x} 


Rpta.  f(s)  = ln 

s 


s + 1 


s - 1 


, s > 1 


(47)  Calcular  la  transformada  de  Laplace.  L{11  cost.(t  -n).¿i(t  -2n).fu(t  -ln)} 


t eos  / 

48)  Calcular  L{  ■ fj(t)} 


Rpta.  f(s)  = -e  7w.77;r( S—^LÍ ) 

(s  - ln  7)2  + 1 

(.v  * ln9)2  —I 


Rpta.  /(*)  = 


((5  + ln9)2+l)2 
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49)  Calcular  ¿{cos|/r- 1\] 


Rpta.  f(s)  = — - 


s’  + 1 


50)  Calcular  ¿{sen|/r-/|} 


1 - le~*% 

Rpta.  /(*)=  — 

s*~  + 1 

(?T)  Hallar  L{a-tp(t -a)}  donde  “a”  es  una  constante  positiva. 

Rpta.  = - + 


' -4Ü  _ -O* 

a e 


52)  Hallar  L{t-t-a} 


Rpta.  /(i)  = 4-“'--— - 
5“  -y  5_ 


53)  Calcular  ¿{r  -4r/y(í-2)} 


Rpta.  /( j ) = 4r  (1  - 2e~2s  + 2e~4' ) 


(54)  Calcular  la  transformada  de  Laplace:  L{t.e  bl  j*  e"’  '/r(|ar-l|-l)ú!x} 


Rpta.  /($)=“ -(s<?  3 +9e  s 3 + 4e  s ~s) 

(5  + 3) 


2/  -2/ 
r -re 


Calcular  L{- — — — sen(r  )cos(í  — — )/u(t )} 

4 ' 444 


Calcular  L{r  2 sen  í.  eos 


57)  Calcular  L{\4-\t2-\l 


_ , , . (e  cos(t-7r)  1 1 

Calcular  L{ — — -p(t  - .7“)} 

(1  - * ( )4 


(58)  Calcular  ¿{sen  -4)} 


(óü)  Evaluar  si  existe  ¿{-^-(  í>  e4t  |v2  - l|í/v)}  sin  derivar. 


6l)  Evaluar  si  existe  L{ 


f e- J" 


eos  v./i(v"  - l)dv} 


-12/ 
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@ 

Evaluar  L{  J t e4'  |*/2  - l|¿«} 

® 

Calcular  I{|r-l|} 

© 

Evaluar  L{r  p (v-4)"  ln|v-4|//(v-4)¿/v} 

© 

Evaluar  L{  dv  j"  F(u)dit}  si  F(t)  = H(s) 

Evaluar  L{tn  lnjrj} 

© 

© 

Evaluar  L{p(t 3 -2/ 2 +0} 

Calcular  la  transformada  de  las  funciones. 

® 

Evaluar  L{e2'in  ln|/|} 

a)  F(t)  = 1 + [|/  - 1|] 

b) 

G(t) 

= <-i)M 

© 

Evaluar  L{n' e~'  f cos3(v-l)//(v3  -l)rfv} , 

donde  ja  es  la  función  escalón  unitario. 

© 

Sea  n > -1,  n real,  calcular  L{te  2l  J*  u"  ln |r/ 

| du} 

@ 

Si  L{F(t)}  - f(s),  calcular  ¿{^í 

r 

@ 

Calcular  L{t2 e 5fp(t2-\)} 

© 

Calcular  L{te~5'  J e**5' fi<\x-\\-\ )dx} 

® 

Calcular  L{Jt  cosí32} 

© 

Evaluar  la  integral  ¿{sen6(¿  - 1 )ju(t2  - 1)} 

© 

i r 

Calcular  L{ — en  F(t!a)dt}  , a>0 

« Jb 

© 

Evaluar  L{t2e~4t  \ 4-  1 12- 1| } 

Calcular  L{t  Xgh(t)p(t  - 1)} 

^80)  Si  F(t)  = (t  -\)n/j(t-l) , calcular  L{F(t)}  Rpta.  f(s)  = 


éTT(w  + 1) 


, > -1  , 5 > O 


.n+ 1 


, n e Zq  , s > O 
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(8l)  Demostrar  que:  L{tk  tghf}  = y 


,íf  r(A'+l)  r(Ar  + l) 


(5  + 2«)a+1  (s  + 2n  + 2)‘ 


/?=0 


k t 1 I 


Calcular  } , Vk.  Rpta. /(.s)  = 


oc 


r(*+i) 


«=0 


oc 

^m-ivo+k) 


(( jfí  + 5 + 5) 

k\ 


A+l 


, si  k > - 1 


/)— o 


(6/2  +5  + 5) 


— , si  k e z0 


(83)  Calcular  L{te61  senhyfí} 


n>i  t ' > 


Rpta.  f(s)  = 'S~' — 


»i«0 


84)  Demostrar  que:  L{tn } = 


($5)  Calcular  L{t ”  1  2J„(a-Jt)} 


r(«+i) 


w+1 


, si  n > - 1 , n g R 


n+\ 


, si  n e Zq 


-ít  /4s 

Rpta.  s > 0 

• 5 


1 1 2 

Demostrar  que:  L{J  0(t)  sen  t}  = — — ==sen(— arctg(— )) 

yfsyjs2  + 4 

1 1 2 

Demostrar  que:  ¿{J0(Ocosí}  = ==-cos(^  arctg(  )) 

\[s\]s-+  4 

Calcular.  Z.{e“20'  J0(í  - 4)  sen(í  -4)t/(f  - 4)}  (89)  Evaluar  L{J0(r)cosí.cosh  í} 

Sea  L{F(t)}  = H(s),  probar  que:  L{t,vl  I u~n  2Jn(2yfut)F(u)du}  = — — 

Calcular  L{te  1 yo(t/)sen  u.du} 


Si  H(t)  = eJfJ0(4t) . Calcular  L{H$ } 
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93;  Hallar  L{t  J0(Át)} . 


^ (5¿+A2)3  2 


f~y  ■> 
c{s-\ s~  +a*” ) 


Demostrar  que:  ¿{y0 (ay]t(t  + 2c)}  = 

(s-+a-y¿ 

Evaluar  L{  ^t6l  J0(5(t -4)¿i(t -4)dt}  (96)  Evaluar  L{t  e~]0t  J0(t) cosí} 

Evaluar  L{  j^J0(2yju(t-u))F(u)dudv}  si  L{F(t)}  = H(s) 

Calcular  L{Jx(t)} , L{J2(t)} , L{J„(t)} 

Calcular  ¿{  e_20'y0(¡í)sen/(í/¡/} , si  existe. 

_ r í r / C ^ U lníí  + 1) 

Demostrar  que:  L{Ie(t)}  = L{  I du}  = 

J u 2 

-4“ 


101)  Demostrar  que:  L{Ic(t)} 


eos  u ln  (s  + 1) 


du}  = 


Demostrar  que:  Jp e~' ( \ -J0(t))dt  = ln(l  + %/2) 

103)  Demostrar  que:  a)  J J0{t)dt  = 1 b)  e ' J0(t)dt  =^- 


Calcular  J te  i'J0(4t)dt 

i 

1 


Rpta.  — : — 

125 


Probar  que  j J0(at)cosbt dt  =—  ==^ » cuando  0<b  < a,  y tiene  valor  cero  cuando 


4a^l 


b>a. 


Demostrar  que:  jQ^Át^dí  — # 


592 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


Calcular 


í 


a)  tJ0(Át)dt 


b>  i 


/ J]  (At)dt 


Rpta.  a)  O 

Calcular  I J $(u)J - u)du 


b)  -T 


1_ 

A2 


Calcular  ueu  J0(au)du 
Demostrar  que:  x2ne  ' dx  = ■ 


Rpta.  y0(/)-cos/ 


Rpta. 


,3.5.7...(2rt-l)Ví 


V>  + l 


Calcular  las  integrales  siguientes,  a)  | sen  tdi 

„ , r(l/3) 

Rpta.  a)  — 

Demostrar  que:  T(«)  = 2 ]e 

r u sen  u n aí 

Probar  que:  I —du=—e 

Jb  1 +u~  2 


b) 


Jp  eos  tldt 


Demostrar  que:  I xm (ln  *)”  dx  = ^ **  , nez+,m>-\ 

1 (m+ir* 


* í 

= r 


n t . , , 2W  |r(l/4)r 

Demostrar  que:  I J0(x  )dx  = - 


Calcular 


r tuF{u 

1 n«+ 1 


4/r 


du  , u e R,  u > -1  si  L{F(u)}  = H(s) 


Calcular  la  transformada  de  Laplacc  ¿{re 


f2' 

1 I Mu~ 


4)sen(n  -4 )U(u2  -16 )du) 
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H8)  Calcular  la  integral  tme  a'  dt , m,n  >0,  a > 0. 


(¡3> 


Rpta. 


r<— ) 

n 


m + 1 


na 


H9)  Calcular  jV'(ln/)"f//,  n e z* , m > -1 

©Calcular  f , = 

i,  V3-cosr 

(Í21)  Demostrar  que:  j*  ^ —A  = -^=- 

I- 

r * 

Jb(f  + lXr(l-0),/5 

í * 

* I 


Rpta. 


Wgjg 

(w+ir1 


Rpta.  — 

2V2  4 2 


(123)  Calcular  I (a4 -jr4r1/6¿r 


(m)  Calcular  jT f(7 -/)(/- 3)]^° dt 
/; rr(l/4) 


Rpta. 


4ar(3/4) 


124)  Calcular 


Rpta. 

V3 


125)  Calcular 


(f  + l)3vr  (1-0 


Rpta. 


,T\'4 

"7T 


I 


126)  Expresar  sen"  .xé/x  , mediante  la  función  gamma. 


Calcular  las  siguientes  integrales. 
dx 


a) 


í 


Vi  -Xa 

« í! 


, a > 0 


tg2"  1 x¿/x  , 0 < n < 


b) 


x2"  V# 2 - x2  dx  , a > 0 

í 


d)  I x”  l(l-x)w  1 f/x,n,m>0 


(!5  Mostrar  que: 


a. 


f • J 

8>/2 


b)  J*  ,vV‘VrfK  = 


594 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


c) 


P'! 


36 


Calcular  las  siguientes  integrales 
dx 


a) 


f 


x“(\  + x) 


O < a < I 


Rpta.  a) 


K 


ser ií 27t 


b) 


b) 


r/2 

s¡  tgxdx 


(l30)  Demostrar  que  si  /,  = f —¡===  - , /•>  = \ -y--í==  entonces  /,./2  = 

w 1 i.  * 1777 


7-x ' 

Calcular  los  integrales  siguientes 


c) 


i- 
f 


dx 

Tx 


(x  + l)2e" x dx 


b) 

d) 


I 

Í7 


e-^dx 


j ~ „x\nc 

dx  sug.c  — e 


Rpta.  a)  T(-) 


1 5 4 

c)  -+n-)  + r(-) 
3 3 3 


1 


Si  /r(0  = -p  . t >0  , G(0  = 
sjt 


b)  2 

r(c+i) 


d) 


(lnc) 


C + l 


, 0 < r < 1 

yjt  . Demostrar  que: 


133)  Calcular 


0 , t <1 

F(t)*G(t)  - ;r-2arctg  -1) 

tdt 


;ular  I - 

X l 


Rpta. 


+ / 


;r 

3>/3 


f 


Demostrar  que : I x eos  r5  dx  = 


3>/3.r(i) 
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(l35)  Calcular  lm  - J (I  - 


t2)"  dt 


Rpta. 


y¡7T  T(«  + l) 


136)  Calcular 


f 


^ (sen  é»)2"'"1  (eos 9)2n~'d0 


(asen7  8 + bcos2  9)'*'" 


m,n>  0 Rpta. 


2 anb" 


1 . *n- 1 


1 371  Demostrar  que 


r r 1 +/ 

I (1 + om 


- dt  ~ 28{m,  n ),  m,  n > 0 


138)  Calcular 


í 


(a+'')",+" 


dju,sim,n>0  Rpta. 


V'(  i -//)-• 


I39y  Calcular  |— — - — dp,simyn>0  Rpta. 


(a  + cft) 

© 

Probar  que 

f ln  tdt 

n24 2 

1 i f4 

16 

© 

Demostrar 

q„e  | 

oc  *1-1 

—dt  = 

1 1 + / 

rwo- 

P)= ~JL- 

, 0 < p < ] 

rm  (1 4-  r)n 
J3(n,m) 

/i  L*  \m+n 
a C (H ) 

C 


0 < n < 1 sin  usar  la 


sen  pn 


j 22,”+i(-1  )m+'yfñn'. 

Demostrar  que:  i i-m — ) = ,mez 

2 (2/?  + l)! 


■ > |r(3)r  rl 2 

143)  Pruebe  que ■ 


r<i) 

O 


144)  ¿Es  cierto  la  identidad  siguiente?  r(/i)  = .- 


Ar,£) 


2‘-".cos^r(l^) 
2 2 


si  es 


propiedad 


afirmativo 


demuéstrelo 
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Verifique  que  I — -1-1- <it  = i (i  - ,")r( i - />>.  |p|  < i 


Calcular 


Jo  (a  + 


{l-fif-'dM 


(a  + u(b-a))n 


Rpta. 


fi(nt.n) 

m in 

a b 


l 

c . . A f *mdt  , * , r 

Si  m > 1,  demostrar  que  I — — = ;r  sec( ). 

J,  r*  +r"  2w  2m 


Si  |/7¡  < 1 , calcular  f (— — )p . — — — ,a>  0 

J[.  1 -r  (fl  + r) 


Rpta. 


a'  /?;r 


(a  + l)/,+i  sen  yP/T 


J> 


Calcular  í°(i+0  * 


Rpta. 


2r(g  + 1)  r(— ¿» — a — i > 

ñ-b) 


Calcular 


í 


r/  cosh(2 aO)dO 
(cosh  0)b 


Rpta. 


2wr(a  + ^r(*-a) 

roo 


Verifique  que.  22p~l  H p)V(p  + -i)  = Jñ  Y(2p) 


Si  sen(— ). sen (—)... sen (— — -z)  = = 2,3...  Calcular  T( — )T(— )....r( ) 

~ • — — *-* 


m m 


-)r(— )....r(— ' 

m m m 


í 


Probar  que  I ln(r(í))^  = - ln(2;r) 


Rpta. 


4 m 


Si  -\  < p <2  , evaluar  | 1 — — — dt  Rpta.  2P  ' J3(  2 -/?,/?  + 1) 


í- 


d + O 


1 (—  2)™  yj 71 

Mostrar  que  : r(— m+—  ) = 

2 (2w  - 1)!! 
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& 

íís?) 


Mostrar  que:  T (m  + “)f  - (-1)™  n,  m = 1,2... 


w ITV!xl2  4.6.8.10.12.14... 

Verifica  que  i(— )]  = 

4 5.5.9.9.13.13.17.17... 


(Q)  Calcular  J* 


dt 


sj/r 

Rpta.  — /T  eos  ec{p7i\  c tg 


159)  Verificar  que 


,T 

f 


dt 


infij2 

4 

serr^^  4>/* 

2 


^60j  Calcular  J^“  ln|sen/|d/ 


Rpta. In  2 

2 


16l)  Demostrar  que:  f(/?  + 1)=  ^2/r  p{-~)p  ,p  e Z+  , p -»  c 


D , r,  I,  (2 «)!n/t  4 

Probar  que:  r (m  +— ) = vneZ 

2 4”n\ 


163)  Demostrar  que  para  //  > 0 


Jrsení/y  _ 

) fir  " 


7T  , 


164)  Demostrar  que 


1 r 

' r»  J,  (e'-\ 


f- 


-)r/¿  — / — , w > 1 

-1 

K=] 

r(«+—  )r(« — -) 


Demostrar  que:  I senx"dx=  — ( — 

1 2/i 


*4 


r(«— ) 

n 

r(^-)r(2n-^-) 

2r/ 


(l6ó)  Demostrar  que:  I cosxndx  = — ( — — — — 

X 2n  1* 

I ( n ) 

n 


) 


Calcular  f Rpa.jlW=£ 

* m=0 


( ) ) ^ 1 


w!(ra  + l)!  2 
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© 

Calcular  J /i"  ¡e 

ñ 

u J0(r-p2)dp  para  todo  n en  R - {0} 

% 

r 

Rpta.  

n 

© 

n 

Demostrar  que: 

sen(rsen2  0)d0  = ~ sen (”)^0(~) 

Evaluar  la  integral 

j"  JQÍM2)du 

© 

Evaluar  la  integral 

r j0[v*  )dft 

© 

Si  \p\  > 1 , calcular 

sen  xpdx  usando  transformada  de  Laplace 

© 

f 1 

Verificar  que:  | 

ln  (f  (fj))d p = t ln  t - 1 + y ln  (2/r) 

© 

Verificar  que: 

I ln (f  (fi))d n = ln[/' .(f  + l)'+l.(í  + 2),+2...(í  + n- l)f+"_l  e~"‘  -e  2 ' (2tt)2  | 


Probar  que:  J j (.v)  = / eos* 

V** 


^7ó)  Probarque:  Jn(t)=—  f cos(/7^-/sen^)^- — e n 0 >en  K*d$ 


177)  Demostrar  que: 


%n)  j 


J | F(x,y)(l-x)m-ly"'(\-y)n-'dxdy  = B(m,n ) \ F(u)(\ -u)n,+"  ' du 

JP 


2 ^ 2 i 


Si  x,y  e + , calcular  | lv2w  [dxdy  , tal  que  D = {(a\>0  e (./?+  )2  fx  +y¿^cz} 


Rpta. 


c2/^2/7r(w)r(Ai) 

4r(w  + n + 1) 
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1^179}  Demostrar  que:  J3(t)scnt  - J ^(t)cost  = 


\-z¡ 


[180)  Demostrar  que:  JQ  (/)  = -/„+¡ (/)] 


181)  Hallar 


r/t.Y-./,(2.v» 

dx 


Rpia.  xJ3(2x) + 2x2  J2(2x) 


^ 7 dJn(x) 

182}  Demostrar  que:  d (x~J  p_{(x)Jp+[(x))  = 2x“Jp(x) — — — 


^183}  Demostrar  que:  J p(x)  = J f^](x)-  — J p(x) 


(l84J  Demostrar  que:  J p(x)  = ~J p(x)-JpM[(x) 


185)  Demostrar  que: 


d\xJp(x)JpJrl(x)\  t r2 


dx 


=x\j%(x)-rp+](x)\ 


. S 4 

86}  Demostrar  que:  J2(x)  = ( — r-l)J,(x) — y0(x) 

.v~  x 


f \ 4 2 

\1£7}  Demostrar  que:  J2(t)  = ( 1 — -)Jj(/)  + — J0(x) 


^188}  Demostrar  que:  — (x~pJp(x))  = x~pJp^(x) 

( 189;  Demostrar  que:  J_n (x)  = (- 1 )"  Jn (x),  V neZ 

@ Expresar  ./4(ax)  en  función  de  J0(ax)y  J{(ax) 

48  8 24 

Rpta.  J4(ax)  = (— r—r )J\  (ax)  - - 1)/0 (“) 

a x ax  a x 


191)  Demostrar  que: 
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a)  LU„ (')}=  — s>0 

.9  2 


b)  Z.{/t,,.(VM}  = ‘ — ,s>0 

S-JS  + 1 


4** 

c)  !{/„(«/)}  = — U-T>-s>0 

5 2 


C)  l.\í  \-^jr)\=- . S>0 

2 \t  S 


192)  Calcular  (senliü)1 (coshO)a  dO 


d)  L{fer(~)}  = — 

2 -Jt  S 


O H/er(yfí))  = ^= 


, s > 0 


\¡S  + l(yJs  + 1 + 1) 


I 


^93^  Calcular  J - dt 


194 ) Probar  que:  J ln  (F(//))c/ //  = / ln  / + (/  + 1)  ln(l  + í)  - 2t  + \n(2x)  - 1 

^95)  Demostrarque  f- — — dt  ~ ln(l  + yfl) 

re2xdx  f e2xdx 

\ - , V a > 0,  V b > 0 b)  — — 

t:  ae*x  + ¿>  lx.(¿3x  + l)2 


196)  Calcular  a) 


Transformada  Inversa 
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CAPÍTULO  XII 


12.  TRANSFORMADA  INVERSA  DE  LAPLACE.- 

Mediante  la  definición  de  transformada  de  Laplace  se  tiene:  Si  /^[0,+og  >— » R , es  una 
función  seccionalmente  continua  y de  orden  exponencial,  entonces  3 L{F(t )}  = f(s) , 
ahora  invertiremos  el  problema,  es  decir:  dada  la  función  f(s)  queremos  encontrar  la 
función  F(t)  que  corresponde  a esta  transformada  y a esta  función  F(t)  se  llama  la 
transformada  inversa  de  f(s)  y se  simboliza  por  L~]  {/ (s)} , es  decir  F(t)  - L~ 1 {/ (5)} . 

2 

Ejemplo.-  Hallar  F(t)  sí  / (5)  = 

5 + 3 

Solución 

F(í)  = r' lf(s)}  = L~]{—}  = 2e'i'  de  donde  F(t)  = 2e-3' 

5 + 3 

Ejemplo.-  Hallar  F(t)  si  /(5)  = ^r-? — 

5^+4 

Solución 

F(0  = I''{/(5)}  = r'{^— } = } = -sen2r;  de  donde  F(t)=  -sen2í 

5"  +4  2 s‘  +4  2 2 

12.1.  PROPIEDADES  DE  LA  TRANSFORMADA  INVERSA  DE 
LAPLACE.- 

ler.  PROPIEDAD  DE  LINEAL1DAD 

Si  a y b son  constantes  arbitrarios  y f (s),  g (s)  son  las  transformada  de  F (t)  y G (t) 
respectivamente  entonces: 
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L-'  {a  f(s)  + b g(s)}  = aZT1  {/(s)}  + bL~'  {g(5>}  = a F(t)  + bG(t) 

Demostración 

Mediante  la  propiedad  de  linealidad  de  la  transformada  se  tiene: 

L {a  F(t)  + bG(t)}  = aL{F(t)}  + bL{G(t)}  = a F(s)+bG(s) 

Es  decir  que:  a f (s)  + b g(s)  = L{a  F(t)  + b G(t)} , tomando  la  transformada  inversa  se 
tiene:  r'{a  f(s)  + bg(s)}  = aF(t)  + bG(t)  = aL-]{f(s)}  + bL~'{g(s)} 


Ejemplo.-  Sí  /(j)  = -!-  + -J — . Hallar  F(t) 

s1  s1  + 9 5-2 

Solución 

F{t)  = {/(5)}  = L-'{\  + = L-'  - L ' - 3ZT1  l-U 

r+9  s-2  s 2 s2  + 9 s-2 

= f + — sen  3/  -3e~ 

3 

2da.  PRIMERA  PROPIEDAD  DE  TRASLACIÓN 

Sí  Ux  {f(s)}  = F(t) , entonces  Z/"1  {f(s-  a)}  = eat  F(t) 

Demostración 

Se  conoce  que:  Si  L{f(t)}  = F(s)  =>  L{eal  F(r)}  = f(s-a)  de  donde 

eat  F(t)  - L~]  {f(s-a)}  otra  forma  es: 

f(s)=  jT  e~s‘F(t)dt  =>  f(s-a)=  £ F(t)dt  = J e s,.ea,F(t)dt  =L{ea,F{t)} 

por  lo  tanto  f(s  -a)  = L{eat  F(7)}  de  donde:  L 1 {f  (s  - a)}  = eat  F(t) 


s-2 

(s-2)  +9 


Ejemplo.-  Hallar  F(t)  sí:  f(s)  = 


Transformada  inversa 
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Solución 


F(t)  = L~l{f{s)}  = L-'{-  S 2 


-}  = e2T'\— } = e2'  eos  3 1 


(s  - 2)  + 9 -?*  +9' 

3era.  SEGUNDA  PROPIEDAD  DE  TRASLACIÓN. 


Sí  L 1 {/(*?)}  = F(t) , entonces  L [{e  oí/(j)}  = 


F(t-a),  t > a 
0 , t <a 


Como  f(s) 


-P- 


Demostración 

F(t)dt , entonces  multiplicamos  por  e 


e~asf(s)  = J e~as .e-sl F(t)dt  = £ . 


-s{,+a)F(t)dt 


Sea  t + a = u =>  dt  = du;  Cuando  t = 0 ; u = a y cuando  t — > +x  ; u — > +oc 
É?~ttV/(5)=  e~s{t+a)  F(t)dt  = | e~st,F(u—  a)du  — e_5M  F{u  — q)dn  — jj^ F{u—a)du 

= | e~SttF(u-a)du=  £ <T"F(/ = L{F(t-ci)} 

4ta.  PROPIEDAD  DE  CAMBIO  DE  ESCALA.- 


Sí  r'{/(s)}  = F(/), entonces  Zr'{/(fa)}  = }f(|) 

k k 

Demostración 

como  7(5)=  J%  t,F(r)dt  ^ /(A.v)= 


e^Findt 


# . da  , , fi 

sea  ií  - kt  =>  di  - — donde  f = — 
k k 


/,fa,  - ['  * y f - i««í" 
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entonces  : 


l '{/(fo)}=|F(f) 

k k 


Ejemplo.-  Hallar  F(t)  sí  / (5)  - — - 

95*  +1 

Solución 

Sea  L — } = senr  =>  L '{ \ } = -sen  — 

5?+l  (3s)-  -t-1  3 3 

12.2,  TRANSFORMADA  INVERSA  DE  LAPLACE  DE  LA  DERIVADA. - 

Teorema.-  Sí  L~]  {/(.?)}  = F(t)  entonces  L~[  {/ íw)(5)}  = (-1)"  tnF(t) 

Demostración 

como  L{tnF{t)}  = (-1)”  —L{F{t)}  = (-1 Y fn\s) 
ds 

tomando  la  inversa  a ambos  miembros.  L~]  {/(/,)(5)}  = (-1  )n  tn F(t) 
i 5 + 2 

Ejemplo.-  Hallar  ¿_,{ln( -)} 

5 + 1 

Solución 

como  L{t  F(t)}  = -f'(s)  =>  r'{f'(s)}  = -tF(t)  =>  L~]  {/' (s)}  = -tL~' {f(s)} 


Luego  L ’{/(5)}  = --¿  '{/'(s)},  aplicando  este  resultado  al  ejercicio  dado. 
t 

1m  + r-lí.-/.  . .x  i-/-  , _ 1 / „-2i  e 


r'{ln( -)>  = Z.  {ln(s  + 2)- ln(j  + 1)}  = — (e  -e~')  = 

s + 1 t t 


12.3.  TRANSFORMADA  INVERSA  DE  LAPLACE  DE 
INTEGRALES.- 


LAS 


FyD 


TEOREMA.-  Si  L~]  {/(j)}  = F(t)  entonces  L'' { J f(u)du}  = — ^ 
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como  L{F(7)}  = f(s)  =>  /. 


Demostración 


i— j— i = | f{u)du 


l 


de  donde  al  tomar  la  transformada  inversa  se  tiene.  L 1 { f(u)du}  = 


Ejemplo.-  Calcular  la  transformada  inversa  de  L ‘{  I — 7— — r} 

Jv  s~  + a ’ 


FU) 


Solución 


Sí  L{F(t))  = f(s)  =>  L{ 


>í 


f(s)ds , de  donde  L { f(s)ds}  = 


f 


Lueeo  si  L '{/(s)}  = F(t)  =$  L !{  f f(s)ds}-^-^~  aplicando  el  resultado  al  ejercicio. 

Jv  ' / 


, 1 > sen  at  u f ds 

i ! 7}  = =>  L í ! - — -)  = 


sen  at 


s~+a~  a 


X s~  + a~  ai 


12.4.  TRANSFORMADA  INVERSA  DE  LAPLACE  DE  LA 
MULTIPLICACIÓN  POR  S.- 


TEOREMA.-  Sí  L~'  {/(i)}  = F(t)  y F(0)  = 0 entonces  = F'(t) 

Demostración 

como  I"'{/(5)}  = F(í)  =>  L{F(t)}  = / (s) , de  donde 

L{F(t)}  = s¿{F(/)¡ - F(0)  = sL{F(t)}  es  decir:  L{F  (t)}  = sf(s)  entonces  L~]  {sf(s)}  = F(t) 

Ejemplo.-  Hallar  i { — } 

(s  + 1)- 


Solución 


L {- 


} = {— 1 


#4e* 


de  donde  L ( 


(<+ir 


r>  = 


,V' 


24  24 


24 
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12.5.  TRANSFORMADA  INVERSA  DE  LAPLACE  DE  LA  DIVISION 
POR  S.- 


l,/(s)  r 


TEOREMA.-  Si  ZT1  {/(*)}  = F(t)  entonces  ITl{^-±}  = 

5 

Demostración 


r<“ 


)du 


como  L {/(•?)}  = ^(0  =>  = /(*y)  de  donde 


L{  f F(u)du}  = ^-  =>  \ F(u)du 

Jb  s s 


Ejemplo.-  Encontrar  ZT1  {— ln(l +-—)} 

^ s * 

Solución 


, 1 I ? 7 1 J 2s  2 1 ^ 2(1 -eos/) 

ZT1  {ln(l  + 4)}  = ¿ {ln (s2  + 1)  - ln  s2 } - — ZTl {- } - — (2cos/ - 2)  = — 

¿r  t . sr+l  s t t 


_jflwi  1 u_  r 2(1- COS  w) 
"3*  *>  — * 


r‘{-ln(l 

5 s~  Jo  11 


du 


12.6.  TRANSFORMADA  INVERSA  DE  LAPLACE  POR  EL  METODO 
DE  LAS  FRACCIONES  PARCIALES.- 


P(s) 

Las  funciones  racionales  , donde  P(s)  y Q(s)  son  polinomios  en  las  cuales  el  grado 

Q(s) 

de  P(s)  es  menor  que  el  grado  de  Q(s),  pueden  expresar  como  una  suma  de  funciones 
racionales  simples,  aplicando  el  criterio  de  descomposición  estudiado  en  el  caso  de  las 
integrales  de  funciones  racionales. 


Ejemplo.-  Hallar  L '{  2^5  --} 

(s  - 2)(2s  - l)(s  + 1) 

Solución 

1 ls"  - 2s  + 5 A B C A(2s  - 1X$  + 0 + - 2)(s  + 1)  + C(s  - 2)(2j  - 1) 

-H + - * 


(s-2X2s-l)(s  + l)  5-2  25-1  s- 


(s-2)(2j-1)(5  + 1) 


Transformada  Inversa 
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1 \s ' - 2s  + 5 = A(ls - 1)(5  + 1)  + B(s - 2)(s  + 1)  + C(s - 2)(2s  - l) 

II52 -2s  + 5=A(2s2  +s-[)  + B(s2  - s-2)  + C(2s 2 -5s  + 2) 

As2  -2s  + 5 = (2A  + B + 2C)s2  +(A- B-5C)s- A-2B  + 2C 

2A  + B + 2C  = \\  A=5 

A - B — 5C  = -2  =>  5 = -3 

-A-2B+2C  = 5 C = 2 


r'{ — - — } = — ■ t — > 

(5-2K2í-1X*  + 1)  5-2  25-1  5 + 1 

= 5¿“‘{— ^ } --I-1 {—!—}  + 2ZT'{— } =5e2'  +2e"' 

5-2  2 1 5 + 1 2 

5 

2 

12.7.  TEOREMA  (FÓRMULA  DEL  DESARROLLO  DE  HEAVISIDE).- 

Sean  P(s)  y Q(s)  polinomios  en  los  cuales  P(s)  es  de  grado  menor  que  el  grado  de  Q(s).  Si 
Q(s)  tiene  n raíces  diferentes  ax , a2 , . . . , an ; entonces 

r \.P(s)  y P(ak)  ¿Ukt 
Q(s)  ^fdxcck) 


Demostración 

Si  el  polinomio  Q(s)  tiene  n raíces  diferentes  ,a2  ; por  lo  tanto  de  acuerdo  al 

método  de  la  descomposición  de  las  funciones  racionales  se  puede  expresar  así: 

4— +-4l_+  .4— ...(i) 

Q(s)  s-a{  s-a2  5-a¿  s-aa 
a la  ecuación  ( 1 ) multiplicamos  por  s - ak , es  decir: 


P(s) 

Q(s) 


(5  - ak ) = 

s -a j 


A , 


■ + ...  + * 


- + - 


—)(s~ak) 


s - ak 


s -a . 


...  (2) 
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ahora  tomando  límite  cuando  s —>  ak  y aplicando  la  regla  de  L ’Hospital,  se  tiene: 


A 


lim 


Hs) 


'-»«*■  Q(s) 


(*-«*)  = 


lim  P(s ).?—^ 

£>(í) 


s — o.  2 

= lim  P(s).  lim  - — — = lim  P(s).  lim  P(s).  lim  = P(ak). 

s~>ak  Q(s)  a-*ak  i ->a<-  s-*ak  Q\s)  Q\ak) 


Pi  ak  l 
Q\ak) 


Ak  ~ 


P(ak) 

Q'(ak) 


...  (3) 


reemplazando  (3)  en  ( 1 ) se  tiene: 


P(s)  _ P(a ,)  _J P(a2) 1_ 

Q(s)  Q\a¡)  s-a,  Q\a2)s-a2 


Pian)  1 
QXa„)s-a„ 


; tomando  la  inversa 


lQ(s)  *£?'(«i)  *~a\  Q\(*i)  s~ai  £?'(«„)  s~a« 

_ PjOi  ) a^i  Pja^ ) q-)f  /3( 

~ 0Xa2)  " £’(«„) 

•^(5^  L^QXak) 

Ejemplo.-  Calcular  L '{ } 

l(5-2)(5  + l)(s  + 3) 

Solución 


g(5)  = (j-2)(5+l)(5  + 3)  = 53  +2s2  -5s-6 

0'(5)  = 352 +4í-5  =>  (?'(2)  = 15,  g(l)  = -6.  O' (-3)  = 10 

P(s)  = 19s  + 37  =>  P(2)  = 75  , P(-l)=18,  P(-3)  = -20 

L~'{ 


195  + 37 


, P( 2)  v P(-l)  . 

-}  = e + e + 


(s-2)(s  + 1)(5  + 3)  QX2)  0'í-l)  Q\- 3) 


F(~3)-  <T3'  = Se1'  - 3e~'  -2c"3' 
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P(s) 

OBSERVACION.-  Supongamos  que  f(s)  = son  polinomios  en  donde  el  grado 

0(s ) 

P(s)  es  menor  que  el  grado  de  Q(s),  pero  en  este  caso  Q(s)  = 0 tiene  una  raíz  “a”  de 
multiplicidad  m,  mientras  que  las  otras  raíces  b}  ,b2  son  todas  distintas  entre  sí. 

Entonces  se  tiene: 


O f(s)  = 


P(s) 

C(^)  (s-a)m  ( s-a f 


4 „ + 4 + J 'él 


s-a  s — b\ 


s — b„ 


1 dk 

ii)  Ak  = Iim  — — .—r(s-aYf(s)  , k=  1,2,... jn 

á-#ar(/c-l)!  ds 


Entonces  la  transformada  inversa  es: 


Q(s ) (ro-1)!  (m- 2)1 


: + Am)+B +B2e 


h< . 


...+  5..eV 


12.8.  LA  CONVOLUCION.- 


a)  Definición.-  Sea  F y G dos  funciones  continuas  por  tramos  en  cada  intervalo 
finito  y cerrado  0 ^ t ^ b y de  orden  exponencial.  La  función  que  denotaremos 
por  F*G  y que  viene  definidas  por: 


F(t)*G(t)=  J F(u)G(t-u)du 

recibe  el  nombre  de  convolución  de  las  funciones  F y G. 
Ejemplo.-  La  convolución  de  F(t)  = el  y G(t)  = sen  t es: 

e'*sení  = sen(í  -u)du  = eli (sen t eos u -sen u, cosí )du 

= jf  eli  sen  t eos  u du  - elt  sen  u eos  t dii 

rsen  t . u u . cosí  ] u u X1  /' 

= [— ^—  (e  cosu  + e sentí) — (e  sen u - e eos u)]/ ^ 
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= ~[sen/e'  eos / + sen 2 te 1 - eos te1  sen  / + er  eos2  /]  - — |sen  / + cos/| 

el  *sen/  = — -sen/-cos/) 


1 . , 

= — \e  -sen/-cos/ 
2 


12.9.  TEOREMA  DE  LA  CONVOLUCIÓN.- 


Sean  F(t)  y G(t)  funciones  continuas  por  tramos  V t £ 0 y de  orden  exponencial,  entonces: 
L{F(t)*G(t)}  = L{F(t)}.L{G(t)}  = f(s).g(s) 


Demostración 

Sea  f(s)  = UF(t)}=  \e~saF{a)da  ; g(s)  = ¿{C(/)}  = f e~s/}F(p)dp 
f(s).g(s)  = ( Jf e~sa F(a)da)(  Jf  í f RaW- 

"P)G(j3)d/3 

dejando  a fijo,  hacemos  t = a + p,  dt  = dp,  de  modo  que: 

f(s).g(s)=  f F(a)da  f e~siG{t-a)dt 

J Ja 


J F(a)da  £ éfs(a+ 


En  el  plano  ta  estamos  integrando  sobre  la  región  sombreada,  como  F y G son  continuas 
por  partes  V t £ 0 y de  orden  exponencial  se  puede  demostrar  que  es  posible  intercambiar 
el  orden  de  integración: 


Transformada  Inversa 


611 


L{F(t)*G(t)}  = L{F(t)}.L{G(t)}  = f(s).g(s) 


Ejemplo.-  Calcular  L{  e'  sen(f-  u)du} 


Ejemplo.-  Calcular 


Solución 

Sean  F(t)  = el  y G(t)  = sen  t,  entonces  por  el  teorema 


/.{  \eusen{t-u)du}  = L{e‘}.L{sent}  =— 

Jo  S- 1 52+l  (i-l)(52+l) 

Nota:  e1  *sení  = ( eu  sen(t-u)du 


12.10.  TEOREMA  DE  CONVOLUCIÓN  PARA  LA  TRANSFORMADA 
INVERSA.- 


Suponiendo  que  L 1 {/(<>)}  = FXO  y L ] {g(s)}  = G(t) . 

Entonces  ZT1  {/(s).g(s)}  = J ^F{u)G(t -u)du  = F*G  donde  F*G  es  la  convolución  de  F 


y G. 


Demostración 


entonces  el  teorema  quedara  demostrado  donde  L{F(t)}  = f(s)  y L{G{t)}  = g(s) 


•*=0  J/=0 


=o  4/=o 


...  (2) 
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Consideremos  la  región  Rlu  sobre  el  cual  se  calcula  la  integral  doble. 


Haciendo  t = u = v =>  t = u + v 


ahora  a la  región  Rtu  la  transformamos  en  al  región  Ruv . 


donde  el  jacobiano  de  la  transformación  es.  J{u , v)  = 


d(u,t) 

d(uyv) 


du_ 

du 

du 

~v 

dt 

ÉL 

du 

dv 

por  lo  tanto:  SM 


-s(u+v) 


F(u)G(u)dudv ; ahora  definiremos  la  función  siguiente. 


*uv 


k(u,v) 


e's(u+v)F(U)G(v)  , si  u + vúM 
0 , si  u + v > M 


v 
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mM 

■“  Í.Í 


f 

Sxt  = | | k{u,v)dudv , entonces. 

L=  o 


lim  SM  = J | k(u,v)dudv  = J J e-s{u+v)F(u)G(v)ditdv  = ( f e~su F(u)du)(  e~svG(v)dv) 


üm  SM  = L{F(u)}.L{G(v)}  = f(s).g(s) 

M —>cc 


como  L{  | F(u)G(t  — u)du}  = lim  SiV/ 

M ->3C 


• ••(a) 

...  (P) 


por  lo  tanto  de  (a)  y (P)  se  tiene:  f(s).g(s)  = L{  I F(u)G(t -u)du} 


=4 


L~l  í f(s).g(s)}  = | F(u)G(t  - u)du  = F*G 

OBSERVACIÓN.-  La  convolución  de  F y G es  conmutativa,  es  decir  F*G  = G*F 

Ejemplo.-  Calcular  ZT’{ - — -} 

(5- 1)(5  + 4) 

Solución 


Sea  /(.$)  = — — y g(5)  = — - — de  donde  L 1 (f(s)}  = e{  = F(t)  y 

5~1  5+4 

L"1  {g(5)J  = e~4t  = G(í) , por  lo  tanto  por  el  teorema  de  convolución  se  tiene: 

I-1{ }=  f F(u)G(t  — ú)du  = f eu .e^-'^du  =e~At  \e*udu  = 

1(5-l)Ó  + 4)i  X X X 5 5 


Ejemplo.-  Calcular  L { 


(s2  + 4)2 


Solución 


(5*  +4)* 


s + 4 5‘  +4 


, de  donde  /(í)  = 


y g(-s)=- 


j2  +4  ^ s2  +4 
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por  lo  tanto  L {/($)}  = cos2/  = F(t)  y L {g(5)}  = eos2¿  --  G(t) 

r2 


r'{- 


— -}  = [ F{u)G(t -u)du  = fcos2w.cos(2f -2a)du 

r+4)-  4)  J, 


■í 


cos2u(cos2¿cos2w  + sen2rsen  2 u)du 


1 eos"  2 u du  -i-  sen  2 1 


= cos2í  I eos"  ludu  + sen2í  I sen  lu.cosludu 


^ t sen4í  ^ sen  2 / reos/  sen2í 

= eos  2t(—  + ) + sen  2 /(— ) = + 

2 8 4 2 4 


. /cos2r  sen  2/ 
' - 


12.11.  LA  FUNCION  ERROR.- 


A la  función  error  denotaremos  por  fer  y es  definido  por: 


fer(t)=7¿ 


é*  du 


al  evaluar  transformada  inversas  de  ciertas  funciones  simples  de  s se  encuentra  la  función 
error  por  ejemplo:  se  conoce  que  L~[  {— j=}  = ~j=  entonces  por  la  propiedad  de 

yJS  v 7Tt 

traslación. 


r'i  1 i.-C 
' 'vTT 


ahora  aplicamos  el  teorema  de  convolución  a la  transformada  inversa  de  L { — -} , es 


Syjs  + 1 


decir:  ¿'‘(-}  = l = F(r)  y ¿'  {-,==}= -7=  = G(f) 

5 


1 1-  L 

slxi 


!- Ldu 

Syjs*  1 A S xu  J . V/TM 


...(I) 
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Sea  u - x2  =>  du-2xdx-2y[udx\  para  u = 0;  x = 0 y para  u = t , x = Jt 
Luego  reemplazando  en  (1)  se  tiene: 

■■■  r‘{-L=}=f„(J¡) 

sfs  + 1 


L ’í — 4=í 

5 a/  5 + 1 


2 

_ 2xdx=—j=  I f‘  dx=fer(y[t) 

dXX  y¡7t  Jb 


12.12.  LA  FUNCIÓN  COMPLEMENTARIA  DE  ERROR.- 


A la  función  complementaria  de  error  definiremos  por: 
(f)*=l  "'du=  2_  | e 


12.13.  LAS  INTEGRALES  DEL  SENO  Y COSENO.- 


A las  integrales  del  seno  y coseno  se  definen  de  la  siguiente  manera. 


¡Át) 


fsem/ 
u 


du  ; Ic(t)  = 


í eos  u , 
i du 

i U 


12.14.  LA  INTEGRAL  EXPONENCIAL.- 


A la  integral  exponencial  se  define  de  la  siguiente  manera:  Ie(t) 


-f? 


du 


OBSERVACIÓN.-  Se  ha  estudiado  la  función  escalón  unidad  y su  respectiva 
transformada  de  Laplaee.  Ahora  expresaremos  la  transformada 
inversa  en  términos  de  la  función  escalón  unidad  y los  expresaremos  mediante  el  teorema 
siguiente. 

Si  L 1{/(^)}=F(r)  y c £ 0,  y si  a F(t)  se  le  asigna  valores 
(no  importa  cuales)  para  -c  < t < 0.  Entonces: 


12.15.  TEOREMA. 


L~x{e-csf{s)}  = F(t-c)^t-c) 
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1 é 

Ejemplo.-  Evaluar  L~  { 7! 

(s  + 2)1 


Solución 


/.  !— !— r}  = ^-:'r,{l}  = 2fv  =/-(M 

(s  + 2)  si 


~4.s 


L~l{— j)  = F(t  - 4 )n(t  -4)  = 2 (t-  4)2  e-2("4  V(¿  - 4) 

(í  + 2)3 


12.16.  EJERCICIOS  DESARROLLADOS.- 


Hallar  la  transformada  de  Laplace  inversa  de: 


■» 


Solución 


L7[  {3*  12)  = 3¿_1  {— í— } - A £->  { AiL}  = 3cos  2 - 3^2  sen  2 V¿r 


s2+8 


+ 8 V2  i2 +8 


b)  r‘{— — } 
2s  - 5 


Solución 


U 1 {— — } = - {-2—}  = - e2' 

2i-5  2 1 5 2 

~2 


c)  L-'{  , 5 } 

s2  - 2;z\s  + 2;r 


Solución 


r1  { , / — } = L~'  { * *** ,}  = l-'  { -} + zr1  {: — 5 


52  - 2/TS  + 2^2 


'/  \2  2 J 
(5  - K)  +7Z 


(s-XY+7T  (s~xY 


= em  eos  m + em  sen  tü 


— ) 
+ n" 
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Solución 


5“  +4  5*  -16  5“  4-  4 5‘ -16 


= 3 L~'í 


S „ „ 2 . , ,_i.  .V  . 4 


-}-4I  J-4 L~'{ 


.v2  + 4 s2  + 4 s2  - 1 6 


J + 6L  {- 


r — 16 


= 3 eos  2t  - 4 sen  2t  - 4 cosh  4t  4 6 senh  4t 


e)  ^-r} 

(s+i)- 


Solución 


Mediante  la  propiedad  de  traslación  se  tiene 


t:'\— ^}=e-L~[{— }=e-‘U' {\-\}=e~‘ = 
(5  4 1;  s 


s4  55'  '6  24'  24 


f)  L~'{  ,3y  + 2 } 

45  ~ 4 12^  4 9 


Solución 


4í-  + 12í  + 9’  4 i2  + 35  + 9/4  4 *s  + 3/2'  4 


(7}  Hallar  la  transformada  inversa  de  Laplace. 


a)  ¿.-'{Í44} 

5"  -5 


Solución 


Descomponiendo  en  fracciones  parciales. 

25-6  _ 25-6  A B C _ A(s  4 1)(5  -1)4  Bs(s  -1)4  Cs(s  4 1) 

s3  -5  5(5  4 1)(5  — 1)  5 5 4l  5-1  5(5  4 1)(5  — 1) 

2s-6=A(s2 - ¡)  + B(s 2 -s)  + C(s2  +s)  =>  2s-6  = (A  + B + C)s2  +{-B  + C)s-A 


i A+B  + C = 0 A = 6 

)-B  + C=2  =>  B = -4 

\-A  = -b  C=-  2 


25-6  _ 6 4_  _2_ 

5 5+1  5-1 
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r!{25-6}=  r'{6 — 4_ 2_}  =6--4e"' -le' 


s -s 


5 5 + 1 5-1 


b)  r-c  !^+2  i 


(5  + 3)(52  + 25  + 2) 


Solución 


Descomponiendo  en  fracciones  parciales. 


s~  — 2s  + 2 A Bs  + CT"  A(s  + 25  + 2)  + (¿i  + c)(5  + 3) 

(5  + 3)(52  +2s  + 2)  -s  + 3 s2 +2s  + 2 (5  + 3)(52  +2s  + 2) 

s 2 -25  + 2 = ^(í2  +25  + 2)  + 5(s2  + 3s)  + C(s+  3) 

5 2 -2s  + 2 = (A  + B)s2  + (2A+3B  + C)s  + 1A  + 3C 


A + B = 1 

2A  + 3B  ~C  = -2 

2A  + 3C  = 2 


52  -25  + 2 
(s  + 3)(s2  + 25  + 2) 


17  1 12í  + 8 

< — ) 

5(5  + 3)  5 5“  +25  + 2 


zr'{ 


■25  + 2 


(5  + 3)(s2  +25  + 2) 


} = r‘{ 


= Hr>{ 

5 


(5  + 3)  5 


17  1 125  + 8 

5(5  + 3)  5(s2+25  + 2} 

— I |U- 

(5  + 1)"  +1  5 (5  + l)"+l 


12 

e cosí  + 

5 


4 

— e sení 

5 


c) 


L-1  5~  — 25  + 3 

(5-l)2(5  + l) 


} 
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Solución 

s:-2s  + 3 A B C A(s-]f + B(s  + \)(s-\)  + C(s  + \) 

(s  + l)2{i  + l)  ~S  + r 5-1  (s-D2  (j  + l)(5  — l)2 

s2  -25  + 2 = A(s2  -2s+\)  + B(s2  -1)  + C(s  + 1)  = (A  + B)s2  +(-2 A + Qs+  A-B  + C 


A + B = \ 

-2A  + C = -2 
A- B + C =2 


aA 

4 

4 


C = — 
■> 


¿"I 


i,  í*-2vt3  , _lf  5 


(5-l)2(5  + l) 


} = r'{- 


i 


i 


4(5  + 1)  4(5-1)  2(5 -l)2 


t) 


I»  1 . 1 /-!<  1 1,1  /-I 


= -¿"{ 

4 5 + 1 4 


— }=-Aé  --el  +~ 


s - 1 


(5  + l)Z 


5 1 , , te1 

—e  — c 
4 4 


d) 


Solución 


Descomponiendo  en  fracciones  parciales. 


1 


1 

(5  + l)(52  ~LLS  + a2  ) 


A Bs  + C A(s2 -as  + a2)  + (Bs+c)(s  + ci) 

s + a s2  -as  A a (s + a)(s2  - as + a2 ) 


1 = A(s 2 -as  + a2)+  B(s 1 + os) + <7(5  + a) 

! = (,4  + £)s~  +(-aA  +aB  + C)s  + a ~ A -haC 


A + B = 0 
—ciA  + ciB  + (A  — 0 
a2  A + aC  ~ 1 


3 a2 


o 

C=  — 
3a 
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— ! — = ! L( — ir..?..... ) 

s +a  3a~(s  + a)  3a~  s -os  + úT 


r 1 = L~' {--y;1  . -A(  2 5~a  2)} 

s +a  3a~(s-ra)  3 a~  s -as  + a 


= -Kl'{—}-—l'í — v~~“  1 

3a*  s + a 3a*  , a.  2 3a 

(s — ) 4- 

2 4 


j — - 


«- yCl {— } — V ! '•  1 f >6 /.  1 ! y 

3a*  s + a 3a"  . a.  1 ja*  , a 2 3a' 


(í )*  +- 

2 4 


(í-  r +- 
2 4 


1 _a,  1 S V3  V3a 

= — -e*  eos — Tt  + — rsen / 

3a2  3a2  3¿r  3(3“  2 


. 1 - J .35 

e) 

4s2  +1 


Solución 


1 1-2%/Ís  1 , 1 2>/3  1 5 

¡ — — — } 

45* +1  4 52+l  4 s2+I 

4 4 

1 

1 ,_i,  ? , \/3  ! 5 1 / V3  / 

= — L i — - — } L { } - — sen eos— 

2 ->  1 2 2 1 2 2 2 2 

$-+  — s + — 

4 4 


/7\  ] 2s3  4*  1 05-  + 85  + 40 

Hallar  L r— } 

^ r(5-+  9) 


Solución 


I II  I x 

Descomponiendo  en  fracciones  parciales.  ^ > • 9)  = T ~T — 2 — ^ ’ entonces 
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2s2  + IO52  + 85  + 40 


5'V 


9) 


2s3  + IO52  + 85  + 40 

T 

5“ 


2í'3  + IO52  + 85  + 40 


9 


1 in  8 40  1A  105  + 50  . 1,8  40  IO5  50  , 

= -[25  + 10  + - + — -(25  + 10 í-—  )|  = -|-  + — + ^r—  + ^—  I 

9 .v  5"  5 +9  9 5 5*  5~+9  5"  +9 

j 253  + 1 052  + 85  + 40  1,8  40  105  50  , l/ft  1A  ,50  , x 

L { ^ — r }=—  L {— +— H — z ' — : } =— (8  + 40/  + 10cos3/h — sen3/) 

s-(s'+  9)  9 5 S:  s2+  9 5^+9  9V  3 


r'{ 


253  +1052  +85  + 40  = J_{24  + J 20t  + 30  cos  3í  + 50  sen  3í) 
52(52  +9)  27 


. *>  v * - 9 c + 1 9 

■v 4 ) Calcular  £ 1 {— — } 

(5-l)2(5  + 3) 


Solución 


Descomponiendo  en  fracciones  parciales  se  tiene: 


25  -95  + 19  A 


B 


C A(s  - 1)(5  + 3)  + B(s  + 3)  + C(5  - 1 Y 


(5  l)2(5  + 3)  *5  + 1 (5  + 1)2  5 + 3 


(5-l)2(5  + 3) 


252  -95  + 19  = A(s2  +25-  3)  + ^(5  + 3)  + C(52  -25+1)  =(A  + C)s 2 + (2A  + B-2C)s 

\ A — —2 


A + C = 2 

-2A  + 3i>  + C = 1 9 

-3A  + 35  + C = 19 


25 2 -95  + 19 


3 4 

- + - 


> = 3 

’r  = 4 (5- 1)2(.5  + 3)  5-1  ’ (S-I)1  5 + 3 


,2  s~ -9í  + 19 


} = +{ 


(5-l)2(5+3) 


5-1  (5-I)2  5 + 3 


= -2I“‘{— } + 3r'{ !— } + 4r‘{— ¡ =-2e‘  +3 te'  +4e  ^ 

5-1  (5-1)"  5 + 3 


© Hallar  r'{— 


5 +25  + 3 


\ 


(5~  + 25  + 2)(5“  +25+5) 


Solución 
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Descomponiendo  en  fracciones  parciales  se  tiene: 

2*9”  4 25* + 3 As  4 B Es  4 D ( As  4 B)(s~  4 2í  4 5)+ (Cly  4 D)(s~  + 2s  4 2 ) 

(s  4 2s  + 2)( s~  + 2.9  4 5)  s 425  + 2 s^  4 25  4 5 (5~4  25  + 2)(5  4 2y  ■**  5 ) 


52  + 2i  + 3 = .4(53  + 2s2  + 5 s)  + B(s2  ^2s  + 5)  + C(sJ  + 2s2  + 2 s)  + D(s2  + 25  + 2) 
= (A  + C)s 3 +(2.4  + B i-2C  + D)s2  +(5A +2B + 2C + 2D)s  + 5B + 2D 


A = 0 

A + C — 0 

2/4  + # + 2C  + D = 1 

54  + 2Z?  + 2C  + 2D  = 2 

1 

y 

B= - 
3 

C = 0 

5B  + 2D  = 3 

l 

D = i 

2 

5**  + 25  4 3 

3 

3 

(52  4 25  4 2)(52  + 25  4 5)  52 

4 25  + 2 5 2 

+ 2545 

1 

2 

52  4 25  + 3 j 

- 1 

( 3 

3 

(52  +25  4 2)(52  +25  +5) 

i - 

52  4 25  4 2 52  4 25 

1 

(5  + I)2  +1 


’4' 


(5  + í)‘  +4 


l I - 

— e sen/ + — e sen  2/ 

3 3 


Calcular  L '{— ¡ } 

s +4s'  +135+625-  + 1495  + 130 

Solución 

factorizando  el  denominador  se  tiene: 


s5  + 454  + 14y3  + 62 s2  + 1495  + 130  = (s-\-2)(s2  -2 5+  13)(52  +45  + 5) 

L7'  { 1— } = ZT1  {—  + B5  + C—  + ?*  + £-\ 

í5  + 4s*  + 1 3s3  +625-  + 1495  + 130  5 + 2 5"—  25  + 13  5_ +45  + 5 


1 | 218  85  + 8I  2265  + 515, 

4578  5 + 2 (5-I)2  +12  (5  + 2)2+T 


Transformada  Inversa 
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1 (2 1 8*~2'  - g'  + 89 } + e~2,L~'  { 226/  + 63-}) 

5+12  5+1 


4578 


— - — (21 8<?  21  -Se'  eos y¡2t--^=  serial 2í  + 226e  2'cost  + 63e  21  sen  t) 
4518  VÍ2 


(7)  Hallar  L~'{ } 

^ (5 + 1X5-23(5 -3) 


(5 + 0(5 -2X5-3) 


Solución 


aplicando  la  fórmula  de  HEAVISIDE.  /^(j)  = 2 s2  - 4 y Q(s)  = (s  + l)(s  - 2)(s  - 3) 


para  Q(s)  = 0,  se  tiene  a]  = -l , a2  = 2 , a3  = 3 


Q(s)  - s3  -4s2  +5  + 6 =>  Q'(s)  = 3s2  -8^-1 


r>, 25 ^-4 = *-1).  w l+  +Me3« 

'(5  + l)(5-2)(5-3)  0'(-l)  Q\2)  QX  3) 


2 # 4 2f  1 4 3,  e ' 4 i,  7 3/ 

— e + — e H e = e H — e 

12  -3  4 6 3 2 


(?)  Calcular  { ^£±1Z } 

V-/  + 1V<  + Tk 


(5-2)(5  + l)(5  + 3) 


Solución 


aplicando  la  fórmula  de  HEAVISIDE.  P(s)  = 19s  + 37  y Q(s)  = (s  -2)(s  + l)(s  + 3) 
como  Q(s)  = 0,  entonces  or,=- 3,  a2=-l,  a3  = 2 

£>(5)  = 53  +252  -55-6  =>  Q'(s)  = 352  +45-5 

0’(-3)  = -lO,  Q'(- 1)  = -6 , £>'(2)  = 15  ; P(-3)  = -20  , P(-l)  = 18  , P(2)  = 75 


, , 195  + 37  , . , Pt 3)  , O 

i(5-2)(5  + l)(5  + 3)í  ' 'e’(-3)(5  + 3)  0'(-l)(5  + l) 


, A2) 

0’(2)(5-2) 


} =2íT3' 


-3e“'  +5e2' 
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(J)  Calcular  L [{ 


! } 

(5  + 1)(s2+1) 


Solución 

Aplicando  el  teorema  de  convolución  se  tiene: 


r‘{/<5).g(5)}=  I F(u)G(t-u)du  = F*G , donde  f(s)  = L{F(t)}  y g(s)  = L{G(t)} 


1 


L-l{ ^ } = L~l  — )> , donde 

(s  + l)(s2+l)  S + 1 s2  + l 


1 


r-lt.  1 I 


f(s)  = - F(t)  = i:  J = « ' 

.V  + 1 


g(-0  = — 


5 + 1 
1 


S~  + 1 


G(í)  = L {— } = sení 

5‘  +1 


r'(-  1 


(5  + !)(5  + !) 


} = f F(u)G(t-u)du  = \e  ".sen  (t-u)du 

+ 1)  Jb  Jb 


= j e u(sentcosu-costsenu)du  = sen t \ e " cosudu -cost 


M eos  a du  — eos  t é“u  sen  u 


du 


,-*~ucos  u + e "sen  u.  F -e'"  sen  u 

= senr( )/  — cos/( ■ 

2 /o  ¿ 


-e  u eos  w. 


/ o 


e 'sen/ 


sen  t e eos  t 


eos  t e * sen  t — cosí 


(sen  t - eos  t)  h — — + — - — (sen/  + cos/) — = — + 2 


..  L 


1 


(5  + l)(52+l) 


} = 


e + sen  / - eos/ 


lo)  Calcular  L '{ — -} 

(r+D2 


Solución 


Aplicando  el  teorema  de  convolución.  L 1 { — r-}  = L 1 {— =- — .-r } , de  donde 

(52+l)2  52+l  52+l 


Transformada  Inversa 
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lg(*)  = - 


s¿+\ 


\f(s)  = 


s2+ 1 


G(í)  - L x{— — } = eos/ 

+1 

F(t)  = 17'{— — } = sen  / 
s~  + 1 


L~'{- 


- T~ — 7)=  f F(u)G(t -u)du  = f 
(S'+l)“  j Jb 


F (ii)G(t - u)du  = I sen;;. cos(/ -u)du 


-f 


= cosr( 


senw.(cosícosi/  + senísenff)</?i  =cos  t I senn  eos  u du  + sen  t | sen "udu 


sen 


: / o 


ai  sen  u eos  u v 
sen  t( ) 


í- 

/; 


cos/sen"/  /sen/  sen" /cosí  /sen/ 


l \—2 r)  - . 

<**♦!)*  2 


2 2 
t sen ; 


© 


Dado  a > 0 y L {/ (.v)}  = F(t) , probar  que: 


L >{/(as)}  = -F(-) 
a a 


Solución 


Sea  - =>  L{F(¿/)}=|/(y) 
a k k 


L{F(-)}  = af(as)  =>  F(~)  = a Ll  {/(as)} 
a a 


r'{f(as)}=-F{~) 

a a 


12)  Hallar  L~'{— z-^} 

(s2+a2Y 


Solución 


Aplicando  la  propiedad  siguiente:  Si  L ¡{f(s)}  = F(t) 


L '{/(*)}  = --£  '{/'(*)} 

t 


L 1 {— r-D  ! ¡ - -T!  • de  donde 

(5"  + ci~)~  t (s2  + út)j 
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i {- 


I 


' I 


. , T}  = -r’{— j\  •••(!) 

(í2+a2)3  4 (s‘  +a’)2 

aplicando  e!  teorema  de  convolución 

L~'\  , 1 . = L_.^_L_r  de  donde  = F(t) 

(s~ +a~)~  s~  + a“  s^+a*  s~+a~  a 


r t i „ sen  at  _ 

L {~2 T)= = G(/) 

S + a~  o 


L'{- 


(s~  + a~) 


— — }=  [ F{u)G(t-u)du  = 
a~  Y J.  Jb  a 

a Jh 

= -^Isen  at  f 

a"  Jb 


au  sen a(t-u) 


du 


sen  au  (sen  at  eos  au  - eos  at  sen  au  )du 


sen  au  eos  audu -eos  at  f sen2  azz¿/zz] 


1 , sen~  au  u senlau  vl  /' 

= — risen  a/. cosa¿.{ )j  / 

2a  2 4a  / 


2a 


1 fsenJa/  /cosa/  eos2  a/,  sena/,  J_  fsena/  / eos  a/ 1 

? 2a  “1  2a  ' ~^l~2 a 2 


(sena/  — a/  eos  a/) 


2a 


reemplazando  (2)  en  ( 1 ) se  tiene:  ¿ l{ — - - r t } = — r(sena/  -at  eos  at) 

(s2+a2Y  8a 


...  (3) 


-]r  . +1 


Hallar  ¿"]{ln( )} 

^(5  + 3) 


Solución 


rl{ln(v^)} 

5(5  + 3) 


- L 1 {ln(s2  + 1)  - In  s - ln(s  + 3)} ; aplicando  la  propiedad  siguiente. 


Transformada  Inversa 
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L 1 {f(s)}  = -~ L '{f\s)}  dedonde 
t 


r1{ln(-^L)}  = -Í£-4{-2£_- U=--(2cos/-l-e-J')  =]-^ 

5(5  + 3)  l s'  +1  5 5 + 3 t 


Calcular  L 1 {ln(l  i-^-p)} 


Solución 


¿_1{lnd+-2-)}  = ¿''{ln(52+/t2)-lns2}  f - --}  =--[2cosfo-2]  = 

5“  1 s~+k~  s t 


¿-'tln(l  +-f)J  - 2~2cos*1 


Calcular  /.  1 {ln(l  + 4r)} 
s' 


Solución 


r1{ln(l+4r)}  = r1{ln(53+l)}~3r,{ln5}  =--L-]\—}-3Ll{-} 

s t j3+l  s 

1 f_,f  1 25-1  3 1,  . „2  V3  .. 

- — L { 1 } = — (e  +2e  eos — /-3) 

t 5 + 1 s~  - 5 + 1 5 t 2 


3-2etl2  cos^-t -e  1 
ZT1  {ln(l  +— )}  = 2— 


t 


2 2 

Calcular  ITl{—  ln(^ — ~r)} 
5 s"  + b~ 


Solución 


2 1 

1 „ * a 


L '{ln(\'“, )}  = L '{ln(s2  +a2)-ln(i2  +¿2)}  =--L  - - — ■.  ~ \ } 

s*  +b  t s+ a s'+b- 


1 ^ f 2 eos  bt-  2 eos  at 

= — (2  eos  a!  - 2 eos  bt)  = 

t t 


-2  eos  / 
t 


2-2costo 

1 
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,s2+a2^  f 2(cos/>ií -cosan)  , 

L {— ln(— — — )}=  du 

s s~  ■+■  b~  Jh  u 


Calcular  L *{ln 


Cv  + 6)(5-C)2 


Solución 


Z/;{ln 


^ u = i !{ln(5  + a)  + ln(52  +c2)-ln(5  + />)  -21n(s~c)} 

c s+b)(s-c y 


1,-1,  i 2* 

m £ I •*  % 

/ s+a  s*  + cfc 


1 

s + /> 


.?-c 


= --(é»  + 2cosc¿-e~*  -2ec') 

t 


e~ht  + 2ert  -e  al  - 2 eos  ct 
t 


-As 

Evaluar  - -} 

(5  + 2)" 


Solución 


Utilizando  la  propiedad  siguiente: 

{F(t  --  a)  para  í > a 
0 para  t<a 


r’{ 


^ } = e-2f  Z,- 1 Í-V}  = / e~2í  =F(t) 

(5  + 2)'  5- 


L-'{- 


-} 


U + 2) 


U 


{— -}  = F(t  - 4 ).//(/  - 4)  = (/  - 4)éT2('-4V(/  - 4) 

(5  + 2)2 


j F(t  - 4)  , t > 4 
{ 0 , r<4 


r 1 { 7}  = (í  - 4)e~2("4V('  - 4) 

(5  + 2)2 


Calcular  ¿ ’{ 


s3(l-<?-2*) 


Solución 


Transformada  Inversa 
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Como  — — = 1 + x + x2  + + ... , para  I x | < 1 

1 - A* 


= 2'+e^'+...  + e 2"  + 


\-e 


entonces 


«=o 


i 

~ ; — = > — — , aplicando  la  inversa 

v'<l  . r' 

n=0 


L~'{- 


- n-  > t?  ^ t?  ' ts* 


/=*(/  - 2«) ;/(/ 


rt=0 


(/-2/r)* 


//(/  — 2«) 


Hallar  ZT‘{— — -} 
(s-+a2)3'2 


Solución 


como  L 1 {J0(at)}  = ^=J=  . derivando  L{—  JQ{at)}  = = — ° ^ „ 

^ 5“  + ¿7”  ^ ^ ) 


l{/yo(aO}  = ^ — -5 , tomando  la  inversa 


tJ0(at)=-aL  '{— — ^-^rr}  de  donde  Z.{  , 

(j  +a  ) (s~+<r) 


1 /•/«(«/) 
? í 


1 , 

■ m-j — ^7T¡  = — : — 

(.?  +a“)  " o 


Calcular  F(t)=_L~'{-^ — ? } yF(12) 

5 cosh(2¿) 


2w),  donde 


a 
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Solución 


cosh  2í  = 


2 s —2  s 

e + e 


2 2<T2v 


cosh  2 s eu  -r  e 2'  1 + e-45 


2^(1-e-+,--e--+...)=^X(-,)fl* 


„-2* 


53  cosh  25  53(|-f(?~4í)  53 

X 'X 

=4Z(-1)V_<4"+2,i =2Z(-1)H 


«=0 


- (4«  + 2).? 


«=0 


«=0 


i Y"1  (-1)'V,4,,+2,'Í  « ->4 "+1)s 

F(t)  = L~'{ } = 2/.-'{yU r } = 2)  (-1 3 } 

s cosh2í  s s 

n- 0 n- 0 


X 

= 2 * “ 0‘ M (7  - 4/i  - 2)2  //(í  - 4/?  - 2)  de  donde 


«= o 


/**(/)  = 


ahora 


0 si  / < 4/2  + 2 

X 

y (-l)"(r-4«-2)2  si  í > 4«  + 1 2 


«=0 


F(12)  = V (-l)"(12-4/2-2)2  =102  - 62  + 22  = 

«= 0 
oc 

puesto  que  ^ ^ (-1)"(12  -4/?  - 2)2  , 12>4n  + 2 


68 


exp(~) 

22)  Calcular  L \ f-} 


exp(aA') 


-e  =>  e* 


Solución 


=z- 

¿ m ! 


m=0 


«»*-0 


m ' 5 


^ m\sn 

m- 0 


«+l 


«í+M  + 1 


, se  tiene: 


Transformada  Inversa 
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exp(‘  ) __ 


' . ’ i «■ — . .m+n  , « — , / ¿'  > \2mm  . 

— =X~7T  V =(-)"  2T^— = (-)"/24(2v7o 

s"~‘  s + 1 ¿-um\(m  + n)\  a ¿-Jm\{m  + n)\  ci 

nt= O w=0  m=-0 


donde  / (/)  = ^* (-) 

" Z^m!(w  + w)!  2 

m=0 


mKw  + aí)!  <7  a 

m= 0 m=-0 

/ f v-"'  • » función  de  Bessel  modificada. 


2e  2 senh(3  + — ) 
Calcular  L~'{ — 


( s + 6 ) 


Solución 


3 i» 


3-1  -3-1 

\ y P 2 — V 2 z ■> 

le  2 senh(3  + -)  = 2e  2 (- - ) = e6~s  - e~2s 

2 2 


x-h 


j- 1 ,2g  2 senh(3  + s/2)  = ,e6  v -é'2i , _ 


-25 


i 573 J = * V —,=ebL-'{  - 9,2}-¿'{  g 

(s  + 6)  ’ (s  + 6)9  (s  + 6)9  (£  + 6) 


-2»  i ,7/2  1A  -6/  ,7/2 


(s  + 6)9/2 


+(9/2)  105++ 


...(2) 


{ 2g3  ■ — S£— 1}  _ g-6  1 6c~6(<  2 '3+ j+_l.  m;  - 1 ) + bg6('~^  Y ^ f --//(?-  2) 


(*  + 6)v 


105V^ 


105  Vi 


3-4 


_i  Zé'  : senh(3  + s/2) 


r'{— —\=\en--6t(r-\)7l2vV-\)-e'2-6l(t-2)ll2M(t-2)\—^ 

(s  + 6)  “ 105v^r 


16 


-1 

Calcular  L 1 

yjs 


Solución 


-i  X 


• =y  (-ir— =>e+  ^Yi-ir— ='y(-ir — r 

^ „!  ¿g  „!s"  J¡  ¿g  „,~5 


entonces  se  tiene: 


/7=0  H=0  ’ w=  0 w . V 

r.{íl}=y(d2:¿-1{_L^}  = y +oy±=y 

2 2 2n.n\ 
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Z(—  1)" 22"/"  2 (— 1)"(2V7 )2,>  cos(2V7) 

■Jñ(2n)\  ¿—f  >fñt(2ny.  yfñt 

n= O 

. ,-i,e  5 ,_cos(2>/f) 

••  {V7,_ 

(25)  Calcular  r'{-J0(4-)} 

V“"  S yjs 

Solución 


r /4  r6 

Por  definición  de  la  función  Jn(t)  se  tiene:  Jn(t)  = 1 — - + — — - — — ; — ^-  + . 

2'  2’ .4'  2*.4-.6* 


2 22  2 2’ 

•/0(-+  - 1 — + — 5 — 2 — 2 5 — í — 2 — í 

Vs  22..í  22.4V  2*.4-.óV 


2 , _2_  2_j  _j i_  i_ 

6254  + 242^5  ' ~s  S2  ' (2!)V  (3!)V  (4!)V 


=i__L+. 


1 


1 1 


*>3  4 

r t t 


ir'{-JQ(~r)}  = \-t  + r — T + 

5 J7  r?n3  nn3 


■ + ...+ 


(2!r  (3!r  (*!) 


(-l)V7 

í«n3 


-.-y 


(-I)"/" 

ím!13 


-0 


Calcular  L 1 


85  + 5 


85  + 5 


(s  + l)(s2  +45  + 5)(1-£,'9's) 

Solución 

A Bx  + C 3 1 1 3s  + 25 


- + - 


(5  + 1)(52  +45  + 5)  5 + 1 52+4s  + 5 ‘2  5+1  2 52  + 45  + 5 

3(  1 1 3(5  + 2)  + !^ 

2 5 + 1 2 (5  + 2)2  +1 


j L 1 5 tZ)t17  -5  -i  -5  - — 

¿ í — ( ) — (— ) = — e — e cosí e sen / 

1 2 5 + 1 2 (5  + 2)4+l  2 2 


19  c-2- 
2 


Transformada  Inversa 
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= -— (3^^ +3e"2/ cosí 2/sen/) 


\~e 


-35 


= \+e  + e + ...  + e 


-—i- 


,-Jim 


//—O 


I-1  í 


85  + 5 

(5  + l)(52  +4i  + 5)(l-e'9s) 


: = r'¡(- 


3 1 3.V  + 25  ..-y 


2(.<í  + 1)  2 s2+4í  + 5 - 

#1=0 


))  > e 


=y_2ri{£^}_iy¿-'¡ 

<¿-^2  ni  2¿j 


,(3s  + 25)+m, 


»t=0 


«»0 


5 45  + 5 


— 3/75+3//  i /o  i n \ — *6// 

IV1  -2/ /-I  ,(3s  + 19)e 


* -IVe-'r'ii— ¡.iy,  -.-X',! 

2 < 5 2 r 


»=0 


«=0 


J-fl 


>y.  < . iy,  , |2»j»  : 

2¿-<  s 2-l-j  5*+l 

#J=0  #7=0 


y.  x. 

- '■  -W-3,)^y  e 2(/  3'7)[3cos¿  + 19sen t]/u(t  — 3/7) 

#7  = 0 ~ #/=ü 

oo 

= - - y [3e~i‘~3n)  .e-2i,-in)  (3  eos  t + 1 9 sen  t)]ju(t-  3n) 


/!=  0 

r6s 

Hallar  L 1 {- arctg(52  + 45  + 4)} 

5 


Solución 


? 2s  + 4 

Sea  f\s)  = arctg(5_  4-  45  + 4)  =>  f\s)  = 

(5  + 2)4  +1 

r1  </(j)}  = -- r' {/'(5)}  = --ir1  { 2j+4  ■* 


*-  i . > 

t (5  + 2)  4- 1 


25 


1 2/  .-I  , 25  , _ e 21  1 1 í 

— ~eL¡ » / — \ i — / — s 

t 5+1  t (5*  + yj  2s  + 1)(5‘  — V25  + 1) 
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€ As  + B Cs  + D 


t S 


+ lis  + 1 S " 4-  yj 2 S + 1 


? V2  ^2  , 1 x2  / V2,2  / 1 x2 

S"T  ^ ( T +(^> 


]) 


E T 

v4,  1 1 

fe  2 sen(^=-t)-e  2 sen(— =í)l 

2i  V 2 v2 


V5  _«/| 

e2'  f re  2 ' -e~  2_'  e~2'  / . >/2 

sen(— f^)[ ] = sen(— =)senh 1 

2 i \Í2  2 t K4l  2 


Z ‘{arctgfs2  +4st4)}  = — 


i/  , \'2 

e “ sen(y=)senh  ¡ t 

\¡2  2 


-6» 


L {- arctg(5*  +4^  + 4)} 


-í; 


e 2Í"  6)  sed(^7-^)8enta  ^(#-6) 
v2  2 

w - 6 


/i(¿/  - 6 )du 


28)  Calcular  L 


4 0 

— e 


s ' ( 4 + 2e  ' ' ) 


y halle  el  dominio  de  existencia  de  F(t). 


Solución 


4 - e~bs  4 - e~bs  4-e'6í  e'bs  e“26í  e‘3fti 


s4(4  + 2e““)  A -4/t  , e-n'\  4s 


-0 


4v4  2 4 8 

4s*(l  + - -) 


4 — e 


4-e~hs  , = y (-1)"  (e~”fa  e~l',+lu 

4s“  ^ 2"  ^ 4s  ''  " ■'  " 

=0  n- 0 /¡-O 


y>  L*  2"  í4  4s4 


•*  + ,.ri(yty¿  g-o»*1»»  i y (-j)»  4e-»fa  e^l, 
'x4(4  + 2e‘/,i )'  2"  s4  4 s4  ' 4^L  2"  .v4  4.v4 

v f M-0  «=0 


Ti vansformada  In  versa 
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I V<-1)"  r4(/-«¿>)- 


4 2— i v 

n= O 


- ¿i(t-nb)  - 


(/  -(/?  + 1)6)3 


1)6)] 


= — 5^  ( [4(?  - nb)y  ¿jU  - nb)  -(í-  (n  + 1)6)'  //(í  - ( n + 1)6)] 

24  ¿—t  2 


y F(t)  en  nb  < t < (n  + i)b 

i r 

Demostrar  que:  J0{t)  - — I 


L\JqU)  \ — 


1 


eIÍW  (1  — w~  ) 2¿/w 

Solución 

1 I 


yjs2  + 1 


; aplicando  el  teorema  de  convolución  se  tiene: 


L~U 


1 , _ t 2e_'‘ 


yjs  + i \[ñ 


I t V 

; rlh — — 

Vi'-/  v^r 


. • i -4—4-,.  f"  V ■'  - 

^5*  -j- 1 V*-Í  J V-T  V^T 


**  #0-41» 


-di  i 


=1  fe4w-J",w  '-(i -ti)  J 


da 


Sea  u = tv  =>  du  = t dv,  cuando  u -►  O ; v -■»  O , u -»  t ; v -*  1 


= 3U-u)2du=^-  JV 


í/v 


■MO : 


i r - 1 J ^w; 

— j e"(/  2v) v 2 (í  - v)  2 c/v  , ahora  hacemos  w = 1 - 2v  =>  dv  = — — 


cuando  v — > O,  w — » 1 y cuando  v — » L w — ► -1 


=.  a(o«4 


r/u 
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30)  Demostrar  que:  J0(0=—  cos(/ cos0)¿/0 


4í“ 


Solución 


j 0 = 0,  yv  ~ 1 


Sea  w = eos  0 =>  cuando  «{  . Utilizando  el  ejercicio  28)  se  tiene: 

[i 0 ~ /T,  VT  — -1 

d0(í)  = — f 2dw ’ = — f ^(l-cos20)  2(-sen 0)d0 

K /T  JT 


= — f e fíCOS<5V/0-  — I [cos(/cos0)  + isen(/cos0)]d0  ==  — f c//cos6,J0+—  f sen(rcos0)r/0 
J,  ^ ^ A n A 

igualando  la  parte  real  y la  parte  imaginaria  se  tiene:  = “ I cos(rcos0)c/0 

n Ji 


r 2 1 

Probar  que  V 1 \t  2 [\'t )!  = — ^=arctg(--= ) 

V/T  5 n/¿ 

Solución 

c -v  V(-irA"  : 

Se  conoce  que:  e - y — , sea  .y  = u 

/i— o 


, integrando  de  0 a t. 

ti ! 

«=o 


f . y • ¡ * y|-L^/  yi^_ 

J n\  J w!(2«  + l)  ' o ;i!(2/j  + 1| 

„=0  ;/=0 


r 2 v*  (-ir t 

, - I . dli  • -w  > 5 

j j ./-  nin»  J.1 


-v/zr  n!(2«  + l) 
#í=0 


J n — 

r 7 (— l)"  [ 2 

f > . multiplicando  por  / 2 

^¡tz  ¿-u  n\(2n  + 1) 

«-0 
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t 


lfer(J)  = 


2 (-1)"/" 

•J~; z (2 n + 1)«! 

n=  O 


tomando  la  transformada 


+ til* -^7.1''^  i-^Y  ur\  . ¿y_ü_ 

/r=0  «-0  ir=0 


2_y^  (-ir  2_v*(-l)"(  i 

V^¿(2«  + 1)/^  yjVs^2n  + \ 4~s 


)*"*'  =-¿=rarctg(-1 


/ i “ ' “ / r- 

2 fTTS*—*  2/7  + 1 V5  wNT.Í  V-S 


“/«.>■  ( \ít )}  - ! — arctg(-^=r) 

>¡XS 


(32)  Calcular  jf 


*2+l 


T» 


Solución 


e SI  sen  xt  dt  )dx 


fx  sen  xt 

— — - — dx  , tomando  Transformada  de  Laplace 

X + 1 

■ f 77íi|sel'”,‘fa=  í 17T0T71  "7^  f ‘Tb'-TTT^ 

1 , X , 1 ,$»■  ;r.  JT.  1 . 

-r— -|5.arctg arctg.v]  / =^— 

, — 1 s 1 o s — l 2 2 2s  + l 


5-1 

Luego  ¿{F(r)J 


■“f 


s sen  xt  71  1 

— - — ~-dx\  = — (— — ) tomando  la  transformada  inversa 
,v2  + l 2 j + 1 


2 j + I 2 


f 


xsenxf  , n e 


x2  + 1 


dx  = ■ 


^33)  Calcular  J eos x2 dx 
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Solución 


=f 


Sea  F[t)  = | eos  tx  dx , tomando  transformada 

"i ; ) o r 


L{E(t))  = j* e SI(  f eos tx2dx)dt  = e st  eos tx2dt)dx  = | L{costx2\dx=  J~  . S -</v 

sea  x2  = s tzO  =^>  2x dx  = s. sec 2 0 d6 


cuando  x -»  0 ; 0 — > 0,  cuando  x — > co  , 0 = — 

2 


f*  s¿/x  _ p>  s\sec“  OdO  1 j*2  dO 

1)  s2+x4  Jl  (a2  + s2  tg2  0)2yjslgG  2 Jj  yfstgO 


i 


f"  eos'  2 <9.sen  1 2 6d6  = 


2V?  A 


I eos  4 6>sen  4 d.dd 


I r<2»r<4>  _¡_  r('-4,ní>  _1 

2y[s  2 \¡S  2 

4 4 ' 


T r 1 í„  1 /2 1 _ ^ ,-1/2  _ 71 

f'  (j  ) r~  L { S } r—  t r— 

2V2  2v2  2V2í  i 


2\/s  2.  sen  — 2>/T>/2  2^2 >/7 


f ^ 

,\  F(l)  = I cosxax* — ?*■ 

J,  2V2 


Calcular 


Sea  F(t) 


f COS  ni 

J,  x:-l 


é/x 


Solución 


_ p oosnxí 
Jb  x“  + 1 


¿r , tomando  transformada 


r_c,  r eos nxt  , v , 

e ( -i d.x)dt 

Jb  Jb  x'+l 


-r-^r 

Jb  x + 1 Jj 


e~st  eos  nxt  dt)dx 


{*  i r i 5 

= I — L{co$nxt}dx  = I (— T^^dx 

Jb  x’  +1  Jb  x"  +1  s~  +«“x 
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■í 


sdx 


(x2  + l)(s2  +n2x2)  1 Jf2+1  s2 +n2x2  s2-n2 


sn~  j dx 


S , n «,  /"  S ,T  rt/T,  7TS  /I 

- — 7lar<*g* — arctg^r  / =— — r — -— = — j — —O — ) 
r-«2  s 2/0  5-rt-  2 2í  2(s2-n~)  s 


L{F(t)}  — 


7r(s  - w)  ;r 


2 (s  + n)(s-n)  2 (s  + n) 


F(t)  = L'\  * ) = -e~n' 

2 (s  + n)  2 


cvix  r c°s  nx . 

F(,,■  i 7TT*'— 


Calcular  I ]{ — ^=r} 
s-fs 


Solución 


C=}  = rl{^^}  = ¿-'{-^T  + ^ )=e'  +e'L-'{—±=} 

Syjs  + 1 


S-fs  5“  ~S  $ ~ 1 yfs(s  — 1) 


= e,  + e'l¿"  {-•—=}]  =e,+eí[¿"l{-}*^,{-7=í=}]  = *'+<?'[i*T-l 

•5  -y  S + 1 5 v5  + 1 y¡7tt 

= +el  I i — du  , v = yju  =>  u = v2  =>  dw  = 2vrfv 
Jn  yjxu 

u - 0 , v = O , u — > t :=>  v — t 


=e+e{7^i  e 


dv\  =e'  +e'fer{Jt)  = et(\  + fer{t)) 


12.17.  EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


© 


Hallar  la  Transformada  Inversa  de: 


a)  / 

S(S-TT) 


b)  ¿ 1 í-^— 

5(5  + a) 
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«)  * 

(s  + 2) 


s +s~-2s 


g)  ¿"'{T  V-6} 


i)  r‘{-+'  2 


3^'  +45  + 2 


Rpta.  a)  F(t)  = 2e  ~2e2  senh“/ 


_ senh(V5?)  4 1'  * 

c)  f<')-+rJ+i7í 

e)  F(í)  = e ~2‘  — 


h) 

j) 

b) 


52-  1 


5"  + 45 


F(t)  - e at  - 2e  senh  — 


d)  F(t)  = 2 cos3¿  + sen  3r 


O 


F(í)  = 2 + <?'  -<T2' 


© 


g)  ^(0  = 6^  'cosh  Jlt — %=e  'senh  4lt 

V 7 

h)  F(f)  = 2 cosh  t - 6 senh  t 

5 + V2  16  + , >/2 

i)  F(t)  = —e  3 cosh 1 7=e  3 senh í 

3 3 3>/2  3 


j)  F(t)  = e 21  cosh2/  + 10e  21  senh2¿ 

Mediante  fracciones  parciales,  hallar  la  transformada  inversa  de  Laplace. 

. i 


m 

1 

+ x 

+ 

Rpta. 

Rpta. 

5^ — 1 

952  +05  + 5 

Rpta. 

Rpta.  F{t)  -t-  \ + e ' 

. 1 » eos  2/  sen  2/ 
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d> 

5(5  + 1)' 


Rpta.  F(t)  = \ + e ' - 3 te 


e)  r'{ — : } 

5(j  + 2)(j-1) 


Rpta.  F(t)  = \-2e~2' +e‘ 


O 

r-i-6 


Rpta.  F(í)  = 5e3' -2e~2' 


. 2í  - 1 , 


g) 

5 -5 


Rpta.  FU)  = \-^e~‘  + ^e‘ 


h)  r'{ 


. J3  +16í-24 


/+20s2+64 


} 


_ N cos2/  _ 2 . sen  4/ 

Rpta.  F(t)  = sen2/+-  eos 4/*  + 

F 3 3 2 


0 r'{- 


52-3 


-} 


(s  - 2)(s  - 3)(sz  + 2s  + 5) 


1 3 v 29  151 

Rpta.  F(t)  = + — eM e eos  2 í + e sen  2/ 

13  10  30  390 


i)  ..) 


Rpta.  F(t)  = —e~‘  - — eos/ — sen/ 
2 2 2 


(s  + l)(sz+l) 

Mediante  la  formula  de  Hoaviside  calcular  la  transformada  inversa  de  Laplace. 


a)  r.{_j£zü_} 

\s  + 2)(s-3) 


Rpta.  F(t)  = 3e~2‘ -e3' 


b)  r'{  } 

(s-2Xs  + 1)(í  + 3) 


Rpta.  F(t)  = 5e2'  -3e  ' -2e  31 


c)  L~l{  2S  65  + 5 } 

s -6s2  +1  ls  — 6 

1 


d)  L~l{ 


} 


(5  + l)+ +1) 


Rpta.  F(t)  = -—  — e2'  + -^-e3f 


Rpta.  F(t)  = ^(e  '+  sen t-cost) 
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«> 

s - s-6 


Rpta.  F(t)  = 5e3<  -2e~2' 


O L-'{-^±± } 

65  + 75  + 2 


Rpta.  F(t)  = 


e-,!1  1 


3 


2 3 


g)  L-'{ 


_1(  27-125 


} 


(5  + 4)(52  +9) 


Rpta.  F(t)  = 3e - 3 eos 3í 


h)  r'{ — -} 

(5  + 3)(s  +25  + 2) 


Rpta.  F(t)  = - je  3'  + -^e  '(4cos< -3sent) 


¡)  r‘{- 


52-3 


(5  + 2)(5-3)(52  +25  + 5) 


x 3e3í  e'2í  e”'cos2 1 9e'sen2í 
Rpta.  F(f)  = + 


50  25  50 


25 


j)  L~'{ 


-} 


(s2  -2s  + 2)(5*  +25  + 2) 


Rpta.  F(t)~—  senht.sent 


(4)  Encontrar  la  transformada  inversa  de  Laplace. 

a)  r‘{ 


— },a2*¿+  a¿>*0 


(5  +a  )(s7  +b  ) 


b)  L '{ 


(52  +a2){s2  +b 2) 


} , a2  y*  b2 , ab  ^ 0 


«o  r'{“í — i»  2 *h2>  ab*° 

(s*  + a*  + 6~) 


© 


d)  L 


e)  C*{—?±—\ 


5(5J+1)  (5-3)(5  + 2)(5-l) 

Hallar  la  transformada  de  Laplace,  mediante  el  teorema  de  convolución. 
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a)  r'{ ! ¡ 

(S +3X5-1) 


b)  L~'{ ! ] 

<s+ir(A-n 


c)  rW} 


d)  } 

s2(s  + 1) 


e)  £■'{ ! },a*b 

(s  + a)(s-b) 


JS 


0 


8)  1 (— r — r> 

t»2 +ir 


h) 

(í  +4)- 


(7)  Hallar  la  transformada  inversa  de  Laplace  de: 


a)  r'{ -} 

5"  + 2.V  -r  5 


c)  ¿‘K 


A-5 


5“  ~Ó5  + 13 


b)  r { } 

j?  -6a  + 13 

d)  ¿-'i  . 2v  1 - ¡ 

s~  + 4s  + 29 


.) 

(5  + D4 


0 


(S  + 2)} 


tí  r'{-  ^ 65+5 


.«■’  -6í2  + 1 1$  -6 


h)  L {- 


3s-8  45-24, 


5+4  52  — 16 


.1  i.  ! : ' :• 

55(5-;r) 


j)  L-‘\— } 

6a'  +7.9  + 2 


k)  ¿ {— — } 

54  -165-  +100 


5 + . 


1)  £-'{ — } 

(5  + l)(5-+4) 


II) 


5 + 1 


-} 


(52  +1)(5-+  45  + 13)' 


m)  L {- 


(5  + 1K5  + 2)3 


(7)  Hallar  las  siguientes  Transformadas  inversas. 
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a>  L H— 2 


5"  — s + 3 


-} 


5'  +65"  +1  I$  + 6 


b)  ¿ {- 


i"  - 2s2  + 1 J 


o r'{ 


(5  + 2);(52+l) 


d)  £-'{■ — üf — } 

(5  + l)(52+4) 


e)  t 'I- 


I 


(5  + 3)(5  t 25  + 3) 


o 27  1rv  } 

(5+4)(5-  +9) 


g)  L y¡ — 7^4 ' n>0 

(s- 1) 


h)  r‘{  ,25  ,} 

(s2+u- 


1 , 3j 

i)  L ' T 

(52+l)2 


j)  r{^TT} 

5 + 1 


© 


1 /* 

Si  L '{ } = — , n>-l,  calcular: 

V+1  r(/i  + l) 


a)  /•  { 

(5  + 1) 


b)  ¿'{— } 

X 


, r-l  ,3(52  -l)2  , 4í-18  (s  + l)(2-sv\ 
c)  L { 5 + - r + 2 ' 


9-s-1 


d) 


«)  r'¡(i^i)!| 

5 


f) 

s5  * 35  + 2 


® Hallar  la  transformada  inversa  de  Laplace. 


t v"+25 

a)  L~]i— -r) 

(5  ‘ 4-  2s  + 2)~ 


1 . s~  6s  + 7 

b>  1 7} 

(5"  — 4í  + 5)2 


_,,53+852 +22(5  + 1) 


C)  L-‘{ f 


(5"  +65  + 10) 


} 


¡ .v ' 4 3.v"  -5-3 
d)  £ I : 

(5"  +25  + 5)- 


e) 


2(.v3  + 25  2 -5-47 


(5^  +45-  13)* 


— i 


o L-'{  2s  , V~  j~T ) 

(5  + l)'(5*  ^1)* 
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g)  Ll{ 


jj-255 

Hallar  la  Transformada  inversa  de  Laplace  de: 


6 5*  +75  + 2 


a)  r'{ln(— -)} 

s - 1 


b)  L-'¿\n(-f-)} 

2 s +1 


c)  r*{ln(^,} 

s + b 


d) 


ZT'{ln(^±j-)} 
s(s  + 1) 


.1,1  , ,S  -1 


e)  L~  {-ln( — — )} 
l 5* 


hl 

s(s  + 3) 


i) 


r'(lln(£ii)) 

5 5 + 1 


j)  r'{-in(^£-)} 

5 5 +¿* 


k)  ¿->{5in(_L)  + 2} 

5 + 1 


V+¿>2 


II)  ¿-»{ln((J  + a)(j2+c2>))} 

(5  + /?)(5-c)" 


(Ti)  Hallar  la  transformada  inversa  de  Laplace  de 


a)  L {arctg(5+l)} 


b) 


L '{— arctg(— )} 

5 5 


c)  r'{-cos(-)} 

5 S 


d) 


L {arctg(-^-)} 


e)  L {arctg(5+l)} 


0 L 1 {arctg(— L )} 
5 + 2 


-45 

g)  L ' {^r  arctg(s2  + 4 s + 4)} 


h) 


L '{s2  arctg(-)} 

s 


12)  Calcular  la  Transformada  inversa  de  Laplace  de: 
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a)  r'{-(i+4r12} 

5 5J 


b)  r'{^r> 


5<5~  + 1) 


d)  r'ie-35-2^} 


el  £++ 


n r'i— i-=( 


(S-l)yls 


g)  L '{—'==> 
VWs  + 1 


h)  ¿-'{  _ ■■  -1 — } 


yjs~  +4^  + 13 


i) 

l 

se’  + 1 

k) 

1} 

m) 

£-ij  (í  + 3)e  ' 

452  -45  + 9 

j)  l 1 ( , 1 — > 

yjs  -a + b 


i)  u\e~Vs-\} 


© Hallar  la  transformada  inversa  de  Laplace  de: 


a)  r'{ 


(5  + l)(i  + 2)(s2  + l)(l-e'2i) 


} b)  L'{ 


(s-l)(s^2)2(\-e-2s) 


c)  L~l{ 


s(s2+2s  + 5)(e  J+l) 


d)  L 1 { 


3s  + 5 


(,f  + l)(52  +4s  + 5)(l-e  3s) 


Para  a > 0.  Demuéstrese  que:  de  L 1 { f(s)}  = F(t ) se  sigue  que 

r'{f(as+b)}  = -e  "F(-) 
a a 


Dado  F(t)  — Ll{— — - — },  calcular  F(  10)  Rpta.  F(10)  = 344 


5 senh(35) 
i l-r)  = e,(-f-s 

1 + V *5  yj  7T 


Verificar  L '{ — = e ( , — + 0 
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~S\JX 

-I  ,<  , 4' 


X^  4 1 


17)  Verificar  L '{ — ?=r-}  = 


\¡s  fñt 

^ . ^.v/TTÍ-VI,  e~'nJ](tl2) 

Demuestre  que:  L { = 

\j  S + \ x-  \ S t 

i *n 

1 X tr 

Demuestre  que  para  « eZT,  se  tiene:  U { -}  = 

(í  + l)"+1  n\ 


20)  Demuéstrese  que  para  m >- 1 : L { — — } = 


(5  + a)'"+l  H/n  + l) 


2^  Halle  la  formula  para  determinar:  Fn'(t)  = L 1 {— - — \ n e Z 


s"(j2+l)' 


Hallar  = 

(s2-2s  + 2Y 


4 a 


Evaluar  L !{ — : -} 

(s  + 2? 


Rpta.  F(t)  = -e  1 [cosí  + (t  - /r)  sen/|/iT  (/) 
Rpta.  F(/)  = ^(/-4)V2(,"*V(f-4) 


3» 


Si  F(t)  es  continua  para  t > 0 y F(t)  = L 1 { r}  evaluar  F(2),  F(s),  F(7) 

(5  + 1) 


Rpta.  F(2)  = 0 , F(5)  = 2e~2  , F(7)  = 8<?“4 
Si  F(t)  es  continua  para  t > 0 y F(t)  = L 1 { 


wO-c-'XI-.V  , 


} evaluar  F(l),  F(3),  F(5) 


Rpta.  F(l)  = 1 , F(3)  = -1  , F(5)  = -4 


26)  Hallar  /.  { 


i,  1 


{s+a)sfs¿  + b 


Rpta.  F{t)=e  al  I ea'JQ{bt)dt 


l 


Si  H(s)  = ln(l  + . = =)  calcular  F(t)  = L 1 {//(^)} 

Vi  + s2 


648 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


Mostrar  que  para  cualquier  entero  n > 1 , a * 0. 

• 1 

(s~  + ¿r ) 2n  Jtj  (s*  + ¿r) 

\ 

Utilizando  el  resultado  del  ejercicio  27),  para  demostrar  que: 

L~'{  - — r}  = — !—  f<  f>  f f t sen tdt  ,n' 

\s2+a2r ' 2 nan\i  J,  i,  X 

30)  Dado  c > 0,  s > 0 y F(t)  = L 1 {/ (5)} . Pruebe  que 


1 veces. 


@ 


I ‘ /(V>  ; , 2V  t-í)’F(l-2nc~c)U(l-2i>c-c ) 

cosh(cs) 

n=0 


31J  Calcular  ZT'{— 


V(52+25  + 16)3 


Calcular  ¿_1{-J0(4r)} 
5 V5 


m 

■ J Rpta.  F(t)  = -^j=  ^ senyj\5(t -u)J0(y/\5u)du 

Rpta.  F(t)  = V — 
ín\ 


/j=0 


(-1)V 

(«!)2 


33)  Calcular  la  transfonnada  de  Laplace:  1 { 


1 


s(as  + l)(as  + 2)...(íxs  + n) 


Rpta.  F(t)  = —( l-e  ar)n 


ni 


Hallar  F(t)  = L~'{— } 

ses  -1 


35)  Demostrar  que 


Rpta.  F(/)  = ^ 


n=4 


V-ny  >(f-4) 
(n-4)! 


r‘{ — 1=+— ^r+~TL=}=-7L(i+c-,)-(i+c')./;r(V/)+^/a.(uí) 

l+Vl+5  l+Ví  S\  S (2  yjfft  N/fl 


Calcular  L J{ — 

s-yjs 


37)  Calcular  I 1 { .-i- } 

y¡s -a  + b 


T ransformada  In versa 
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, , 2st+\4s:+ 16 

Calcular  L { — — 


s 


(s:  + 1)(52  + 2)(52  + 7)(1  + <r5í ) 54  + 4 a4 


( 39 1 Hallar  L~'{ 


_i  + 53  + IO54  +65"  +255”  +95 

58  + 1 Ó56  + 945 4 + 24052  - 225 


} 


40)  Encontrar  L { 


2(53  -752  +145-9), 
(5-l)2(5~2)3 


} (41)  Encontrar  L { 


1(453  + 1852  +305  + 171 


(5  + 2)4 


42)  Encontrar  L { — - 


s ' -2s:  >5 


(5  -4 5 + 5)(s^  -25  + 5) 


} (43)  Hallar  L~'{ ! } 

V J l(5-3)(5  + 2K5-l) 


44)  Encontrar  L { 


-1 , 3í*  - 25  - 1 


(5-3)(52+l) 


} 


45)  Hallar  L~'[ 


_,,253  +5 5 2 +65  + I 


5(5  + 1)’ 


} 


46)  Hallar  17' { 


.]  9-Ó5  + 55”2-53  , 


5 (5-3) 


47)  Hallar  L~' { 


, f5-75+452  -53 


(5  + l)3(5-2)2 


Calcular 

r'{- 

Calcular 

r ( J 

{s 

Calcular 

a) 

„3  , i„2 


(5-  +45  + 13) 

1 _ 

$ - 6s  4*1  , 


-!  C19)  Calcular  L { - 


(5*  +45  + 5)~ 


Ísen  t 

7- 


_Jf53  - 65 2 +275-38 

ñ i 


(5’  -45  + 13)* 


5l)  Calcular  L { =-} , a,b  > 0 

V ¿25  + b 


b,  ili(*2ítO| 

5(5'  +1) 


(53) 


Hallar  la  transformada  inversa  de  Laplace  L 1 { } 

s(s  -a)n 


4 5-2 

54)  Hallar  la  transformada  inversa  de  L {—  (— ; )} 

s 5*  +4 


Calcular  L !{  ^S--— — } , V A,B,b  y c reales 
5"  + 2 bs  + c 
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Calcular  L { -} 

1 4 , Á 4 J 

5 +4  a 


2i?3"  2>senh(3+— ) 
57)  Evaluar  L~'{ : — — 2_} 


(.9-6) 


Calcular  F(/)  = r'{  ' } y F(  1 2) 


_1 


Evaluar  L 

yjs 

Calcular  L 

© 

Calcular  f'{— — } 

s senh(cs) 

© 

Calcular  L 

Calcular  L '{^-7} 
yjs 

© 

Evaluar  L 

© 

,-4.v 

Evaluar  L~l  {— } 

s*  -l 

® 

Evaluar  L 

© 

Calcular  L { -} 

(5  + 6)"t1 

@ 

Encontrar  . 

1 


\J  s + # + \/.s  + b 
1 


} , a^  b 


s cosh(cs) 


1 


ie4s  +1 


20 


-} 


s senh(45) 


69)  Calcular  L { 


4s3  + 6s2  +14^  + 1 1 | 

(í5  + 4s4  + 6s3  + 5s2  + 2)(  1 - e~2s  )2  ’ 


4 -a» 

70)  Calcular  L { } 

s(4  + 2e~“ ) 


© 


-I  £ 

Encontrar  Z.  { , — } 


72)  Calcular  I { — - 


s4  -6í3  +5s2  + 3s  — 1 


(i2  + 1)(í2  +4)(í2  +9)(s2  +36) 
L Cv/j?2  + a2  -s)2 


Calcular  L { v * " _ Z ~ 7 } 

7777 


74)  Hallar  ¿-»{?osh(  4*i 
5 + 4a 


Encontrar  I { = ! 

/ 4 4 

V5  -a 


. r ^senhtóí). 

76)  Encontrar  L { , -} 

(l-e~45)" 
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© 


Calcular  L '{ 


,-20s 


s5  +5s4  +14s3  +62s2  +149S  + 130 


) 


Evaluar  /.  1 {- 


le'  2 cosh(5  + -) 


(i + 24) 


13/2 


-} 


Evaluar 


L~l 


2j2-93  >19 
(s-1)2(s  + 3) 


{80)  Calcular  £ l{-  (1,  g 

W 5(.92+l)  * 


Rpta.  F(t)=[l  - eos  (t  - 1)]  |i(t  - 1)  - [1  - cos(t  - 2)]|i(t  - 2) 


81)  Demostrar  que: 


a)  r‘{e~a>/*}=— %=e  4' 


ijñ? 


-flVÍ 

b)  lr'{L7~)=f~(rJZ) 


c)  L ^{5f-“'/’}  = -!-(ú2-2/)4Jl 


i e 47 

d)  r'¿-=-}  = ^= 

V5  yjJlt 


e)  ¿_l  {e~4í_2'^}  =■ - 


VlKí-4)3 


:e~'-*M(t-4)  f)  r'{  1 } = íM) 

sl(s2~a 2)3 


g)  = eab+t>1‘  fer  (bft  + -^) 

s + Ws  2V¿ 


82)  Dado  c > 0 , s>0  y L {/(s)}  = F(t) , probar  que: 


ZT1  {f(s)  tgh(c.í)}  = F(t)  + 2^T  (-1)"  F(t  - 2 nc)M(t  - 2 nc) 

n= I 
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CAPÍTULO  XIII 


13.  APLICACIONES  DE  LA  TRANSFORMADA  DE 
LAPLACE  EN  LA  SOLUCIÓN  DE  ECUACIONES 
DIFERENCIALES. 


Las  técnicas  de  transformada  de  Laplace  son  muy  útil  para  resolver  ecuaciones 
diferenciales  con  condiciones  iniciales  dadas,  es  decir:  A medida  que  avancemos  en  su 
estudio  observamos  que  dicho  método  transforma  un  problema  de  Ecuaciones 
Diferenciales  ordinarias  en  un  problema  algebraico  de  fácil  análisis,  el  que  una  vez 
resuelta  es  llevado  al  problema  original  atravez  de  la  transformada  inversa  de  Laplace. 

Este  proceso  observaremos  en  el  siguiente  esquema. 


d"v 

Como  I ! — 7),  n > 1,  depende  y(t)  y sus  n - 1 derivadas  calculadas  en  t = 0,  la 
dtn 

Transformada  de  Laplace  es  especialmente  adecuada  para  resolver  problemas  de  valor 
inicial  para  ecuaciones  diferenciales  lineales.  Este  caso  de  ecuaciones  diferenciales  puede 
reducirse  a una  ecuación  algebraica  en  las  función  transformada  L{y(t)}  = y(s),  para  ver 
esto,  consideremos  el  problema  de  valor  inicial. 
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dv 

••  +<'i  -7--  ; .vi- 1 


MO)  - >0  • v'(0)  = .v0  , , v,'0)  " = 0 , en  donde 


a¡  • ¡ 0.1,.  ...n,  y >’q  , >'y , . . . , yjf  1 son  constantes,  por  la  linealidad  de  la  Transformada 

de  Laplace  podemos  escribir. 


-5"-y(0)-...  -y"-2,(0)|+...+fl0¿{.v}= 
(a„sn  + an_tsn~*  +..  .+a0  )L{y } = an M"“‘.v(0)  + i"-2 y'  (0)+. . .+y("_')  (0)]  + 

+ a„_  + s"_2y(0)-K..+y,""2>(0)H...+I{g(f)} 

de  donde  L {y}  = y (s),  calculando  y(t)  mediante  la  transformada  inversa  de  Laplace. 
y(0  = ¿-' {>•(*)} 


En  forma  similar  para  las  ecuaciones  lineales  de  coeficientes  variables  no  homogéneas. 
Ejemplo.-  Resolver  las  siguientes  diferenciales 


© t” (0  + 4>’(0  = 9í  , y(0)  = 0 , /(0)  = 7 


Solución 


Tomando  Transformada  de  Laplace  en  la  ecuación  diferencial 


L{y"(t)  + 4)it)}=  L{9t}  =>  L{y''{t)}  + 4L{yU)}=  L{<h) 


i’2¿{T(0}-Jy(0)-y'(0)  + 4¿{y(í)}  = 4- 
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(52+4)¿Wí)}=4  + 7 = ^1  =>  £W0}  = 4^-  = t(-t-^t)  + T 


s"(í'+4)  4 s*  s'  +4  5"  + 4 


>io ■ / r~ I 


, ' > ^ . ' 1 .9 

4 5“  5“  4-  4 5‘  + 4 


>r 


"‘í1 

S¿  5‘  + 4 


1.91 

V + 4'  4'  2 


v(t)  = — L {— r-— } + 7¿  {— ; } = -(t--sen2/)  + -sen2í 

4 ' 


, , 9t  19  „ 

v(í)  = — i — sen2f 
4 8 


© 


(D2  -4D  + 4);;  - 2e2*  +cosr , v(0)  = > y'(0)  = 


Solución 

d 2 v d 

— --4— + 4v  = 2e2'  +cos/ , tomando  Transformada  de  Laplace  en  la  ecuación 
dt 2 dt  ■ 


ct~  \ íÍy 

L{ — t-  - 4—  + 4 v}  = L{2e2'  + cosf} , por  propiedades 
dt  dt 


s2  L{y(t)}  - s >>(0)  - / (0)  - 4 sL{y(t)}  + 4.y(0)  + 4 L{y{t)}  = T{2e2'  + eos  t} 


3s  4 12  2 


(5  -45  + 4)¿{ y(/)} h h = 


(5-2)2¿{.v(í)}  = 


25  25  25  5-2  52  +1 

2 5 35-16 


5-2  52  + 1 25 


L{y(t)}  = 


•+- 


35-16 


(5-2)j  (5+1)(5-2)z  25(5-2) 

j i.  ! ‘J 

s 35  — 16 


v(0  = L '{ r + 


x=tV'Ate2'+±e2'-S-^ 

(5-  2)3  (52+l)(5-2)2  25(5 -2)2  5 25  4 


© ty’U)+yu)+ty{t)=o,  y(0)=i,  y(0)=o 
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Solución 

Tomando  Transformada  de  Laplace  se  tiene 

L{t  y ' (t)  + y (/)  ■ + t y(t)}  = 0 , de  donde  L{t  y \ (/)}  + L{?  (/)}  + L{t  y(t)}  = 0 

— j-(i2¿{  j(f )} _ s ^(0)  - y '(0)  + sL{y(t)}  - y\0)  - - L{y(t)}  = 0 
ds  ds 

-2s  L{y(t)}  - s2  ^ L{y(t)}  + s L{y(t)}  - L = 0 

ds  ds 

{s2  +\)-^-L{y(t)}=-sL{y{t)}  =>  ~~~  = — ^-.integrando 
ds  L{y(t)}  s2+l 

í~~2 

ln(L{y(í)})  = - \nys  + \ + h\k  =>  ln(L{y(¿)})  = ln  . r , levantando  el  logaritmo 

V77T 

I{  v(/)}  = - — , tomando  la  inversa  y(t)~k  L'x{  , — ~}-k  JQ(t) , como  y(0)=l  y 
\ls2+ 1 Vs2+1 

J0 (0)  = 1 entonces  y(0)  = cJ0(0)  =>  1 = c y(0“^o(0 


13.1.  SOLUCIÓN  DE  SISTEMAS  DE  ECUACIONES  DIFERENCIALES 
POR  EL  MÉTODO  DE  LA  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE.- 


Consideremos  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 


= aux  + al2y  + f(t) 


dx 

Tt 

dy 

— - = a2\x+a22y  + g(t) 
dt 


...  (1) 


con  condiciones  iniciales  jc(0)  = jc0  , ry(0)  = y0 , donde  x,y  son  las  funciones  incógnitas, 
a\\'a\2>a2\->a22  son  constantes  y f(t),  g(t)  son  funciones  conocidas  tomando  la 
Transformada  de  Laplace  a ambas  ecuaciones  diferenciales  del  sistema  (1) 
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L{—}  = L{anx  + any  + f(t)} 

, mediante  las  propiedades  de  la  transformada  se  tiene: 
dv 

£{— } = L{a2lx  + a22y  + g(f)} 


5 L{x}  - x(0)  = anL{x}  + anL{y}  + !{/(/)} 
s L{y}-y{  0)  = a2lL{x}  + a22L{y } + L{g(/)}  ’ 

(s-an)L{x)-anL{y}  = x0  +L{f{t)} 

\ -a2XL{x}  + (s- a22  )L{y}  = .v0  + L{g(t )} 


agrupando  términos  se  tiene: 


...  (2) 


Si  x0+L{f(t)}  y y0  + L{g(t)}  no  son  ambos  cero,  entonces  se  puede  resolver  el 
sistema  (2),  mediante  la  regla  de  CRAMER,  es  decir: 


L{x}  = 


x0+L{f(t))  -a,  2 

Jo  + ¿{g(Q}  5 a22 

x-au  -a12 


(*0  +¿{/(0})(^-a22)  + a12(Jo  +¿{g(Q}) 

(s-an)(s-a22)-a]2a2i 


Q')  | S Ü22 


x = L-\ ,(*0  +¿{/(0})(^-Q22)  + al2(jo  +¿{g(Q})j 

(í  — flj  I )(s  — «22  )~a\2a2\ 


L{y}  = 


s-an  x0  + L{f(t)} 
-a2i  J0+¿{g(¿)} 

.v-«n  -a,: 


-a2\  s-a2 2 


(s~all  )( Jo  +¿{g(Q})  + Q2l(-t0  +¿{/(Q}) 

(•?  - «i  ¡ )(5  _ «22  ) _ «!  2 a2 1 


_ ,-i((s-aii)(Jo+í{g(í)})  + a2i(ío  +¿{/W}), 

y — X-  , — 1 

(5  ~ a\  1 )($  “ #22  ) “ a\2a2\ 

por  lo  tanto  es  evidente  que  la  Transformada  de  Laplace,  nos  permite  convertir  un  sistema 
de  ecuaciones  diferenciales  con  condiciones  iniciales  dadas  en  un  sistema  de  ecuaciones 
simultáneas.  Este  método  puede  generalizarse  a sistemas  de  “n”  ecuaciones  diferenciales 
de  primer  orden  de  coeficientes,  dado  entonces  un  sistema  correspondiente  a “n” 
ecuaciones  lineales  simultáneas. 
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Ejemplo.- 


Resolver  el  problemas  con  valor  inicial, 
como  x(0)  = 1,  y(0)  = 0. 


fx'(0  = 40-40  + «' 

\y\t)  = 2x(t)  + Zy(t)  + e- 


Solución 


Tomando  Transformada  de  Laplace,  a cada  ecuación  diferencial 

J L{x\t)}  = L{x(t)-y(t)  + e'} 

[L{y'(t)}  = L{2x(t)  + 3y(t)  + e-‘} 


j s ¿{x(0}  - 40)  = ¿{40}  - ¿{40}  + L{é } 

[5  L{y  '{0}  - 40)  = 2¿{40}  + 3¿{40}  + L{e-' } 

.1>J 

(5  - 1)¿{40}  + ¿{40}  = i + -í-  « 

51  5 1 , por  la  regla  de  CRAMER 

-2  ¿{40}  + (s-  3)¿{40}  = -3— 

5 + 1 


s 

5-1 

1 

5 + 1 


1 

5-3 


11 


195-45 


5-1  1 

-2  5-3 


10(5  + 1)  10(5-  -45  + 5) 


, x r-íf  -11  19(5  - 2)  - 7 _ 11  19  2,  7 2/ 

x(t)  = L { + }= e + — e eos  / e sen  / 

10(5  + 1)  10[(5-2)*+l|  10  10  10 


11  e ’ 

*(/)  = - — <?'  + — (19  eos /-sen/) 
10  10 


L{y{t)}  = 


5-1  5 

5 - 1 

-2  1 

5 + 1 

5-1  25 

5+1  5-1 

352  +1 

5-1 

i 

(5-l)(5-3)  + 2 (s: 

- l)(x~  -45  + 5) 

-2 

5-3 
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2 2 8 5-2  _ 7 

- + 7-T( ; ) (- 


5(5  + 1)  5-1  5 (5-2)2  +1  5 (5-2)?+l 


) 


2 8,  5-2 


)-t(- 


5(5  + 1)  5-1  5 (5 -2)2  +1  5 (5 -2)2  +1 


2 , 8 2/  ^2/ 

v(0  = — <?  + 2e  — e eos  t — e sen  t 

5 5 5 


-)} 


13.2.  UNA  ECUACION  INTEGRAL, 


El  teorema  de  la  convolución  es  útil  para  resolver  otros  tipos  de  ecuaciones  en  las  que 
aparece  una  función  incógnita  bajo  un  signo  de  integral.  En  el  ejemplo  siguiente  obtener 
f(t)  resolviendo  una  “Ecuación  Integrai”  de  la  forma. 


í 


f(t)  = g(0+  f(/í)h(¡  - fj)d /J 


donde  las  funciones  g(t)  y h(t)  son  conocidas. 

Ejemplo.-  Obtener  f(t)  si  f(t)  = 3¿2 -e~l  - J f{p)e~^dp 

Solución 

Tomando  Transformada  de  Laplace.  L{f(t)}  = I{3r  } - L{e  f } — L{  f{p)e  ^ d p} 
L{m}=-\-  — -L{f(t)}L{e'}  =>  = ~ E 

53  5 + 1 5 5 + 1 5-1 

(i+-E)¿{/(0}=4--! t => 

5-1  5^  5 + 1 5-1  5^  5 + 1 

,tr  6(5-1)  5-1  6 6 12 

W<»-— s.  +7_7TT 


m-t  ' ¡- -4  3,1 -,!+|-2''' 

s>  s s í + 1 
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13.3.  UNA  ECUACIÓN  INTEGRO-DIFERENCIAL.- 


La  segunda  Ley  de  Kirchoff  establece  que  en  un  circuito  simple  conectado  en  serie,  la 
suma  de  las  caídas  de  potencial  a través  de  un  inductor,  de  un  resistor  y de  un  capacitador 
es  igual  a la  tensión  E(t)  suministrada,  es  decir  que:  caída  de  potencial  a través  del 

di 

inductor  - L—  caída  de  potencial  a través  del  resistor  = Ri(t)  y caída  de  potencial  a 
dt 


través  del  capacitor 


rií 


i(r)dr  en  donde  i(t)  es  la  corriente  y L,  R y C son  constante, 


se  deduce  que  la  corriente  en  un  circuito  como  el  que  se  muestra  en  la  figura  esta  regida 
por  la  ecuación  Integro-diferencial. 


£ — + /?/+—  \i(r)dr  = E(t) 


Ejemplo.-  Determinar  la  corriente  i(t)  en  un  circuito  simple  L-R  -C  si  L = 0.1  H, 
R = 20  Q,  C = 10_3F  , i(0)  = 0 y si  la  tensión  aplicada  E(t)  es  como  se 
muestra  en  la  figura 


Solución 
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como  el  voltaje  se  anula  para  t k 1,  entonces  podemos  escribir  así: 


E(t)  = 


[120 1 , 0£/<l 
0 , />!  ’ 


expresado  en  términos  de  la  función  escalón  unidad. 


E(t)  = 1 20t  — 120t  //  (t  - 1),  por  medio  de  la  segunda  propiedad  de  traslación  se  puede 
escribir  así:  E(t)  = 1 20  t - 1 20  (t  - 1 ) p (t  - 1 ) - 1 20  p (t  - 1 ) 

di  i r 

ahora  reemplazando  los  datos  en  la  ecuación  L — + Ri  + — I i(z)dz=E(t) 

di  c Jb 


í‘ 


0.1  — + 20/  + 103  | i(z)dz  = \ 20í  - 1 20(í  - l)//(í  - 1 ) - 1 20  ju(t  - 1) 
dt 


X s 


Si  ¿{/(í)}  = I(s)  =>  L{ 

L{0. 1 — } + 207.  {/(/)}  + 1 03  L{  f i( z)dz}  = L{  1 20í  - 1 20(/  - 1 )U(t  - 1) - 1 20 U(t - 1)> 
dt  J b 


3 Hs)  120  1 20e~i  120e" 

0. 1 5 7(5)  + 207(5)  + 1 03 - = — ¡ 

A • C 


s s‘ 


] c ‘ _s 

multiplicando  por  10  s a la  ecuación  (s  + 100)~7(5)  = 1200( e ') 

s s 


7(5)  = 1200[ 


1 1 

e -e  | 


5(s +ioor  s(j+ioor  (í +ioo) 


1/10000  1/10000  1/100  1/10000 

Hs)  = 1200[ 7 e + 

5 5 + 100  (5  + IOO)2  í 

1/10000  , 1/100  1 

+ es+ re je  ] 

5 + 100  (5  + IOO)2  (5  + IOOI2 

aplicando  el  teorema  de  traslación  para  la  transformada  inversa. 


/(í)=2ll_Mí_l)}_AK>00/_e-IOO(M)Mí_1),_12íe-IOO/_n88(í_1)(r100(í-.)M/_1) 
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! 13.4.  RESORTES  ACOPL ADOS,- 

Supongamos  que  dos  masas  mx  y m2  están  sujetas  a dos  resortes  A y B,  de  masa 
insignificantes,  cuyas  componentes  son  y k2  * respectivamente.  A su  vez.  los  dos 
resortes  están  conectados  como  se  muestra  en  la  figura. 


Sean  A'j(f)  y x2(t)  los  desplazamientos  verticales  de  las  masas  con  respecto  a sus 

posiciones  de  equilibrio  cuando  el  sistema  se  encuentra  en  me  vimiento,  el  resorte  B esta 
sujeto  tanto  a un  alargamiento  como  a un  acortamiento;  por  consiguiente,  su  alargamiento 
neto  es  ~x]  . De  este  modo,  por  la  ley  Hooke  resulta  que  los  resortes  A y B ejercen 

sobre  ml  , respectivamente  las  fuerza 


-k]x]  y k2(x 2 - A',) 


Si  no  se  aplica  ninguna  fuerza  extema  al  sistema  y no  hay  fuerza  de  amortiguación, 
entonces  la  fuerza  neta  sobre  m]  es  -A¡a*|  + A2(.y2  — .v, ) por  la  segunda  ley  de  Newton 


escribimos  así: 


d~x 


dr 


- —kx j + k1  (a2  — a,  ) 


De  igual  modo  la  fuerza  neta  ejercida  sobre  la  masa  m2  se  debe  solamente  al 
alargamiento  neto  de  B,  es  decir:  -A'2(a2  -x,  ),  de  esta  manera  resulta  que: 
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En  otras  palabras,  el  movimiento  del  sistema  acoplado  queda  descrito  por  el  siguiente 
sistema  de  ecuaciones  diferenciales  de  segundo  orden  simultáneas. 


! dr 

Ejemplo.-  Resolver  el  sistema  (1)  suponiendo  que  k{  =6  , k2  = 4 , m]  = 1 , m2  = 1 y 
que  las  masas  parten  de  sus  posiciones  de  equilibrio  con  velocidades 
unitarias  de  direcciones  opuestas. 

Solución 

como  las  masas  parte  de  su  posición  de  equilibrio  entonces  x,  (0)  = 0 , x2  (0)  = 0 y como 
sus  velocidades  son  unitarias  y opuestas  entonces  x[  (0)  = 1 , x2(0)  = -l,  ahora 

reemplazando  en  el  sistema  (1) 


fx,  (/)  + 1 0x,  (í)  - 4 x2(f)  = 0 
I -4Xj  (¿)  + A*2  (0  + 4*2  (í)  - 0 


...  (a) 


tomando  transformada  de  Laplace  a cada  ecuación 


i 


¿{x, '(0  + lOjf,  (t)  — 4x2U)}  = 0 
L{x2  (?)  — 4x,(f)  + 4x2(í)}  = 0 


is 2¿{x,  (í)}  - 5 x,  (0)  - Xq  (0)  + 1 0 SL{X]  (t)}  - 1 Ox,  (0)  - 41{x,  (/)}  = 0 


Í(52+10s)¿{x,(í)}-4I{x7(í)}  = 1 . , , , t 

i 1 ^ ; aplicando  la  regla  de  CRAMER  se  tiene: 

[-4¿{x,(í)}  + (5'  +4)¿{x2(/)}  = -1 


Aplicación  de  la  Transformada 


663 


¿{*,(0}  = 


1 -4 

-1  s2+  4 
í2+10í  -4 

-4  s2  +4 


(s2  + 2)(s2  +12) 


usando  fracciones  parciales  se  tiene: 


s As  ■+■  B Cs  + D 

(s2  +2)(s2  +12)  s2  +2  52  +12 

s2  =(^+5)(í2  + 12)  + (Cs  + D)(s2  +2) 

s2  =(A  + C)s2  + (B  + D)s2  +(\2A  + 2C)s+\2B  + 2D 

comparando  los  coeficientes  de  s en  cada  miembro  de  la  igualdad  se  tiene: 


A 4-  (7  — 0 
B + D = 1 
12//  + 2C  = 0 
\2B  + 2D  = 0 


de  donde 


A-0 
C = 0 

1 s2  1 6 

B = ~l  ' (s2+2)(s2+\2)  5(s2  +2)  ' 5(s2  +12) 

5 


Z-{x,(/)}  = 


*l(0  = ¿ '{“ 


*1  V*  /#  _ O T 

5(52+2)  5(j2  + 12) 


5(s2  +2)  5(j2  +12) 


.r1(0  = — \=L  ’{  } + — j=L  } =>  x^t)  = -^-seny¡2t + — sen2y¡2t 

1 5V2  V+2  5Vl2  s2  +12*  ’ 10  5 


¿{*2(0}  = 


s * + 1 Os  1 
-4  -1 


s2  +6 


í:+10j  -4 

-4  s2  +4 


(s2  +2)(s2  +\2) 


siguiendo  el  proceso  anterior,  mediante  fracciones  parciales  obtenemos. 

¿{*2(0}  = — 


2 3 

5 5 


j2  + 2 s2  +12 
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/ \ 2 ) y¡2  . 3 i Vi  2 \fl  rr  y¡3  rr 

X2(t)- J=L  {— } -=L  {— } = sen V 2t sen2%/3/ 

5V2  V+2  sVTI  V + 12  5 10 


Luego  la  solución  del  sistema  (a)  es: 


¡2  . fe 

Xj(í)  = — —sen  V2f  + -^-sen2-v/3/ 

x2(t)  - --^sen  yflt-  — sen  2>¡3i 
2 5 10 


13.5.  REDES  ELECTRICAS.- 


Un  sistema  eléctrico  (red)  con  mas  de  un  circuito  simple  (o  lazo)  también  da  origen  a 
ecuaciones  diferenciales  simultáneas  tal  como  se  muestra  en  la  figura. 


La  corriente  Zj(0  se  divide  según  las  direcciones  indicadas  en  el  punto  B {9  llamando 
punto  de  ramificación  de  la  red  por  la  primer  ley  de  KIRCHOFF  podemos  escribir. 

*l(0  = *2(0  + *3(0  ***  W 

además,  también  se  puede  aplicar  la  segunda  ley  de  KIRCHOFF  a cada  circuito,  para  el 
caso  del  circuito  Ax  B]  B2  A2  A¡  , sumando  las  caídas  de  voltaje  a través  de  cada  parte  del 

circuito  resulta. 

E(t)  = iiR,+Ll^f-  + i2R2  -.(2) 

dt 

en  forma  similar,  para  el  circuito  A]BxC\C2B2A2Ax<i  obtenemos 
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£(0  = 1,/?!  +¿2  — 

dt 


...  (3) 


ahora  reemplazamos  (1)  en  (2)  y (3)  se  obtiene  dos  ecuaciones  de  primer  orden  para  las 
corrientes  i2(t)  e i3(f). 


L\  +^2)¿2  + ^lz3  “ ^(0 

¿2  ~ ^ + R]*2  + ^3  = ^(0 


...(4) 


con  las  condiciones  naturales  z2(0)  = 0,  z3(0)  = 0,  el  sistema  (4)  se  puede  resolver 
mediante  la  Transformada  de  Laplace. 


13.6.  PROBLEMA  DE  ENTRENAMIENTO  PARA  EL  ALUMNO.- 


Demostrar  que  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  que  describe  las  corrientes  Zj(/)  e 
i2  (/)  en  la  red  de  la  figura  que  contiene  un  resistor,  un  inductor  y un  capacitador  es: 


di . 

L — - + /?/2  = E(t) 

dt  2 

di-) 

RC  — — + iy  — 0 

dt  1 


...<*) 


Ejemplo.-  Resolver  el  sistema  (*)  con  las  condiciones  E = 60V,  L - 1H,  R — 50Q, 
C = 1 O^4  F , y donde  e i2  son  inicialmente  igual  a cero. 


Solución 
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al  reemplazar  los  datos  en  el  sistema  (*)  se  tiene. 

— + 50í2  = 60 

, sujeto  a íj(0)  = 0 , i2(0)  = 0 

50(1 0-4) ^-  + í2  -íj  =0 

ahora  aplicamos  transformada  de  Laplace  a cada  ecuación  del  sistema. 

¿{Eh^l+soi  2(/)}  = z.{60} 

dt 

¿{50(  1 0"4 ) pjp  + l2  - íj } = 0 


s L{ij  (*)}-«,  (0)  + 50¿{/2  (/)}  = — 

s 

50(1 0-4  ¿ Hi2  (t)}  - 50(1 0^  )/2  (0)  + L{i2  (/)>- ¿{/j  (/)}  = 0 
s¿{í,(í)}  + 50¿{í2  (/)}  = — 

5 

-200  L{i{  (/)}  + (s  + 200)¿{/2  (/)}  = 0 


£{*,(  O}» 


60 


50 


0 5 + 200 


605 


5 50 

-200  5 + 200 


n [4(0) -T-- 


5(5  + 100) 


60 


2 ’ 


55  5(5  + 100)  (5  + loor 
60 


5.v  5(5+100)  (5  + loor 
60 


} = 


mediante  fracciones  parciales  se  tiene 


6_6t.-.oo(  60/e.oo, 

5 5 


¿{í2(0}  = 


-200  0 
”1  50 

-200  5 + 200 


12000 
5(s  + 100)2 


mediante  fracciones  parciales  se  tiene: 
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120 


5s  5(5  + 100)  (í  + 100)2 


í2(0  = - 


120  } = 6_6 £-m, 


‘5 5 5(5  + 100)  (5  + IOO)2  ’ 5 5 

mediante  fracciones  parciales  se  tiene 


¡i,\  6 ^ ioo,  -too/  . • 6 6 ioo,  -too» 

1 5 5 5 5 


13.7.  EJERCICIOS  DESARROLLADOS.- 


© 


© 


Demostrar  que  la  ecuación  subsidiaria  de  la  ecuación  diferencial  y"+ay'+by  = g(t ) , tiene 
la  Solución  <£lf)*g>±ig  + . «<*> 


5"  +¿25  +/> 

Solución 

Tomando  la  Transformada  de  Laplace  a la  ecuación  diferencial 

L{y"U)  + ay'(t)+by(t)}  = L{g(/)}  =>  s2y(s)-5y(0)-y'(0)  + tf  syísl  + ftjKs)  = R(s) 

(s2+as+b)y(s)  = (s+a)y(0)+y'(0)  + R(s)  y(s)  = (J  + flW°>  + Z (0)-  + _ *(5)- - 

s +as  + b s~+a.s  + b 

Resolver  la  ecuación  diferencial:  y'’+4;/  = 9r,  y(0)  = 0,  /(0)  = 7 

Solución 

Tomando  la  Transformada  de  Laplace  a la  ecuación  diferencial 

9 

/,{/'+ 4 y}  = L{9r} , de  donde  s"T{y} -s  y(0)  - y^O)  + 4L{y}  = — 


lsl  +9 


7s2+9  9 19  l 


(5  + 4)£{y}  — — + 7 — ; 1 + ( - ) 

s~  s~  s~(s*  +4)  4 5“  4 s~  4- 4 


4s'  4 s~  + 4 


9/  19  _ 

y — — + — sen  2/ 
^48 


s 
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(T)  Resolver  la  ecuación  Diferencial  y"-3y'+2y  = 4t  + \ 2e  1 , y(0)  = 6,  y (0)  = -1 

Solución 


Tomando  la  Transformada  de  Lapiace  se  tiene.  L{y"-3y'+2y}  = L{4t  + \2e  1 } 
s2L[y}-s  y(  0)  - 35  L{y } + 3y(0)  + 2 L{y)  = 2-  + ■ — 

S1  5 + ) 


(j2-3j  + 2)¿{>’}-6s  + I + 18  = 4-  + — 

5'  5 + ] 


(s2  - 3s  + 2)L{y\  = 65  - 1 9 + 4-  + — 

S~  5 + 1 


Ó54-1353-752+45  + 4 
5' (5  + 1) 


654-1353  -752  +45  + 4 
s2(s  + 1)(52  -3s  + 2) 


3 2 2 

- + — + 

5 S~  5 + 1 


2 3 

5-2%-l 


>>  = ¿{-+4-+— ^-  + — } =3  + 2r  + 2é’~' -le2'  + 3e' 

S s~  5 + 1 5-2  5-1 

(7)  Resolver  la  ecuación  diferencial  y"-4y'+5y  =125 r , j^(0)  = y'  (0)  = 0 


Solución 


Tomando  la  Transformada  de  Lapiace  se  tiene.  L{y"—4y'+$y]  — L{\25t~ } , de  donde 

, 250 

s2L{ y}  - 5 >-(0)  - y ’(0)  -4s  L{y}  + 4y(0)  + 5 L{y)  = — 

5 


(52  -45  + 5)I{>}  = 

250 


£{>>=  — , , 

53(5*  -4* 


L[v)  = 250|— + 
1 25v 


— , despejando  L{y}  se  tiene 

5J 

ABC  Ds  + E 

— = — t-- r + T"1"” 

•5)  s s s í*-4.v+5 

4 J 1_  1 15-24 

25. v 2 5 sy  125  5í-4í  + 5 
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,#v  I f 11  4 1 1 115-24  „ 

y(t)  = 250Z,  { + - + — r (— )} 

125 5 25 5*  5$*  125  52  -45  4-5 


,CA/H  4/  /2  11  2/  2 2t 

= 250( + — + e eos  / 4- e sen/) 

125  25  10  125  125 


y(t)  = 22 + 40/ + 25/ 2 -22e2/  cos/  + 4<?2/  sen/) 


2 / 


Resolver  la  ecuación  diferencial  dada  y"+9y  = 18/  , y(0)  = 0 , v(— ) = 0 

Solución 


Tomando  la  Transformada  de  Laplace  se  tiene:  L{y'  '+9y}  = Z{18/} , de  donde  se 
tiene:  5 2 L{y}  - sy{0}  - y'  (0)  + 9 L{y}  = L{  1 8í } 


( v:  +9)L{y)  = 1?  + .vt0)  - V'V(0>4'18 


rí  , 5 V(0)  + 18  A B Cs  + D 

L{y)  = : , = -+—+“ — 


s-(sz+  9) 


5 5‘ 


5^+9 


...d) 


52y,(0)  + 18  _ A B Cs  + D A(s 3 + 95) 4-  B(s2  4- 9) 4- C53  4-  Ds2 

52(52  +9)  *5  5^  52  4-  9 52(52  4-9) 


52y  (0)  + 18  = (A  4- C)53  4(54D)52  + 9,45  + 95  comparando  coeficientes  de  s se  tiene: 


A+C= 0 A= 0 

5 + £>  = /(0)  5 = 2 

=> 

9,4  = 0 C = 0 

95  = 18  D = Y'(0K)-2 


...  (2) 


Ahora  reemplazando  (2)  en  ( 1 ) se  tiene: 


v'(0)-2 
5;  +9 


y'(0)-2 


} = 2/ 


y’(0)  — 


2 

— sen  yt 


tomando  la  inversa 


sz+9 


y 
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como  v(— ) = 0 

2 


^'(0)-2 A _ y\ 0)-2  _ 

7T  h sen  — = U =>  = k 

3 2 3 


„v(0  = 2 1 + zrsenit 

Resolver  la  ecuación  diferencial  dada:  y' ' (?)  - 4 y'  (t)  + 3 y(t)  = F(t)  , .y(O)  = 1 , y'  (0)  = 0 


Solución 

Tomando  la  Transformada  de  Laplace  se  tiene:  L{y”  (t)-4y’  (/)  + 3j>(0}  = £{F(í)}, de 
donde.  s2  L{  v(t )}  - sy(0)  - / (0)  - 4s  L{y(t))  + 4^(0)  + 3 L{y(t)}  = ¿{F(í)} 


(s2 -45  + 3)  L{y(t)}  = s-4+  L{F(t)}  =>  ¿{^(í)}  = - — 4 + , tomando  inversa 

5"  +4j  + 3 


s-4+L{F(t)}  m , s-4_  Lim ) 

(j-3)(í-1)  (s-3)(j-1)  (j  -3)(s  -1) 

= -£  {-Lr}-^~l{-L:?  + ¿~l{^)}*r1{  1 -- 

2 s-\  2 s-  3 (.s-3)(s-l) 


y(t)  = -e'  --e3‘  +F(t)*(--—)  =-é  ~-ev  I (eiu -eu )F(t -u)du 


2 2 


2 2 2 2 


H{ 


Resolver  la  ecuación  diferencial  dada  tx"(t)  - (4 1 + 1 )jc*  (/)  + 2(2/  + l)x(r)  = 0 , x(0)  - 0 

Solución 

Tomando  la  Transformada  de  Laplace  en  la  ecuación  dada 
L{t  x"(t)-(4t  + 1)  jc'  (0  + 2(2/  + \)x(t)}  = 0 

L{x\t)}  + ^L{x\t)}-L{x\m^L{x{t)\+2L{x{t)}  = 0 
ds  ds  ds 

(s2I{x’(í)}-^(0)-a:,(0))  + 4— (sL{jr(í)}-x(0))-sZ,{x(O}+Jr(0) 
ds  ds 

-4—  L{x{t)}  + 2L{x(t)}  = 0 
as 
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-2i¿{40}  - i2  4-  ¿{40}  + 40)  + 4 ¿{40}  + 4s  4 ¿{40}  - 4(40} 

¿75  as 


+a(0)  - 4— T{x(r)}  + 2L{x(t)}  = 0 
ds 


-(52  -45  + 4)—  T{x(í)}  + (35-6)  L{x(t)}  =0 
ds 


(5  - 2)2  — L{x(t)}  + 3(5  - 2)L{x(t)}  = 0 
ds 


ds 


£{*(*)}  5-2 


= 0 , integrando 


fi*. 

J ¿{40}  Js-2 


\nk 


ln(¿{.r(0})  + ln(-s-2)3  = ln¿  =>  (s-2)3  ¿{40}  = k =>  ¿{jc{/)}  = — — 

(i-2)3 


kt2e2‘ 


. 3x(/),V¿#0,  en  particular  si  k=l,  se  tiene  la 


x(t)  = kL  '{ '—}  = 

(s-  2)3 

,2 

solución  a(0  = — e 
2 

(^)  Resolver  la  ecuación  diferencial  y '(/)  + >(/)  = J0(í)  , .y(O)  = y (0)  = 0 

Solución 

Tomando  la  Transformada  de  Laplace  se  tiene:  L{y"(t)  + y(t)}  = L{J0(t)}  ,de  donde 
s2  L{  40}-jy(0)-y(0)  + ¿{40}  = ¿{-/O(0} 


(s2+l)  ¿{40}  = ■ ~i= , despejando  ¿{x(/)} 


s2  + 1 


T{a(/)}  = — , tomando  inversa  se  tiene:  y{t)  — Lx{ — } , de  acuerdo 


(s2+\/í 

al  ejercicio  (20)  de  la  transformada  inversa  se  tiene:  40  = ¿_  { 


(s¿+\Y2 


1 


(í2+1)^ 


} = í/,(0 


40  = t/i(0 
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(9)  Resolver  la  ecuación  diferencial  dada  por:  y"  (/)  + ty'  (i ) - y(t)  ~ 0 , y(O)  - 0 , y'  (0)  = 

Solución 

Tomando  la  Transformada  de  Laplace  se  tiene:  L{y" (t)  + ty' (t)  - y(t)}  = 0,  de  donde: 

s2L{y(t)}  - sy(0)  - y ’(0)  - — L{y '(/)} -I{M<)}  = 0 
as 


s2L{y(t)}  - 1 - í-  (sL{y(t)  - y(  0)}  - L{y(t)}  = 0 
ds 


s2L{y(l)} - 1 - L{y(t )}-s  — L{y(t)} - L{y(t)}  = 0 -s^- L{y(t )}  + (s2  - 2) L{y(t)}  = 1 

as  ds 


d _ 2 1 

— L{y(t)} -L{y(t)}  = — , ecuación  lineal 

ds  s s 


f s2-*> 


Hy(t)}  = e 


"J  * 


7 


+ c\  -e 


— o 2 


2lii5  r - +2  ln5  ¿js 


+ C\ 


y 2 2 — 

e 2 f — e 2 1 e 2 

= — — \e  2 sds  + c ) — — — fe  2 +c]  = — + c. — r- 
S~  J S~  S S 


Por  el  teorema  del  valor  inicial  se  tiene: 


1 e 1 

0 = v(0)  = limy(/)  = lim  -sy(s)  = lim(-  + c.— — ) = 0 

¿->0 " s->0 O 5->oo  s S 


\ t' 2 1 

luego  lim  - + c. =>  c = 0,  entonces  L{y(t )}  = — , tomando  la  inversa  se  tiene: 

s-f^s  s s‘ 


L{y(t)}  = \de  donde  y(t)  = L 1 {2-}  = t entonces  :.y(t)  = t 
s~  s' 
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© Resolver  la  ecuación  diferencial  dada  ty' ' (f ) + (1  - 2 t)y'  {()  - 2 y{t)  = 0 , y(0)=  1 , y1  (0)  = 2 

Solución 

Tomando  la  Transformada  de  Laplace  en  la  ecuación  dada 
L{t  y"(t)  + (\-2t)y'(t)-2y(t)}  = 0 , de  donde  : 

~—L{y "(/)}  + Hy  \t )}  + 2-j-  L{y '(/)}  - 2 L{y{t)}  = 0 
as  ds 

— ~(s2L{y(t)}  - sy(0)  - y '(0)  + v¿<v(l)}  - y(  0)  + 2 ^-(sL{y(t)}  - *0))  - 2 L[y(t)}  = 0 
as  ds 

-2sL{y{t)\  -s2d-  L{y(t)}  + 1 + sL{y(t)}  - 1 + 2 L{y(t )}  + 2 s±-  L{y{t)}  - 2 L{y(t)}  = 0 
ds  ds 


-(s2  -2s)d-L{y(í)}-sL{y{t)}  = Q 

ds 


ds  ^ 5 


L{y(t)}  s2~2s 


= 0 , integrando,  I— 

J i 


CT  !{.*/>} 


L{y{í)} 


-ds+  I — = ln  k 
¡s-2 


k.  k 

ln(¿{y(/)})  + ln(.s-2)  = ln£  =>  ln  (L{  y(í)})  = ln  ( ),  de  donde:  lnL{y(/)}  = , 

s-2  s-2 

aplicando  el  teorema  del  valor  inicial  se  tiene: 

ks  1 

1 - j-(0)  = lim  y(t)  = lim  5y(js)  = lim = k entonces  L{y(/)}= , tomando  inversa 

[ Q c — ir  c — krr,  f — O e — ^ 


S-+CC  S — 2 


s- 2 


y(t)  - L { — 1 — } = e2t , por  lo  tanto,  la  solución  es:  y(t)  = e2( . 
s — 2 


s-2 

®s2  4"  As  — E¡ 

Para  que  valores  de  A y B se  tendrá  que  F(0)  = 1 , F'( 0)  = 3 siendo  H (s ) = t 

s -s 

y F(f)=¿' {//<*)). 

Solución 


Descomponiendo  en  fracciones  H(s)  se  tiene: 
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ir  x s +As-B  M N R 

H(s)  = — + h , de  donde: 


^ -i 


5 5-1  5+1 


Ejf  5‘  + As- B -B  w 

M - hm = — = B =>  M = B 

(5-1X-S+I)  “I 


N = lim 


5*  + As  — B 1 + A — B 


s->\  5(5  + 1) 


N = 


1 + A-B 


R = lim 


s~  + As- B \-A-B 


3-+- 1 5(5  -1)  2(5  + 1) 


t ^ v B l + A-B  l-A-B 

Luego  Hís)  = — + + 

5 2(5-1)  2(5  + 1) 

F(t)  = L-i{H(s)\  = L-'{-+l  + A^B  l~A~B 


F(0)=l  = B + 


5 2(5-1)  2(5  + 1) 

l+A-B  \-A-B 


, „ l + A-b  , l-A-B 

} =B  + e'  + f 


„„  , 1 + A-B  , l-A-B 

F\t)  = e' <> 


, l+A-B  l-A-B  . , 

F (0)  = 3 = =>A  = 3 


B B ^ 4 -B  t 2 + B 

Además  I = Z?  + 2 — 1 -—  = 1 (verdadero),  entonces  F(t)  = B+ — - — e — e 

para  A=3  y para  cualquier  valor  de  B. 

Resolver  la  ecuación  diferencial  dada  por:  y"(/)  + 2 y (7)  = /(O  , >>(0)  = y’(0)  — 0 . 
1 51  n < t < 2n 

donde:  f(t ) = < 0 5/  0 < r < ;r 
0 si  t > 2 n 

Solución 


La  función  F(t)  es  lo  mismo  expresarlo  así 


m= 


0 SI  0 <t  <71 

1 si  n <t<2n 
0 si  t > 2 n 
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Ahora  la  función  f(t)  expresaremos  en  términos  de  la  función  escalón  unidad. 

r<r  -2  7is 

f(t)  = /i(r  - 7r)~ /í(í  ~2n) , de  donde  L{f(t)}  = , 


5 S 


además  L{y”(t)  + 2v'(í)}  = L{f(t)} 
s2L{y(t)}-sy{  0)  -/(O)  + 2j¿{>(í)}-  2.v(0)  = !{/(*)} 

-Tes  _ -2/rs 

(í1  + 2s)Z.{^(t)}  = , de  donde  L{y(t)}  = — 


-«  _ e-2*s 
s2(s  + 2) 


tomando  la  inversa 


-xs  _ -2tts 

y(t)  = i'1 {—r— } = [(*  - a)  + - 1 l(í  - 2x)  + e-(,-2*>  ]rft  - 2n) 

s~(s + 2) 

y(t)  = |í  - n- 1 + e"(,-,r)  l//(í  - /r)  - |í  - 2n  - 1 + e~u~2,t)  ]//(/  - 2*) 


Nota:  Z7'{— } = t + e''-l 

+ 2) 


d2  y 9 t £2 


Resolver  la  ecuación  diferencial  dada  por:  — ^ + 4— + 4 y(t)  = < , donde: 

dt 2 dt  [*-<'  " , / > 2 

j>(0)  = 1 ,/(0)  = -l 

Solución 


d*  * d f 

Encontraremos  la  solución  para  t < 2 , L{ — + 4 — - + 4 >>(/)}  = 0 , de  donde: 

rfr  dt 


s 2 - -sy(O)  - y (0) + 4^(0}  - 4><0) +4 L{y(t)}  = o 


(s2  + 4s  + 4)L{y(t)}  = 5 + 3,  despejando  L\y(t)} 


L{y(t)}  = — — — r , ahora  tomando  la  inversa  y(t)  — V 1 {— —}  - te  2t  +e  2t 

(j  + 2)“  (-s  + 2)‘ 


Ahora  veremos  la  solución  para  t > 2 
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L{^  + 4^-  + 4y(t)}  = L{e-{,-2)}  =>  (s  + 2)2Z{.v(í)}-(s  + 3)  =-^- 
dr  dt  s + 1 


> + 3 e' 

¿{.v(/)}  = h , tomando  la  inversa 

(i + 2)'  (s  + 2)*(.?  + l) 


v(í)  = L '{  t + 3 + } =e  2‘  + te  21  +e2{e  ' -e  21  -te  2l ) 

(í  + 2)2  (s  + 2Xs  + l)' 

Luego  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  es: 


y(t) 


.1 


,e2l+e-21 


, para  t<2 


[(í  + \)e~2t +e  il  2) -{t-\)e  2{l  h , para  O 2 
Resolver  la  ecuación  diferencial  dado  por 
/ + = 0 , *(0)  = k , jc’(O)  = 0 , a * 0 

Solución 

Tomando  la  Transformada  de  Laplace 

L{tx"(t)  + x'(t)-a2tx(t)}  = Q=  — L{x\L)}  + L{x\t)}  + a2^-L{x(t)\  = 0 


ds 


ds 


(s2L{x(t)}  - sx(0) -x'(0)  + sL{x(t)}-x(0)  + a 2 ^-L{x(t)}  = 0 
ds  ds 

-2sL{x(t)}  - s2  — L{x(t)}  + .t(0)  + sL{x(t)}  - x(0)  + u2  -7-  L{x(t)}  = 0 
ds  ds 


-(52  - a2)—  L{jc(f)}-í¿{x(í)}  = 0 
ds 


L{x(t)} 


— — z-  = 0 , integrando  ln(¿{x(/)}  + — ln(s2  - a2 ) = Inc 

!«')}  aJ-a*  2 

ln  sfs2  -a2¿{jr(/)}  = ln  c entonces  L{jc(/)}  = j= — 


\5"  —¿2“ 
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Aplicando  teorema  del  valor  inicial 


se  c 

lim  . = lim  x(t)  = x(0)  = k =>  lim  , = k =>  c-  k 


£«/)}  = 


= x(t)  = kL~'{-  1 


V-s2  -a 


+7 

r}  =>  x(t)  = k I0(a.t) 


yjs~  - a 2 

Resolver  la  ecuación  diferencial  dada  por:  y"(t)-4y'(t)  + 3y{t)  = F(/),y(0)=l,y  (0)  = 0 . 

Solución 

L{y"«)-4y'(t)  + 3y(t)}=L{F(t)} 

s2L{y(t)}  - sKO)  - y (0)  - 4sL{y(t)}  + 4.y(0)  + 3 L{y(t)}  = L{  F(t)} 


(5"  -4s  + 3)£{.y(í)}  = 5-4+  L{F(t)}  de  donde: 

¡*m  ‘-=g4m  » 


5“  -45  + 3 


5~  -45  + 3 


2 5-3  2 5-1 

3^  1 f ^ Uve/ 

v(/)  = T’T"2  I ( 


)í/i/ 


Resolver  la  ecuación  diferencial  dada  por:  y"  (t)  + 4 y(0  = F(t) ; >^(0)  = 0 , y (0)  = 1 
1 


F(/) 


fl  , 0 < / < J 

jo  , />1 


Solución 


A la  función  F(t)  expresaremos  en  términos  de  la  función  escalón  unidad 

F(0  = 1-M'-1) 
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L{y"(t)  + 4y(t)}  = L{F(t)) 

s2HyU)} - 5y(0)  - /(O)  + 4I{v(/)J  = /.{l -//(/-  I)} 


,2  i 1 e \—e  + s 

(5-  + 4 )L{y(t)}  = 1 + = 

s s s 


..  . l-e's  +s  . . . i A-e~‘  + s. 

L{y(f)}=- — i =>  y(t)  = L { — r } 


s(s~  +4) 


5(5  +4) 


m = ¿ ' {7-  - - L-  j • l~'  {-T^> 

45  4 (s~  +4)  5 5+4 


v(0  =- -eos 2/  + — sen  2 í - jj(t  -1)*  — sen  2/ 

4 4 2 2 


sen  2/ 

/i(í-l)* — - — = — ¡ sen  2(1  - u)./J(u  - \)du 


(1) 


!■ 

4Í 


i 


sen  2(7  - u)du  - — j sen  2 zdz  =— cos2  zj  - -7  --7  eos  2(7  - 1) 


,0  _I_I 

-1  _ 4 4 


sen  2í  1 

Luego  >'(/)  = + — |cos2(7- l)-cos2/|  parat>l 

2 4 


17)  Resolver  para  x(t);F(t)  ■ 


í('-“ 


) p x\u)du  , 0 < p < 1 

Solución 


F{t)  = j*  (t-uYpx\u)du  = Fp  *x\t) , 0 < p < 1 

Tomando  la  Transformada  de  Laplace  Z,{F(7)}  = ^ 

si  ¿{F(/)}  = f(s) , entonces  se  tiene: 

ra-p) 


/(5)  = L{r^}¿{.v'(0}  = 


rn - p)  r(i  />)v.v(í) 

(5X(5)-40))/(5)  + ^r^40)  = - 


e1"/* 
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t( v)  _ v‘  /(*)  , £(0)  = f(s)  t x(0) 
sf(l-/?)  S SPT(\-p)  s 


5rf(l-/?)  S 


x(t)  = —±—L-]{^}  + x(0)  = 

r(i  -p)  sp 


1 £■'{/(*)}  *I-'{--U  + *(0) 


r(i — /?) 


i 


F(t)*J—  + x(Q)  = ^np71-  F(t)*tp~{  + x(0) 


r(i-/>)  r(;0 


jc(í)  = sen/,;r  F(t ) * tp~l  + x(0) 


®t^  , . , I *"(/)  + y'(t)  + 3x(t)  = \5e  1 . 

Resolver  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  < con  las 

[>yM(/)-4.t'(/)  + 3y(/)  = 15  sen  2/ 

condiciones  x(0)  = 35  , x’(0)  = -48  , j>(0)  - 27  , >>'(0)  = -55 


Solución 


Tomando  la  Transformada  de  Laplace  a cada  ecuación 

L{x\t)  + y\t)  + 2x{í)}  = L{\5e-} 

L{y  "(i)  - 4.v  '(í)  + 3 y(t)}  = £{15  sen  2 1} 

f 52£{x(/)}  - sx(0)  - x '(0)  + s£{^(í)}  - y(  0)  + 3£{jc(0}  = 1 5L{e~‘ } 

{ s2L{y(t)}  - sy( 0)  - y '(0)  - 4sL{x(t)}  + 4*(0)  + 3L{y(t)}  = 1 5£{sen  2 1} 

(s  + 3 )£{*(/)}  + 5£{j(í)}  = 35í  - 21  + — 

5 + 1 

-4í£{x{/)}  + (s2  + ?>)L{y(t)}  = 27i  - 1 9s  + 

s +4 


; Aplicando  la  regla  de  CRAMER 
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L{yU )}  = 


355- 21  h — — 5 

5 + 1 

275-195  + —^-  s:  +3 
52  + 4 

s1  + 3 s 
-4  s s2+3 


30  5 45  3 2s 

— z + H — 

5*+l  5 +9  5 + 1 5 +4 


x(t)  = r'  { 


305  45  3 


25 


-} 


V+l  52+9  5 + 1 52+4' 

x(t ) = 3cos/ - 1 5sen3í  + 3e~r  +2cos2 / 


L{y(‘))  = 


52  + 3 355-21  + — 

.9  + 1 

-45  275-195+  ^ 

52  +4 

5'  +3  5 

- 45  52  + 3 


305  60  | 3 t 2 

52+l  52+l  5 + 1 52  + 4 


,-H,30s 


y(t)  = L"  {— 


5"  + 1 


60  3 2 . 

+ r + ^ } 

5 +1  5 + 1 s2  +4 


y(t)  = 30cosf-60sení  + 3e  1 + sen2í 


© 


Resolver  el  sistema  de  ecuación  diferenciales 
condiciones  x(0)=l  , y(0)=3 

Solución 


f 2x  \t)  + 2x(t ) + y \t)  - y(t)  = 3 1 
\ x'(0+  x(t)  + y \t)  + y(t)  = 1 


con  las 


Aplicando  la  Transformada  de  Laplace  a cada  ecuación 

í ¿{2*  \t)  + 2x(t)  + y\t)-y{t)}  = L{3t} 

\t)  + jc(<)  + y '(/)  + y(t)i  = ¿{1} 


25¿{x(í)}  - 2:c(0)  + 2L{x(t)}  + sL{y{t)}  - ^(0)  - L{y(t )}  = 

s 

sL{x(t))  - jc(0)  + L{x(t )}  - K0)  + L{y(t)}  = - 

s 
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2<  í + I )¿f  *(')}  + (j  - 1)¿{  ></)}  = 4 + 5 

r 

(s  + 1)¿W0}  + (5  + 1)I{>’(0}=-  + 4 

5 


¿wo>= 


7+5 

5-1 

1 

5 + 1 

- + 4 
s 

2(5  + 1) 

5-1 

5 + 1 

5 + 1 

s3+8s2+4j  + 3 1 2_  + _3_ 

5"(5‘+45  + 3)  5'  5 + 3 5 + 1 


4í)  = r'{— 

s 2 5 + 3 5+1 


J } = t-2e~*  +3e 


x(t)  = t~2e  ' +3e  ' 


L{x{t)}  = 


2(5  + 1)  4 + 5 

5' 

5+1  -+4 

5 

' 2(5  + 1)  5-1 


5+ 1 5+1 


353  +5 52  -5-3  352  +25-3 

252(52  +45  + 3)  52(5  + 3) 


m « r* {3j~42<  3i  - r'(-“ + = i - f + 2e-3' 

5 (5  + 3)  5 i*  5 + 3 


>-(0  = l-/  + 2e~3' 


Resolver  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales. 


í.v  "(í)  - .t(r)  + 5y\t)  = t 
\yXt)-4y(l)-2x\t)  = -2' 


con  las 


condiciones  iniciales  siguientes.  x(0)  = 0,  x’(0)  = 0 , y(0)  = 0,  y (0)  = 0 


Solución 


Aplicando  la  Transformada  de  Laplace  a cada  ecuación 

|L{.v"(í)-A-(0  + 5.v,(/)}  = ¿m 
\¿{>-V)-4>'W-2.v'(/)}  = ¿{-2} 
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s ‘ L{x(t)}  - s x(0)  - x ’(O)  - L{x(t)}  + 5 sL{y(t)}  - 5^(0)  = — 

s~ 

s2L{y(t)}  - 5 jc(0)  - x '(0)  - 4 ¿Mí)}  - 2sL{x(t )}  + 2*(0)  = - - 

s 


(^+l)¿Wr)}-55¿{Kí)}  = -V 


, aplicando  el  teorema  de  CRAMER 


-2sL{x(t)}  + (s¿-4)L{y{t)}  = — 

s 


L{x(t)}  = 


~ 55 

5* 

-l  52- 4 

s 


Ü5Z  -4 


+]  5 s 

-2s  s2  -4 


52(52  + 1)(52  +4)  s2  s1  + 1 52+4 


*(*)  = £ ‘{ — T+  5 


5 2 s2+l  52+4 


} = {/  + 5 sen  t - 2 sen  2t} 


jc(¿)  = -t  + 5 sen  t - 2 sen  2í 


L{y(t)}  = 


s!+i  ? 


-2^  — 
5 


5*  + 1 55 

-25  52-4 


-252  +4  1 25  5 

- + - 


5(5*+l)(5‘+4)  5 5*  + 1 5 +4 


y(t)  = L ‘{- — + - 


5+1  5+4 


-}  = f-2cos¿  + cos  2 1 


y(t)  -t-  2 eos  t + eos  2/ 


Resolver  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 


x\t)  + 2x(t)-yXt)  = 2t  + 5 
x\t)-m+y\t)+Át)= -2í-i 


con  las  condiciones  iniciales  x(0)=3,  x'(0)  = 0 , y(0) — 3 


Solución 
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Aplicando  la  Transformada  de  Laplace  a cada  ecuación. 

ÍL{x''(t)  + 2x(t)-y'(t)}  = L{2t  + 5} 

[L{x\t)-x(t)  + yV)  + y(t)}  = L{-2t-\] 

í s2L{x(t )}  - 5 x(0)  - jc  '(0)  + 2L{x(t)}  - sL{y(t )}  + y(  0)  = L{2t  + 5} 
\sL{x(t)}  - x(0)  - L{x(t)}  + sL{y(t)}  - y(0)  + L{y(t)}  = L{-2t  - 1} 


(, s 2 + 2)L{x(t)}  - sL{y(t)}  = \ + - + 3í  + 3 


(s  + l)I{*(í)}  + (5  + 1)¿  WO}  —4-“ 


Aplicando  la  regla  de  CRAMER 


L[x(t)}  = 


2 5 , , 

— r-  H 1-  35  + 3 — S 

5 S 

2 1 

£ 

5*  + 2 -5 

5-1  5+1 


3s4  + 6s3  + 7s2  +55  + 2 
52(53+2i2+5  + 2) 


!{*</)> --+4 

5 5 


1 

+ 

5 + 2 


1 J , F ]f2  1 1 1 , 

— , tomando  inversa  x(0  = L {—  + — 4 (-  — } 

5+1  5 S2  5 + 2 5?+ 1 

x(f)  = 2 + ¿ + e 2t  +sen/ 


igual  modo  se  obtiene  y(t)  es  decir. 


y(t)  = 1 - 1 - 3e  2t  + eos  t 


Se  conectan  en  serie  una  resistencia  de  R ohmios  y un  condensador  de  C faradios  con  un 
generador  de  E voltios  (ver  figura)  en  t = 0 la  carga  del  condensador  es  cero.  Hallar  la 
carga  y la  corriente  en  cualquier  tiempo  t > 0,  si. 


E = E o constante 


o 

E 


rrc 


684 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


Solución 


a)  Dado  del  problema 
circuito  R - C 
Resistencia  = R ohmios 


Capacidad  = C faradios 
Generador  = E voltios 


en  t = 0,  Q(0)  = 0,  de  acuerdo  a la  segunda  ley  de  KIRCHOFF  y condición  del 
problema  se  tiene:  RI  + ^ = E0  =>  = ecuación  lineal  aplicando 


C 


transformada  de  Laplace  se  tiene: 


dt  RC  R 

L{^-  + -^-Q}  = L{— } , de  donde 
dt  RC  R 


S L{Q(t)}  - 0(0) +-L¿{0(f)}  = 

IX.  C A*J 


(S  + --1-t)¿{£?(0}  = , despejando  L{Q(t)} 

RC.  /íj 


¿{0(0}  = 


RS(S  + ) 

RC 


- , tomando  transformada  inversa. 


Q(t)  = L~]{ 


->4^ 


S(S  + — ) 
RC 


Q(t)  = E0C(l-e~'/RC)  como 


j <JQU ) _ £»  rí 
dt  K * 


/ = £oe-r«r 

R 


b)  Datos  del  problema. 
Circuito  R - C 
Capacidad  = C faradios 


Resistencia  = R ohmios 
Generador  = E voltios 


para  t = 0 =>  Q(0)  = 0,  de  acuerdo  a la  segunda  Ley  de  Kirchoff  y condiciones  del 
problema  se  tiene. 


RI  + — - E0e  at , donde  / = 
C 0 


¿0(0 

dt 
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Luego  R — / ^ = E0e~al , de  donde 

dt  C 0 

dQ(i)  1 £ne~"' 

— - — + ^ — . ecuación  lineal  aplicando  transformada  de  Laplace  se 

tiene:  £{^^  +— 0(f)}  = ¿{— — } 

dt  RC  R 


RC  R(s  + a) 


(s  + — )L{Q(t)}  = — ^ — 
RC  R(s+a) 


, despejando  L{Q(t)} 


L{Q(t)}  = 


En 


R{S  + ^-){s  + a) 
AC 


, tomando  inversa 


0(0  = L]{- 


0(0  = 


R(S  4- — -)(5  + a) 
K C 

CE,  1 


'=T^ 


(5  + — )(s  + a) 
AC 


L'[- 


1 -RC  's  + a s 1 1-£C 

RC 


1 } = 


/<„  » <!&!1  = -Í£_<£ 


-/  KC 


di  1 - RC  RC 


„-at  v 

- - ae  ) 


Desarrollar  el  problema  22)  para  el  caso  en  que  E - E 0 sen  coi  y la  carga  del 
condensador  se  a 0O . 

Solución 


Datos  del  problema:  Q( 0)  = £>o , E - E 0 sen  ¿y/  , Resistencia  = R ohmios 


Capacidad  = C faradios,  de  la  condición  del  problema  se  tiene. 


¿0('>  1 ^ E0  sen  coi 


+ ^0(O  = - 


dt  RC 


R 


, aplicando  transformada  de  Laplace  se  tiene. 
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dt  RC  R 


sL{Q(t)}  - 0(0)  + JL  L{Q(t)}  = El 

RC  R s +ú) 

(S  + -¡-)L{Q(t)}  = Q0+  -^T , despejando  L{Q(t)} 


L{Q(i)}  = -^í-+ 


E0co 


S + — (S  + — )(52+íy2) 
RC  RC 


, tomando  inversa 


Q(t)  = L~l{ — — 


EqQ) 


5+—  (5  + — )(í2+cy2) 

RC  RC 


} , de  donde 


^ -í/rc  E,  R2C2  sen  cot  . 

Q(0  = Qoe  +—l~. , ~ (~ — — ««eos®/)  + 


R \ + a2 R2C2  RC 


a>R2C2e-‘IRC 
\ + ú)2R2C2  ' 


a>EnRC  . . ví  ¿n  mR2C2  eos  ®/-  RC  sen  cots 

e(,,-<a+í7PP?)'  "T* ÍF7FF > 


Un  inductor  de  L henrys  y un  condensador  de  C faradios  están  conectados  en  serie  con  un 
condensador  de  E voltios.  En  t = 0,  la  carga  del  condensador  y la  corriente  del  circuito  son 
nulos.  Hallar  la  carga  del  condensador  en  cualquier  tiempo  t > 0. 


a)  Si  E = £0  constante  b)  E = E0e  m a > 0 

Solución 

a)  Datos  por  el  problema 
Inductancia  : L Henrys 
Capacidad  : C faradios 

Resistencia  : R = 0 , E = E0  de  la  segunda  ley  de  Kirchoff  se  tiene: 
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d_m  1 (* 

dt  ci 


I(r)dr  = V(t),  de  donde  — - * + 

dt 


aplicando  transformada  de  Laplace  se  tiene 

f/(r)dr|-¿A  =>  v /.{/</)}-  7(0)  + _LÜ^Ü  = £i 
dt  LC  Z.  LC  s Ls 

(5  + y^-)¿{/(0}  = || , despejando  L{l(t)} 


¿{6(0}  = 


¿o 


I(52  + —*--) 
¿C 


, tomando  la  inversa 


i £”0  EnyJCL  t 

6(0  = ¿"l{ ^-}  = sen(-¿=) 

¿(S2+_L)  ¿ V/Ü 

¿c 

<//  ¿ %/fl¿ 


¿■qVcí  r 

— — r 


scn(  1 )rf/ 

sÍRC 


Q(í)  = -E0C. cos(  ¿ — ) + /:  para  0(0)  = 0 entonces  0 = -£0C+  A'  =>  k = E0C 
v /?C 


2(/)  = £0C(l  + cos(-^=)) 


b)  Datos  del  problema 

Resistencia:  R = 0 ; Inductancia  : L Henrys 


Capacidad  : C faradios  , E = E0e  60  , a > 0,  para  t = 0,  Q(0)  = 0,  1(0)  = 0,  por  la 


1 .x  ~at 


segunda  ley  de  Kirchoff  se  tiene:  +—  f I(r)dr  = E0e  at 

dt  c Jb 


6"(0+-6(0=“V 


1 E 

aplicando  transformada  de  Laplace  L{Q\t)  + -j-^Q{t)}  = ai } , de  donde 
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(í2+—  )L{Q(Ú}  = -r-^— 

LC  L(s  + a) 


, despejando  L{Q(t)} 


L{Q(0}  = 


Z-(S  + a)(S2+— ) 
LC 


, tomando  inversa 


2(0=-^r,{ 


i 


..Art-íU**»* 


(S  + a)(5'2+— ) ¿ 5+a  í2+  — 

LC  LC 


de  donde  efectuando  operaciones  se  tiene 


0(0- 


r^r(e"a'"C0S(7Zc))+ 


aE0-JC/ L sen(//VZC) 


L(ar  + — ) 

¿C 


a 


1 

LC 


Desarrollar  el  problema  24)  si  E(t)  es  E0 S(t)  donde  d(t)  es  la  función  Delta  De  Diroc. 

Solución 

De  las  condiciones  del  problema  se  tiene. 

i£!í)+ i £!!>-Lf nr^-MÚ. 

dt  c Jb  dt  LC  L 


aplicando  transformada  de  Laplace  se  tiene: 


L{^L '+  — I i{r)dr}  = L{M^  =>  sL{I(t)}-I( 0)  + 


,<#(0 

dt 


iz[‘ 


1 ¿{/(O)  _ £q 
LC  í I 


1 £ 

(5+ )L{/(í)}  = — , despejando  L{I(t)} 

£Cs  L 

I{/(í)}  = ¡ — , tomando  inversa  I(t)  = — L~l  { — — } = — cos(  , ) 

’!+rc  ** 

como  = /(O  = — cos(— ¡==) , integrando 

di  L \ LC 
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Q(t)  = ^ yfLC  sen(—J=)  + k , para  Q(0)  = 0 =>  k = 0 


QU) 


sen(— f=-) 

Jlc 


26)  Un  inductor  de  3 Henrys  esta  en  serie  con  una  resistencia  de  3 ohmios  y una  f.e.m.  de  1 50 
voltios,  suponiendo  que  es  t=0,  la  corriente  es  cero,  halle  la  corriente  en  cualquier  tiempo 
t>0. 

Solución 


Datos  del  problema. 


Inductancia  : 3 henrys,  Resistencia  : 30  ohmios, 
t = 0, 1(0)  = 0,  f.e.m.  : 1 50  voltios 


/ 


-V\Ar 

R 


E(t) 


L + RJ(t)  = E , de  donde  — — + — /(/)  = —,  aplicando  transformada 
dt  dt  L L 

L{^1  + — /(/)}  = L{—}  .dedonde  sZ.{/(f)}-/(0)  + y ¿{/(OI  =77 
dt  L L L LS 

(s  + —)/-{/(/)}  = 4z  - despejando  L{I(t)} 

L lS 

E E 4 B 

L{I(t)}  = = — (—  + — ) , tomando  inversa 

LS(s+R ) 1 s s + - 

V L l 

1 * R 

como  E = 1 50,  R = 30.  L - 3 se  tiene  /(/)  = 5(1  ) 


690 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


Resolver  el  problema  26)  si  la  f.e.m.  es  150  sen  20t 


Solución 


Datos  del  problema:  f.e.m.  = 150  sen  20t 
Inductancia  = 3 Henrys  ; Resistencia  = 30  ohmios 

su  ecuación  correspondiente  es:  L - + RI(t)  = E , de  donde 

dt 


d¡(t)  R E Ttdl(t)  /í 

+ — I(t)  = — , aplicando  transformada  L{ + — /(/)}  = L {— } , entonces 

dt  L L dt  L L 

sL,{¡(t)}-m  + jL{I(t)}  = , despejando  L{I(t)} 


nat)}= 


1000 


■ , tomando  la  inversa 


(s  + — K-s*  +400) 


/(0  = iooozr'{ 


i 


} = 2e~101  + 2 sen  20í  - 2 eos  20f 


(í  + ^)(í2  +400) 


/(<)  = 2e  10í  + 2 sen  20í  - 2 eos  20t 

28)  Hallar  la  corriente  I(t)  que  fluye  en  el  circuito  de  la  figura  mostrada,  si  se  aplica  una  onda 
cuadrada  con  voltaje  de  altura  V0  . Se  supone  que  el  circuito  no  esta  perturbado  antes  de 
aplicar  la  onda  cuadrada. 


V(t) 


Solución 


La  ecuación  del  circuito  es:  L.I '(/)  + /?/(/)  + — l(r)dr  = V(t) 
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del  circuito  L = 0 y aplicamos  la  transformada 


cí 


L{RIU)  + - | I(r)dr}  = L{V(t)}  =>  RL{I(t)}  + — L{I(t)}  = L{V0(Ua(t)-Ub(t)} 


1 o~as  — o~^S  V ( ¿>  as  — \ 

(s  + )L{I(t)}  = V0( ) =>  L{I(t)}  = — - 1 , tomando  la  inversa 

RC  s R(s  + —) 

RC 


i'  , *-bs  y .Lia  -i=i 

W+4L  r ^-¡-}  = -£|e  c*Ua(t)-e  RCUh(t)\ 

K s + — s+ — R 
RC  RC 


H0  = 


0 , 0 <t  <a 

, a <t  <b 


V -l=SL 
c RC 


yn  -Lz<L  ~£d> 

_0[e  RC  _e  RC  j t>b 

R 


13.8.  EJERCICIOS  Y PROBLEMAS  PROPUESTOS.- 


(J)  Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


a)  ^ + 4—  + 4.v  = 4e'2',x(0)  = -l,  *'(0)  = 4 Rpta.  x(*)  = e~2‘  (2t2  +2t  - 1) 
dt 2 dt 


b)  — - + jc  = 6cos2/  , x(0)  = 3 , x'(0)  = l Rpta.  x(t)  = 5cost  - sen  t - 2 eos  2t 
dt1 

c)  / '(0-7(0  = 5 sen  2/  , y(0)  = 0 , jv'  (0)  = 1 Rpta.  y(t)  = 3 senh  x - sen  2t 

d)  7M(0“27'(0  + 27(0  = 2cos2r-4sen2/  , y(0)  = 0 , y(0)~l 

Rpta.  y(t)  = - eos  2t  + eos  t - sen  t 


e)  /'(í)-/y(0  + ^(0  = l,  y(0)=l.  /(0)  = 2 Rpta.  y(t)  = 1 + 2t 
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O ty'\t)  + (.-\-t)y'(t)  + 2y{t)  = t-\,  y(0)  = O,  y (0)  = 1 


Rpta.  y(t)  = t 


d'y  dy 
dt 2 dt 


g)  — 5 f-2y  = 18e 'sen3¿  , y(0)  = O , y’(0)  = 3 


Rpta.  y = 2e2t  -3e  1 -e  ' sen2 t+e  1 eos 3/ 


h)  — t--— = —3e'  +4e2‘  , y(0)  = O , / (0)  = 5 , y"( 0)  = 3 

dt3  dt 2 dt 

„ 27  57  „ 3 te'  e‘  e2' 

Rpta.  v = cos2/  + — sen2/  + h 1 

50  25  2 25  2 

© Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales, 

a) 


^-  + 2^--\\^--l2y  = 4 , y(0)  = y(0)  = y-(0)=0 

dt 3 dt-  dt 


3r  -i  * 

_ e e e 1 

Rpta.  v = + 

21  21  3 3 


b)  t2y"(t)-2y(t)  = 2 


Rpta.  y = -\-ct 


c)  y"(t)  + 2ty'(t)-4y(t)  = 6,  y(0)  = y(0)  = 0 Rpta.  y = 3í2 

d)  y(/)-8íy(0  + i6y/)  = 3 , yo)  = y(o>  = o Rpta.  y = y2 

e)  y"(t)-4t  y'(t)  + 4y(t)  = O , y(0)  = O,  y' (0)  = 10  Rpta.  y =10  t 

f)  --^-  + 4^-^  + 5—  + 2y  = lOcosí  , y(0)  = O , y'(0)  = 0,  y'(0)  = 3 
dt3  dt 2 dt 

Rpta.  y = -e~2t  +2e~'  -2 te~'  - cosí + 2 sen? 


• 2 

g)  - — 7-  + y = e~2t  sen t , .y(0)  = y(0)  = 0 

dr 


-2 1 


1 € 

Rpta.  j>  = -(senr-cosí)+— — (sen¿  + cos/) 

8 S 
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,2  . j . 

h)  — f-2— -8y  = 0,  y(0)  = 3,  /(0)  = 6 Rpta.  v = 2e4'  +e~2' 

dr  dx 

Resolver  las  siguientes  Ecuaciones  Diferenciales. 

k t2e~2t 

a)  / x"(t)-(4t -\)x'(t)  + 2(2t  + Í)jc(/)  = 0 si  x(0)  = 0 Rpta.  x(t)  = — - — 

b)  x^+±  + xy  = o,y{0)=\,  y(0)  = l Rpta.  y(0)  = kJ0(x) 

dr  dx 

c)  t x"(t)  + x'(t)-a2t  *(/)  = 0 , x(0)  = k,  x'(0)  = 0 , a*0  Rpta.  x{t)  = cl0(at) 

d)  Resolver  para  V(t),  si  \t)V  (t  - u)du  = 24tA  , V (Q)  = Q Rpta.  F(/)  = ±12/2 

e)  I x"(t)  + 5x9(i)  + i x(i)  = 0 si  *(0)  = ^-  Rpta.  v(/)  - 

f)  t2y"(t)  + (2r  + t)y'(t)  + (2t2  +t-\)y(t)  = 0 , si  y(0)  = 0 , y(0)  = j 

Rpta.  y(t)  = e~’J\lt) 

g)  y"(o-6y,(/)+i2y(/)-8^(/)  = íV'+i,y(0)=i)  y(0)  = -i , y(0)  = 2 

Rpta.  y(t)  - - + e2‘  (- h — + — ) + e2‘  - 3t  e~2'  + 5t2e~2' 

5!  8898 

h)  t2V"(t)  + tV'(t)  + (t2 -\)V(t)  = 0 , V(1 ) = 2 Rpta.  = 

d\  (1) 

Resolver  las  siguientes  Ecuaciones  Diferenciales. 

a)  y"{t)  + 4t(t)  = 9t  , y(0)  = 0,  y(0)  = 7 Rpta.  y(í)  = -y + ^sen2r 

4 o 

b)  y"(t)-3y'(t)  + 2y(t)  = 4t  + l2e-‘  , y(0)  = 6 , y' (0)  = -1 

Rpta.  y(t)  = 3 + 2t  + 2e~‘  — le1'  + 3e' 
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c)  /'(/)- 4y,(í ) + 5^(0  = 125í 2 , >!(0)=y(0)  = 0 

Rpta.  y = 22  + 40/  + 25/ 2 + 2e2,(2sen/-  1 Icos/) 

d)  y"(t)  + y(t)  = 8cost , y(0)  = 1,  y(0)  = -1  Rpta.  y{t)  = cosí  - sen  t +4/  sen  t 

e)  y"(t)-3y'(t)  + 2y(t)  = 4e2' 

Rpta.  _y(/)  = c1e2í  + 4/e2'  +c2e'  donde  c,  = (0)  — _y(0)-4  , c2  = 2j>(0)- j'(0)  + 4 

f)  y"(t)+9y(t)  = lSt  , y(0)  = 0,  y(-^)  = 0 Rpta.  y(t)  = 2t  + rc  sen  3t 

g)  y"(t)  + 4y  = F(/)  , y(0)  = 0,  y(0)  = l donde  Ff/)^  ’ 

Rpta.  >(/)  = S— — + — [cos(2/  - 2)  - eos  2/] , para  t > 1 


h)  y'(/)+4y/)  = F(í)  , y(0)  = 0 , y (0)  = 1 si  F(t)  = U(t-2) 


© 


sen  2/1  ^ .. 

Rpta.  y(t ) = + — (cos(/  - 2)  - 1)  si  t > 2 

2 4 


i)  x' (t)  + 2x(t)  = e~2'  , x(0)  = 0 

j)  x1  (/)-*(/)  = eos /-sen/  , x(0)  = 0 

k)  x'(/)  + x(/)  = 2sen/  , x(0)  = 0 

l)  2x’(/)  + 6 x(t)  = te^‘  , x(0)  = — \ 

Resolver  las  siguientes  Ecuaciones  Diferenciales. 

a)  x"(t)  + x(l)  = 2et  , x(0)=l  , x'(0)  = 2 

b)  *’(/)-3x(/)  = 3/3 +3/2 +2/  + 1 , x(0)  = -l 


Rpta.  x(t)  = e 2‘  —e  3í 

Rpta.  x(t)  = sen  t 

Rpta.  jc(/)  = e~*  - eos  t + sen  t 


p-  __  2 

Rpta.  x(t)  = 


Rpta.  jc(/)  = e*  + sen/ 


5 2 ^ 4 || 

Rpta. f-r — e 

F 9 3 9 
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c)  jc "(/) + 2jc *(/)  = > x(°>  = 2 ’ 

7 4 56 


d)  y"«)-3y'{t)  + 2y(t)  = f(t) 


Rpta.  *(/)  = 


<(2f + 1)^-2, 

56 

üA 


y(0)  = y' (0)  = O , f(t)  = U(t  - 1 ) 

e20-D  . 

Rpta.  y(t)  = (— e'-'+-Mí- O 


e)  ty''(t)  + (\-2t)y'(t)-2y(l)  = 0,  y(0)=l,  y(0)  = 2 Rpta.  y(t)  = e2' 

f)  <y,(0  + 0-l)/(0-3'(0  = 0 , y(0)  = 5 , y(0)  = 0 Rpta.  y(l)  = 5e- 

Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 

ojx  . * | if  r . . ' . 

a)  y"(/)  + 6y’(/)  + 12y(t)  + 8.v(/)  = 0 , y(0)  = 4 , y <0)  = -12  , y’(0)  = 34 

b)  y”(t)  + 2y'(t)  + 5y(t)  = e~'  sení  , ><0)  = 0 , y(0)  = l 

c)  y-3y+2y=4/+e3' , y(0)  = i . y(0)=-i 

* ~ isfoM 

d)  y,,(0-3y,(o  + 3y,(/)-MO  = o • y(0)=i  , y(0)  = -i  , yf(0)  = -i 

( ■ 1 

e)  y'(l)  + 2y(/)  + 5 y(t)  = e sen / , y(0)  = 0 , /(0)  = 1 

0 y,,(/)-3y,(/)-4y(/)  + i2y/)  = i2^-1 , y(0)  = 4 , y(0)  = 2,  >M(0)  = i8 

Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales. 


a)  P ^x(t  ~u)x(u)du  = 2x(t9-$Qn  pt  , p*0  Rpta.  x(t)  = J](pt) 

b)  Si  L{F(t)}  = H(s),  resolver  para  x(t)  la  ecuación  diferencial 

x"  (/)  + 6jc'  (/)  + lx(t)  = F(t)  sujeto  a x(0)  = x} (0)  = 0 

Rpta.  *(/)  = p^senh(>/2/) 

v2 
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® 


c)  y (0  + .y(0  = ^(í)  i donde  y(0)  = 0 , y(0)  = 0 


F(t)  = - 


0 , t < 


3/r 


3;r  5x 

cosí  , — < t < 

2 2 

A 

0 , t > — 

2 


Rpta.  y(t ) = — (eos  t . sen  2 1 - sen  t - eos  2 1 + sen  t - 2t  eos  t ) 

4 


d)  fxl 


\u)x\t  - u)du  = x\t)  ~ x(t)  si  jc'(0)  = x'(0)  = 0 Rpta.  x(t)  = t-  - 


í 


e)  5 I eu  cos2(t-u)x(u)du=e'(x\t)  + x(t))-\  ,x(0)  = 0 


Zf 


Rpta.  x(t)  = — - 4/  ~ e 2t 


0 y"(t)  + 2y'(t)  + 2y(t)  = e‘  , y(0)  = 0 , y(0)  = l 


y e-' 

Rpta.  y(í)  = ~r  + -r-(3sení-cos/) 


g)  yM(r)-3y’(0  + 3y(/)-y)  = /2ef  , y(0)=i  , y(0)  = o,  y'(0)  = -2 

r) 

y yy 

Rpta.  y = y -/y  — y + 

K ^ 2 60 

h)  y * ' (/) + y ' (o + 4y  (/) + 4y(o  = -2  , y(0)  = o , y(0)  = i , y ; (0)  = T,i 


1 e 3 ^ 3 

Rpta.  y = — + — + — cos2í  + -sen2í 
K 2 5 10  5 


Resolver  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  por  Transformada  de  Laplace. 
y"(l)  + ay'(t)  + /?y(t)  = 0 donde  a = 6,  P = 9,  y(0)  = 0,  y(0)  = 0 

Resolver  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  por  Transformada  de  Laplace. 
y '(0  + a y'(t)  + fíy(t)  = Q(t)  donde  a=-l,  P=-2,  y(0)  = 0,  y'(0)  = 0 , Q(t)  = el  +e  2/ 
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H))  Resolver  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  por  Transformada  de  Laplace. 
F(t)y"(t)+  R(t)y'(t)  + S(t)y(t)  = Q(t) , donde  y(0)  = 0,  /(O),  F(t)  = 4t2, 

S(t)  = (t2+  l)2,  Q(t)  = 0. 


© Resolver  la  siguiente  ecuación  diferencial  mediante  Transformada  de  Laplace. 

y"V)-l/V)  + 2y(t)  = f(t)  donde  f(t)  = 1°  ’ ° < ' * ' , y(0)  = /(0)  = 0 

I 1 * / > 1 


2(/-l)  ] 

Rpta.  r(í) ■ ( +-){/(/-!) 


(j2)  Resolver  la  ecuación  diferencial  dado  por:  t y" (t)  + 2y'  (t)  + t y(t)  = 0 ,y(0+ ) = 1 , y(ir)=0 


O 


Rpta.  y(t)  = 


sen  t 


(Í5)  Resolver  la  ecuación  diferencial  y"  (t)  - 4y' (t)  + 5y(t)  = V(t) , y(0)  = 1 , /(0)=1 

, , ...  . 'e^cos t , 0<t<2x 

donde  V(t)  = { 

0 , t>2n 


Rpta.  y(t)  = e2t  eos / - e2'  sen  t + 


1 / '/ 

te"  sen/  e"  , . . _ . 

— (/  - 2 x)  sen  t.U(t  - 2n) 


© 


Utilizando  Transformada  de  Laplace  resolver  la  ecuación  diferencial 

t , t < 1 

(2-/),  lá/£2  sujeto  a la  condición 
0 . i>  2 


í 


y'+2y+  I y{t)  = f(t),  donde  f(t)  = 


inicial  y(0)  = 1. 


H «/ 


í 


15)  Resolver  la  ecuación  y(t\  = 4sen/,-2  ( y(u)sen(t -u)du  Rpta.  y(t)  = -j=- sen  >1$  t 


Jb 
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Resolver  el  problema  siguiente  de 
valor  inicial 

y\t)  + 2y{t)  + j^y(u)du  = f(t), 

y(0)  = 1 donde  f es  dado  por  el 
gráfico. 


Rpta.  y(t)  = -2te-'  +l  + 2|íe‘<,_1) -l)t/(í-l)  + |(l-í)'('_l)  + \\U{t-2) 


(17)  Resolver  el  siguiente  problema  de  valor  inicial. 

y ’ (t)  + 4 y(t)  = sen  t-U(t-  2/r).  sen <7  - Ix)  , ><0)  = y'  (0)  = 0 

Rpta.  _y(í)  = — (-  sen  2t  + 2 sen  t)  + - (sen  2t  - 2 sen  t)U ( t - 2x) 

6 6 

^8)  Resolver  la  ecuación  diferencial  xM(í)-2*'(f)  + 5x(/)  = e~2t  (4cos3r  + 18sen3í) , 
x(0)  = 2,  Jt'(O)  = -1 


^9)  Resolver  la  ecuación  diferencial  x"(f)  + n1  x(t)  = a sen  pt , x(0)  - l,x'(0)  = 3 n,p 

constantes  positivos  , n * p 

(20)  Resolver  la  ecuación  diferencial  t y'(/)  + y'(t)  + 1 y(t)  = 0 sujeto  a las  condiciones 

iniciales  y(0)  = 1 , y'  (0)  = 0 

(21)  Resolver  la  ecuación  diferencial  t x' ' (í)  + x' ( t ) + 4r  x(t)  = 0,  con  las  condiciones  iniciales 
x(0)  = 3,  x' (0)  = 0 

(22)  Calcular  L{Jx(t)}  y usando  el  resultado  obtenido,  resolver  la  ecuación  diferencial 

x"  (í)  + x(t)  = (í)  si  x(0)  = 1 , x'  (0)  = 4 donde  L{x(t)}  = x(s) 


Resolver  la  ecuación  diferencial 


t2y"(t)  + t y'(t)  + (t2  - l)y(f)  = 0 , si  y(0)  = 0 , 
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Resolver 


^xm(u)x\t-u)du  = 24ti  si  jc(0)  = x' (0)  = jr"  (0)  = 0 


Resolver  la  ecuación  diferencial  + = 0 si  V(0)  = 5 y V(oc)  = 0 


Resolver  la  ecuación  : 
x"(t)  + 2x'(t)  + x(t)  = F(t), 
jc(0)  = jc(0)  = 0 si  F(t)  esta  dado 
por  el  gráfico  adjunto. 


t2x''(t)  + t(2t  + l)x'(t)  + (2t2  + /-1)jc(í)  = 0 , x(0)  = 0 , x'(0)  = | 
x''(t)+’ix’(t)  + 2x(t)  = 3t2  +e2>  sen  3/  , x(0)  ~ jc'(O)  = 0 


x"(t)  + ’ix'(t)  = \-2U(t-2n)  , x(ti)  = 0,  x'(x)  = -\ 


x "(t)-x'(t)  = H(í)  , x(0)  = 1 , 

U 

x'  (0)  = 0 si  H(t)  esta  dado  por  el 
siguiente  gráfico. 


tx"(t)  + (2t  + 7>)x'(t)  + (t  + 7>)x(t)  = e 1 si  x(0)=l 
ty'\t)  + y'(t)  + t v(0  = 0 , y(0)  = 1 , /(0)  = 0 
jr"(/)  + (2r- 3)*' (/)  + 2x(t)  = 0 si  x(0)  = 1 , x’(0)  = 3 

x"(t)  + t x'(t)  + x(t)  = 0 , t>0,  sujeto  a las  condiciones  iniciales  x(0)  = 1 , x'(0)  = 0 
x" (t)  + 3x' (t)  = 1 - 2 U2  (t)  sujeto  a las  condiciones  x(rt)  = 1 , x' (;r)  = -1 
(t-t2)y"(í)  + 2y'(t)  + 2yU)  = 6t  , si  y(0)  = y(2)  = 0 


/V'(0  + í(l-0/(0-(l  + 3í)>'(0  = 0 sujeto  a la  condición  y(0)=  1 , y(0)  = 4 
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^8)  Resolver 


la  ecuación  diferencial  y"+4y  = f(x)  si  f(x) 


y(0)  = 1 , y(0)  = i 


0 si  0 < X < 7Z 

1 1 - sen  3x  si  x > n 


n . _ senil  1 „ . sen3(jt-;r)  3 

Rpta.  /(x)  = cos2x  + +-[1  -cos2(x-;r))fy(x-;r)+( -+ — sen3(x- 7t)U(x- 7r) 

2 4 5 10 


39)  Hallar  la  función  y = f(x)  tal  que:  f(x)  = 2 f{u)cos(x-u)du  = e 


í 


Rpta.  y = 


- - xe  r = cosh  x-xe 


40)  Resolver  las  ecuaciones  diferenciales. 


.)  r-y=\[e-u'du  , *«>=/«» -o 


„ ex  .x3  9 2 21  45  , 

Rpta.  y = — ( x + — x ) + 1 

6 3 4 4 8 16 


b)  y"+2y'+2y  =*  f(t)  donde  /(í)  = 


0 , 0<í  <7Z 

e~l  cosí  , k < t < 2k 
0 , t > 2/r 


Rpta . y - e 1 [y(0) eos í + (v(0) + y '(0)) sen í J + -- ( í - 7t)U ( t - n)  - (í  - 2/r) sen t \U(t - 2/r) 


c)  y'+2y  + 2 f y(t)dt  = /(/)  donde  /(/)  = {* 

Jo  10,  t>7T 


, y(0) 


Rpta. 


— (í  sen  t - sen  t + t eos  í) 


, 0 < í < K 


e~l  e~l 

— (í sen  t- sen í + cosí)  +—[(/- /r)(cosí- sen í)  + sen  í]  , t > n 


d)  y"-4y'+5y  = f(t),  y(0)  = 1 , /(0)  = 1 donde  /(/)  = 


e2'  sen/  , 0 < t < 2/r 
0 , t > 2n 


Aplicación  de  la  Transformada 
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Rpta. 


e2t  eos/  -e2t 
e2i  eos  t-e21 


sen  t + e 


2 1 /sen/ 


0 <t  <n 
t > 2n 


Resolver  los  siguientes  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales. 


a) 


jc’  ’ (/)  - 3 *'(/)-  y (/)  + 2 y{t)  = 14/  + 3 
>’(/)-3jc(/)  + y(/)  = i 


JC’(0)  = 0 , y(0)  = 6.5 


Rpta. 


t Si 

jc(/)  -2-- e~2t 

2 2 

y(t)  = 7í  + 5-e'  + 


b) 


2x '( t ) + 2 x(t)  + >>'(0  - y(t)  = 3 1 
x\t)  + x(t)  + y\t)  + y(t)  = \ 


x(0)  = 1 


y(0)  = 3 


Rpta. 


| x(t)  = t + 3e~'  -2e~3' 
[y(t)  = l-t  + 2e-3‘ 


c) 


x\t)  + 2xU)~y\t)  = 2t  + 5 
x\t)~ x(t)+  y\t)+  y(t)  = -2t  - 1 


x(0)  = 3 , x’(0)  = 0 , y(0)  = -3 


Rpta. 


x(/)  = / + 2 + e“2'  + sen/ 
>(/)  = 1 -t-3e~u  -eos/ 


d) 


\x'(t)-2x(t)-y'(t)-y(t)  = 6e'‘ 
\2x'(t)-3x(t)  + y'(t)-3y(t)  = 6ei‘ 


, x(0)  = 3 , y(0)  = 0 


Rpta. 


¡x(t)  = (l  + 2t)e‘  +2e3’ 
\y{t)  = {\-t)e' -e3’ 


e) 


— + x + v = 3e  3' 

dt  ,x(0)=l  , y(0)  = 2 

ay 

+ jc-4v  = 1 

[dt 


Rpta. 


jc(/)  = 3e  21  - — e5t  -~e  3'  + 
40  8 


-2  / 


-Si 


y(t) 


i 




2 40  8 10 


m 1 m 
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.dx  dy  ...  . 

2— + -7 -~x-y  = e , x(0)  = 2 

dt  dt 

dx  dy  . . ...  , 

— + — + 2x  + y = e , _y(0)  = 1 
dt  dt 


Rpta. 


x = 8 sen  t + 2 eos  t 

e e" 

y = -13sení  + cosí  + 

2 2 


g) 


d~  x .dx  dy  . 

— r-3 — + — + 2x-y  = 0 r ~.t  2 t , 

j,2  dt  rft  ¡x  = 2e  —e  —1 

dt  at  at  , x(0)=0,  y(0)=- 1,  jc’(0)  = 0 Rpta. 

dx  dy  . . ¡y  = e'  - 2 

— + — -2x+y  = 0 ^ 

dt  dt 


h) 


_y'+y  + 2z'+3z  = e 1 
3_y'-_y  + 4z'+z  =0 


, y(0)  = 0 , z(0)  = 1 Rpta. 


y = 5e‘-3e~‘  -2e 

-2,  2*w  , 

z = e + e 

s 


-2i 


42)  Resolver  el  sistema  de  ecuación  diferencial 


condiciones  iniciales:  y(0)=l,  z(0)  = -l 


| ty(t)  + z(t)  + tz\t)  = (t-l)e 
l y\t)-z(t)  = e-‘ 


sujeta  a las 


43J  Resolver  el  sistema  de  la  ecuación  diferencial 


2x\t)-3y\t)=2et  , jc(0)  = 2 
x\t)-2y\t)  = 0 , y(  0)  = 1 

Rpta.  x(t)  = 4ef-2  , y{t)-  2el  -\ 


Resolver  el  sistema  de  la  ecuación  diferencial 


x '(/)  + .*(/)  + 2 y(/)  = 0 , .v(0)  = l 

3x(f)  + 2y(/)  + y'(/)  = 0 , y(0)=2 


6 1 , . 9 e' 

Rp,..  «0-3-37-77 


Resolver  el  sistema  de  la  ecuación  diferencial. 


— = 2 y + e'  , at(O)  = 1 
dt 

^ = 8 x-t  , y(0)  = 1 

dt 


46)  Resolver  el  sistema  de  la  ecuación  diferencial. 


— = x-2y  , x(0)  = -l 
dt 

^ = 5 x-y  , y(0)  = 2 

dt 


Transformada  de  Laplace 
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5 7 

Rpta.  x = -3cos3r — sen 3/  , v = 2cos3/ — sen 3/ 
3 3 


Resolver  el  sistema  de  la  ecuación  diferencial. 


2-  + ^--2x  = l , jc(0)  = 0 
dt  dt 

lf  + Q-Sx-3y  = 2 , y(0)  = 0 

dt  dt 


n V 5 7/  1 8 ¿4  5 J4  1 

Rpta.  x = -2e  + — e — , y — — e — e — 
2 2 3 2 6 


Resolver  el  sistema  de  la  ecuación  diferencial: 


d2x 


Y + x-y  = 0 , jc(0)  = 0 , jc'(0)  = -2 
dt 2 

±2+y-x=Q  , y(0)  = 0 , /(0)-l 

[dr 


Rpta.  x = — ~ — —yjl  sen y/2 1 , y = - — + — V2  sen>/2  / 

2 4 2 4 


¿ 3 


Resolver  el  sistema  de  la  ecuación  diferencial. 


_ 0 2 t 2 P t4 

Rpta.  jc  = 8 + — h — , y = H 

3!  4!  3!  4! 


Resolver  el  sistema  de  la  ecuación  diferencial 


+ = .v(0)  = 8 . v '(0)  = 0 

di2  dt 2 

d2x  d2 y 


di 2 dt 2 


= 4f , y(0)  = 0 . y’(0)  ■ 0 


^£  + 3^  + 3y  = 0,  x(0)  = 0,  x '(0)  = 2 
dt 2 dt 


d2x 

dt2 


+ 3y  = / e 1 , y(0)  = 0 


t 2 , 1 1 1 w 

Rpta.  x = — + t + \-e  , v = — + — e + — te 

2 3 3 3 


Resolver  el  sistema  de  la  ecuación  diferencial. 

a)  Demuestre  que  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  correspondiente  a las 
corrientes  i2  (t)  e j3(í)  de  la  red  mostrada  en  la  Figura  , es 
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-J-  + Ri2  /?/3  = E{t)  ; ¿2  + Rty  + R¿1  - E(t) 

b)  Resuelva  el  sistema  de  la  parte  (a)  si  R = 5Q,  Lx  =0.01  H , L2  =0.0125  H, 
E = 100V,  i2  (0)  = 0 e /3  (0)  = 0 . 

c)  Determine  el  valor  en  amperes  (A)  de  la  corriente  /j  ( t ) . 


-900/ 


, i.  = 20-20c> 


a)  Demuestre  que  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  correspondiente  a las 
corrientes  i2  (/)  e /3(í)  de  la  red  mostrada  en  la  figura  es, 

du  du  _ „ du  n di-,  1 . 

L h L h Ri  ¿2  = E(t)  \ ~R\ Ry — /i  — 0 

dt  dt  12  1 dt  dtC 

b)  Resuelva  el  sistema  de  la  parte  (a)  si  /?,=10Q,  Lx  = 1 H , C = 0.2  F, 

í 1 20,  0 £ f < 2 

£(f)H 

lo.  tu 

c)  Determine  la  corriente  /,  (/)  en  amperes  (A). 


© 


:r, 
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CAPÍTULO  XIV 


14.  SERIES  DE  FOURIER.- 

14.1.  FUNCIONES  PERIÓDICAS. 

DEFINICIÓN.-  Se  dice  que  una  función  f:  R > R es  periódica,  si  existe  un  número 

positivo  “T”  tal  que  f(t  + T)  = f(t),  VteR.  Él  número  T recibe  el 
nombre  de  periodo  de  la  función  f(t). 


Ejemplo.-  Grafícar  y determinar  el  periodo  de  la  función  f(i)  = (- 1)^ 

Solución 

Se  tiene  que  sí,  2n  < t < 2n  + 1 =>  [|  1 1]  = 2n,  neZ,  de  donde 
f(t)  = (-\)2n  =\  =>  f(t)=l,  VneZ 

Sí  2n  + 1 ^ t < (2n  + 1 ) + 1 [|  1 1]  = 2n  + 1 , V n e Z,  de  donde 

/C0  = (-l)2n+l  =-l  =>  f(t)  = -l,  VneZ 
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f(t  + 2)  = f(t),  VteR.  Luego  f(t)  es  periódica  de  periodo  T = 2 

Ejemplo.-  Las  funciones  1,  sen  t,  sen  2t,  sen  sen  nt  ; eos  t,  eos  2t,  eos  3t. 
son  funciones  periódicas  para  el  caso  en  que  f(t)  = sen  t 


eos  nt 


Para  el  caso  en  que  f(t)  = sen  3t 
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OBSERVACION.- 


Sí  f(t  + T)  = f(t),  VteR 

f(t  + 2T)  = f((t  + T)  + T)  = f(t  + T)  = f(t) 
f(t  + 3T)  = f((t  + 2T)  + T)  = f(t  + 2T)  = f(t) 


f(t  + nT)  =■  fft),  V neZ+,  VteR 

f(t  - T)  = ffft  - T)  + T)  = f(t) 

f(t  - 2T)  = f((t  - 2T)  + T)  = f(t  - T)  ==  f(t) 

f(t  - 3T)  = f((t  - 3T)  + T)  = f(t  - 2T)  = f(t) 


fft  - nT)  = fft) , V «eZ  + 

Luego  sí  f(t  + T)  = f(t)  =>  fCt  + nT)  = f(t),  VneZ,  t e R 

Por  ejemplo.-  sen  (t  + 2tc),  VteR  =>  sen  (t  + 2nT)  = sen  t,  VteR 

Ejemplo.-  Demostrar  que  la  función  f(t)  = constante,  es  una  función  periódica  de 
periodo  T para  cualquier  valor  positivo  de  T. 

Solución 

Sea  f(t)  = k la  función  constante 

Si  f(t)  = k,  entonces  fft  + T)  = k por  ser  función  constante  de  donde  f(t)  = f(t  + T), 
para  todo  t,  por  lo  tanto  fft)  es  una  función  periódica  de  periodo  T. 
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OBSERVACIÓN.-  Si  f(t)  = eos  coxt  + eos  co2t  es  periódica  =>  3ny,n2eZ  tal  que 
eos  co j (t  + T)  + eos  ú)2  ( t + T)  = eos  co]  t + eos  o)2t 


De  donde  co{T  - 2nxn  a co2T  = 2n2x  =>  — = — sQ 

ni 

Si  f (t)  = eos  + eos  ú)2t  + eos  ú)yt  es  periódica  => 

¿y, 

ú)xT  = 2nxx  a cú1  = 2n2n  a a)3  = 2n}x , entonces  — 

^3 


3 n]tn2,n3  eZ  tal  que 


n3 


Por  ejemplo.-  Hallar  el  periodo  de  /(/)  = eos 2í  + eos >¡2t  de  donde 

óh  V2 

entones  / (/)  = eos  2 1 + eos  \¡2t  no  es  periódica. 


Ejemplo.-  Hallar  el  periodo  de  la  función  /(/) 

Solución 


t t t 

eos  - + eos  — + eos  - 
3 4 5 


Por  definición  se  tiene:  eos  — (t  + T)  + eos  — (t  + T)  + eos  - (í  + T)  - eos  - + eos  — + eos  — 

3 4 5 3 4 5 


Entonces  3 /ij ,/i2, W3  e Z tal  que: 


— T = 2 srn, 

3 

— T = n-> 

4 2 


- T = 2n  n-. 


T = 6/T  nx 
T =$x  n2 
T =-\07T  n3 


resolviendo  el  sistema:  para  esto  m.c.m.  (6,8,10)  = 120  de  donde  rt[  = 20  , n2  = 15  , 
n3  = 12  . Luego  T = 120  7i  (periodo  mínimo) 


OBSERVACIÓN.- 

® Si  f y g son  periódicas  con  periodo  T,  entonces  h = af  + bg,  a y b constantes,  es 
también  periódica  con  periodo  T. 


Si  f y g son  periódicas  con  periodo  T,  entonces  f.g  es  también  periódica  con 
periodo  T. 
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En  efecto:  f(t  + T)  = f(t)  a g(t  + T)  = g(t),  VteR 
=>  (f  g)('t  + T)  = f(t  + T)  g(t  + T)  = f(t).g(t)  = (f.g)(t) 

(fg)(t  + T)  = (f.g)(t),  VteR 

TEOREMA.-  Si  f(t)  es  una  función  periódica  con  periodo  T entonces  se  cumple: 

T T 


o l'Tmd<=pw 


ii) 


J>"=f 


Demostración 

Como  f(t)  es  periódica  con  periodo  T,  entonces  f(t  + T)  = f(t),  VteR  ...  (1) 

Hacemos  t + T = z =>  t - z - T reemplazando  en  (1 ) tenemos:  f(t)  = f(z - T) 

rt  ñp  *P+T 

f(t)dt=  I /(z  - T)dz  - I f(t)dt 
J a Ja+T 


donde  t = z - T 

rfi 


í 


a£t£p 

»p+T 


a^z-T<P  =>  a + T^z^P  + T 


f(t)dt  - í f(t)dt 

Ja+T 


...  (*) 


puesto  que  cualquier  variable  puede  reemplazar  al  diferencial  de  la  variable. 


T T T 

2 f(t)dt  = pr  fd)dt  + yT  2 mdt 


2 2 

aplicando  el  resultado  de  (*)  a la  primera  integral  del  2do  miembro 

T T T T T T 

yj  mdt  = £ 7 mdt  + £r  2 mdt  = 2 rrn  + j2  T mdt  = yL  mdt 


••• 


f(t)dt ) I \fU)dt 

2 


...(**) 


ii)  Si  se  hace  a = 0,  P = t en  (*)  se  tiene:  ^ f(t)dt=  j*  f(t)dt 
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Si  en  (**)  hacemos  a = se 
2 


obtiene:  J f (t)dt  = ^ \ f (t)dt 

2 

-l 


(***) 


TEOREMA.-  Sí  f(t  + T)  = f(t),  VteR,  sí  g(t)  = f{t)dt , entonces: 


i 

£ 


g(t  + T)  = g(t)  » \\f(t)dt  = 0 

~2 

Demostración 


g«  + 7*)=  | fU  + T)dt  = J f(t)dt  = J f{t)dt  + J f(t)dt 

de  la  parte  (***)  y (ii)  del  teorema  anterior  se  tiene: 

T r 

| f(t)dt  = f(t)dt , £ f(t)dt  = | f{t)dt 


(1) 


...(2) 


reemplazando  (2)  en  ( 1 ) se  tiene:  g(t  + T)=  / {t)dt  + J 

~ 2 

T T 

f>V-J /«)<*<-  j"  / ( t)dt  = 0 de  donde  j*  f(t)dt  = 0 


f(t)dt=g(t)=  f(t)dt 


-l 


TEOREMA.-  Si  f(t  + T)  = f(t),  VteR,  entonces  si  F(t)  = f(t)dt 


-i 


ilfj 


3íi 


demostrar  que  F(t  + T)  = F(t),  VteR  donde  a0  = — I ‘T  f(t)dt 

i j . _ 

2 


F(l  + T) 


■r 


Demostración 

t+T 


f{t)dr- 


V aüT 


f(t*T)dt-^(t  + T)=  f 
= £ /(r )dt  + £ A»di~-^  = £ mdt + 
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F(t  + T)=^L+  jf(t)dt-^Y~-~  = j^f{t)di--~  = F(i) , V teR 


F(t  + T)  = F(t),  V t e R 


14.2.  FUNCIONES  ORTOGONALES.- 


DEFINICIÓN.-  Se  dice  que  dos  funciones  reales  gm(t)  y gn(t)  son  ortogonales  en  el 
intervalo  a £ t ^ b. 


Sí  la  integral  del  producto  gm(t).gn(t)  sobre  este  intervalo  a < t < b es  igual  a cero,  es 
decir:  f gm(t).g„(t)dt  = 0 , m*n  ...(*) 


OBSERVACIONES.- 

(7)  Un  conjunto  de  funciones  reales  g0,gi flue  satisface  (*)  para  todos  los 
pares  de  funciones  distintos  en  el  conjunto,  es  un  “conjunto  ortogonal”  de  funciones 


en  ese  intervalo. 


( 2 ) La  integral  N(gm(t))=  \ g2m{t)dt 


(**) 


se  llama  Norma  de  la  función  gn  (¿)  en  el  intervalo  a £ t £ b 


Un  conjunto  ortogonal  de  funciones,  g0,g, » en  el  intervalo  a £ t £ b,  tal 
que  cuyas  funciones  tiene  norma  1 satisface  las  relaciones: 


j f S»  (*)■&,  (0*=j 


0 si  m*n,  « = 0,1,2,.. 

1 si  m = n,  n = 0,1,2,... 


...  (***) 


un  conjunto  de  este  tipo  recibe  el  nombre  de  conjunto  “Ortonormal”  de  funciones  en 
el  intervalo  a < t £ b 

Ejemplo.-  El  conjunto  de  funciones: 

{1,  coscují,  cos&>2¿,...,  eos na)2t,...,  sen¿u0í,...,  sen«¿y0¿}  es  un  conjunto 

T T 

ortogonal  en  el  intervalo  — — £ t £ — 
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Solución 

(T)  Sí  gm(t)  = 1 y g „(t)  = eos nco0t , entonces 


Sí  cúq 


=>  P,i. 


eos  ncúQt  dt  = 0 sí  n * 0 


© 

© 


© 


© 


Sí  g„(í)  = l,  gm(0  = sen mcoQt  entonces  sen(w<2^í)Jr  = 0 , V m 

2 

Si  gn (í)  = eos ncoQt , g m(t)  = eos mú)Qt , entonces: 


fi 


cos(nú)0t).cos(mco0t)dt  = 


0,  si  m * n 
T 

— , si  m = n * 0 

2 


Si  g „ (i)  = cos(h¿ü00  y g„,  (í)  = sen(/w¿y0í) , entonces: 
r 


I 2^cos(n<5%l)sen(m¿üb¿)¿fr  = 0,  V n,  V 


m 


■ i 

2 


Si  g„ (/)  = sen (ncú0t)  y gm(t)  = sen (m¿y0í) , entonces: 

T 


£ 


sen(«ü^0sen(m6Jb0^  - 4 


0,  5/  m ^ 


[1,  51  m = n*Q 


OBSERVACIÓN.-  Dado  un  conjunto  ortogonal  podemos  obtener  un  conjunto 
Ortonormal  dividiendo  cada  función  entre  la  raíz  cuadrada  de  su 


norma. 


Ejemplo.-  El  conjunto  {l,cos¿yo/,...,cos/i£yo/,...,sen¿i>0Í,...,sen  ncooí)  donde 

T T T 

7V(1)  = [2r^,  N{cosnco(¡t)=  j^cos ncobtdt=^  y .V(sen noty)  = J sen'  ncabtdt=—, 

2 2 2 

l eos  cont  sen  ctMt  . ^ . 

entonces  el  conjunto  {— =, — es  un  conjunto  Ortonormal. 

4t\t  fr 
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14.3.  EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


Encontrar  el  periodo  de  las  siguientes  funciones: 
a)  eos  nt  b)  eos  2kí  c)  sen  nt 


e)  sen  nt 


f)  cos: 


2 nt 


R)  sen  - 


2 nt 


d)  sen  2nt 

2 nnt 
h)  eos 


i)  sen  - 


2 n ni 


j)  | sen  ú)0t  | 


k)  sen  t + sen  — + sen  — 
3 5 


© Demostrar  que  la  función  f(t)  = constante,  es  una  función  periódica  de  periodo  T para 
cualquier  valor  positivo  de  T. 

© Si  T es  un  periodo  de  f,  demostrar  que  nT,  n = ±2,  ±3, es  un  periodo  de  f. 

© Si  f(t)  es  una  función  periódica  de  t con  periodo  T,  demostrar  que  f(at)  para  a * 0 es  una 

T 

función  periódica  de  t con  periodo  — . 

a 

© Demostrar  que  si  f y g son  periódicas  de  periodo  T,  también  lo  es  h = af  + bg,  donde  a y 
b son  constantes. 


(ó)  Si  f(t)  es  una  función  periódica  de  t con  periodo  T e integrable,  demostrar  que 


. r 

fa(t)  = — I f(T)dr  también  es  periódica  con  periodo  T. 

2a  J,-fl 


© Demostrar  que  si  f(t)  y g(t)  son  continuas  por  tramos  en  el  intervalo  y periódica 

T 

1 

de  periodo  T,  entonces  la  función  h(í)  = — I T f(t  ~T)g(r)dr  es  continua  y periódica 

2 

con  periodo  T. 

(ji)  Trazar  las  gráficas  exactas  de  las  funciones  siguientes: 


v 


i 
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a)  /(*)  = 


si  -n  <t<  O 

4 

3 

K 

— SI  O < t < 7T 

4 


f(t  + 2 71)  = f(t) 


b)  f(t)  = -,  -TI  < t < 7t,  f(t  + 2k)  = f(t) 


,2  rr1 

t 7T 


c)  /(O  = — < t < 7i  y f(t  + 2tc)  = f(t) 

4 12 


d)  /(O  = t 3 , -7C  < t < 7T  y f(t  + 2tc)  = f(t) 


e)  /( t)  = e'l\  -7t  < t < y f(t  + 27ü)  = f(t) 


14.4.  SERIES  DE  FOURIER.- 


Si  la  función  f(t)  es  periódica  con  periodo  T y que  puede  representarse  por  medio  de  una 
serie  trigonométrica  de  la  forma: 


(1) 


a esta  serie  se  le  llama  serie  trigonométrica  de  Fourier,  a la  serie  (1)  también  puede 
representarse  del  siguiente  modo 


...  (2) 


En  efecto: 


an  eos (no)Qt)  + bn  sen = yj  a*  +b l (■ 


a b„ 

rCOS(ft<fl>0¿)+  f ^ .-rr==rSen(/76>Q0) 


A +bl  A +hn 

definimos:  c„  = A +b « > cos0n  = , ==  - = » senó>„  = = = 

\añ  +bn  4an  +K 
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an  eos  ná)0t  + bn  sen  nco0t  = cn  {eosOn  cosna>0t  + sen#n  sen(/i¿¡90/)) 

= cn  eos (no)0t-@n)  •••(3) 

ahora  reemplazamos  (3)  en  (1)  y se  obtiene: 

QC  00 

fU)  = -^-+  / (a„  eos nco0t  + b„  sen na)Qt)  = c0  + ^c„  eos (nüif,l-0n) 

n= 1 n=\ 


OD 

/(O  = Co  + c„  cosincúQt- 9n ) 

/1=1 


donde 


y 0n  ~ arctg(— ) y además  = ^a2  + b2  y 0n  = arctg(— ) se  conoce 


como:  Amplitudes  armónicos  y ángulos  de  fase  respectivamente. 

14,5.  EVALUACIÓN  DE  LOS  COEFICIENTES  DE  FOURIER^ 

Mediante  la  relación  de  ortogonalidad  del  conjunto  de  funciones 
{1, eos co0t, eos 2 co0t,..., eos ncoQt,..., sen  nco^t sen  2 coQt, sen  co0t,...}  podemos  evaluar 
los  coeficientes:  a0,  a n,  bn  dé  la  serie  de  Fourier 


(1) 


2n 

donde  cúq  = — (frecuencia  angular  fundamental) 


T T 

En  efecto:  integrando  la  ecuación  (1)  de  a — 


r r 00  r 30  r 

pr  /(O*  = -^-  E<ft+  / «.  yT  cosincao^dt  + ^7  bn  y sen {no^t)dt  ...  (2) 

2 2 »=1  2 "=1  2 


pero  por  la  ortagonalidad  del  conjunto  de  funciones  se  tiene: 
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r i 

J^.  eos  (ncü^t)dt  = 0 , V n * 0,  sen  (ncoQt)dt  =0,  VneZ  ...  (3) 


ahora  reemplazamos  (3)  en  (2)  se  tiene: 


T 

T 

T 

í\md'-  f. 

I2  ^ + 0 + 0 = — T,  de  donde 

2 

«0=7  ]]./«)* 

2 

2 

2 

T T 


multiplicando  la  expresión  (1)  por  cos(míü0/)  e integrando  de  -—a  — se  tiene 


/ 

£ 


f(t)cos{mco^t)dt 


7 

n 

' 2 ií 


eos  (mo)0t)dt  + 

2 «=l  2 

r 


cos(  nco^t)  eos  {mcc^^dt  + 


» bn  P sen( nco^t)  cos{mco^t)dt 


(4) 


n=l 


pero  por  la  ortagonalidad  del  conjunto  de  funciones  se  tiene: 
T T T 


J2  cos(na^t)dt  = 0 , J2.  sen (no^^dt  = 0 , J 


cos(wúj^r)  cos(mú)§t)dt  = — , m-n^0...  (5) 


ahora  reemplazando  (5)  en  (4)  se  tiene: 

r 


J2.  / (0 eos (mco^t)dt  = 0 + am  y + 0 (m  = n),  de  donde 


r t 

ahora  multiplicamos  (1)  por  sen (mco0t)  e integrando  de  a — 


/ 

ñ 


/(/)sen  (mcü§t)dt 


sen(wíy0O^  + 2>-ñ 

n=l  ? 


cos(az^/)  sen(tt2¿y0/)¿fr  - 


X 4 

|-2 

| ^ senírt^fjsenfmú^r)^/  —(6) 

n=l  2 
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por  la  ortogonalidad  del  conjunto  de  funciones  se  tiene: 

t t r 

J,  sen(mo^t)dí  = 0,  p^cos(^/)sen(m6|)/)¿¿  = 0,  P senfoáfr/) sen (rm^í)dt  = , m=n*0...  (7) 
2 2 2 

T 

f"  T T 

T f(t)sen(mco0t)dt  = 0 + 0 + — = bm  — 


(m  = n)  de  donde 


T 

=7  Jv7Wscn(mv></' 

2 


Ejemplo.- 

Encontrar  la  serie  de  Fourier  para  la  función  f(t)  = et 
f(t  + 2tu)  = f(t) 


en  el  intervalo  (-rc,  n), 


Solución 


«= i 


, , 2k  2k  . 

donde  T = 271,  ¿u0  = — = — = 1,  por  lo  tanto 
T 2n 

00 

a{ 

— > ( an  eos  nt  + hn  sen  nt) , de  donde 

/j=i 

r T , * 

a0  = — r f{l}dt  = — 1 . 1'! di  - — (e2  -e  2 ) = — senh  n 

T JLi  J r /r 


718 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


i x 

a„  = — ' f(¡)  eos  nt  dt  = — I ‘ <?' 

Til  J.! 


, 2 (-l)"senh^r 

eos  nt  dt  = — — — 

x (n¿  + 1) 


/(/)sen/i/  J/ 


■-  h 

2 K 


, -2  (-1)”  « senh  k 

sen  nt  dt  = — 


í" +1) 


. 2 senh  n X"^r2  (-1)  senh;r  2(-l)  nsenhx 

f(t)  = + y [-- — — eos  nt — - — — sen«r] 

n= I 


2 n 


(«z+  O 


;r(A2  +1) 


/«= 


senhTr  Isenhx 


00  „ 

y (~Dn 

^ ^ «2  +i 

n=l 


(eos  nt-sennt) 


Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  dado  por  /(/)  = (— 1)^ 


Solución 


Gradeando  la  función  se  tiene: 


La  función  f(t)  es  periódica:  f(t  + 2)  = f(t),  V t 


X 

f(t)  = Y + COS (na)Qt)  + bn  sen(nú^í)] 

« = 1 


de  donde 


T = 2, 


por  lo  tanto 


X 

f(t)  = — + [a„  cos(nsr  t)  + hn  sen(n/t  í)] 


...  (1) 
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= | j \ = J (-lf 1 * dt  = -^dt+\dt  = < 


2 

T 


„ =Y  / (O  eos  nxt  dt  = j (-l)lKIJ  eos  nn  t dt  = 0 


...  (2) 


(3) 


"•■IB 

2 

"í, 


=I<- 


/(O  sen  nxtdt  = I (-1)11  IJ  sen  nxt  dt  = 


í- 


senw;r/  J/+  | sen/z/rí  dt  = — (l-(-l)w  -(-1)"  +1)  = — (l-(-l)") 

nx  nx 


bn=  — (\~(-\)n)  = 
nx 


— si  n es  impar 
nx 

0 si  ti  es  par 


( 2n-\)x 


, n=  1,2,3,... 


(4) 


4 V"  ^ sen(2/z — Y)xt 

ahora  reemplazando  (2),  (3),  (4)  en  ( 1 ) se  tiene:  /(/)  = — / 

X ' 2/2-1 

/ral 

Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  cuya  gráfica  es: 


x2  +Ax  + By  + C = 0 entonces  y = x2-x 2 
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Entonces  f(t)  = 7i2  -t 2 , -rc  £ t £ n y f(t  + 2k)  = f(t),  V t e R 


Como  o)q  = — y T = 2n  entonces  co0  = 1 


oc 

aQ 

Luego  /(O  = — + / ( an  eos  nt  + bn  sen  nt) , donde 

n= I 

bn  = — \ f (/)  sen  nt  dt  = — I (tt2  -t2  )sen  t dt  = 0 =>  bn  =0 

^ y*  * y* — — 

impar 

a0=-Í  /l/MV-  ‘ [ U:  -/•')<//  = - j*  (.tj  -r  )dt  “T- 

an  =—  f f(t)cosndt  = — T (;r2 -t2)  eos  nt  dt  = — f (tt1  -t2)cosnt  dt  =-y(-l)' 
T n tr  J-r  Jd  n 


(-D 


n + \ 


*cos  nt 


n=i 


OBSERVACIÓN.-  Para  calcular  la  suma  de  una  serie  infinita  por  ejemplo: 

L7Z2  1 ( !)”  + 1 V~~«  /r_J)'T  + ' 

Para  t = 0 =►  n2  = /(0)  = — — + 4^ — ~j — de  donde  — 3 — = 


Para  t = ti  =>  0 = / (tr)  = — — f 4 y ' 


2 n2  .V^(-l)B+l(-0" 


n- 1 


2n‘ 


1 T* 


= - 4^  ' de  donde  — r = 


n=l 


(4)  Encontrar  la  serie  de  Fourier  para  la  función  f(t)  definida  por:  f(t)  = 


-1,  - 

T 

1,  0<*<- 
2 


f(t  + T)  = f(t),  V t e R 


I <N 
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2 Ncn(fir/J^/)  /°  sen (tuo0t)  t 2 sen(-^A2)  sen^w 

| / j 'i / * ] = — [O  i f- 

7 7 -y  n¿y0  /o  T ncúQ  na^ 


I a„  =0 


, V neZH 


Jr,  /<o* =|[J^  /a  ><*  + £ /«)*] = 7 1-  f r dt  + f *] = 


ITT 
— = O 

T 2 2 


an  = 0 


/ /O  T 

b„  =j:  J 2r  /(í)sen ncüQt  dt  = y[  J^. /(Osen nco0t  dt+  /(í)sen «íü^í  rfíj 

2 2 

t T 

2 _ f°  , Cl  . Ul  2 COS(r»ft»,/)  /'  v / 

= — [-  I seriar  dt+  I scn(nr-y)<rt]  = -f — / r+ / -] 

T j_T  Jb  T ucOq  i --  • o 


2 ^ 1 cos(«^-)^  ^cos«7r  J_  ^ 


T nco0  nco0 


ncüQ  na^ 


2 2 2cos«;r  4 l-cos/7/r  2 n 

= -( ) = 7( ),  «o=  — 

T ncüQ  nco0  1 nco^  f 

4 1-C0SA7/T  2 , , 1V 

= — ( ) = — (1-  eos  rt/r) , como  eos  nn  - (-1) 

T 2nn  nn 
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K = • 


O si  n es  par 


4 . , de  donde  = 

— , si  n es  impar  " (2«-l);r 

nn 


fO)=s.l 


-sen  nxt 


4 sen  nn  t 


(2n-\)n  - ' ' ¿~¡(2n-\)jt 

n-i  «*  1 //*! 

Encontrar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  definida  por:  f(t)  = t para  el  intervalo  <-7t,7t> 
y f(t  + 2n)  = f(t) 

Solución 


oc 

/(/)=—  + ^ (an  eos  ro0  nt  4-  hn  sen  ruo^t) , donde 

n=\ 

r r 

2 f-  2 r 

a°=f  \T  = 7 j dt  = 0 > p°r  ser  f(0  imPar 


a„  =2  E/ÍOcos/z^í  = ^ 


¿ eos  «íyn/  dt  = 0 


puesto  que:  ícoshíUq/  es  función  impar 


r / . 

bn  = y / (/)  sen  nrrj^r  dt  = P f sen  tta^t  dt  = — £ t sen  dt 
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© 


1 ^sen«¿y0¿  tcosnco^t  t*  \ A-\)n  tt  (-1 Y 71  ^ 2(-l)" 

ff  (wft*,)2  na \¡  I -K  71  n n n 

OC 

. /(/)  = 2^(-l)Bsen«/ 

n 

Encontrar  la  serie  de  Fourier  para  la  función  f(t)  definida  por  f(t)  = t2  en  el  intervalo 
<-tc,k>  y f(t  + 27i)  = f(t) 

Solución 


2n~ 


QC 

aQ 

f(t)  = — + y ( an  eos  nw^t  + bn  sen  ) , donde 

n=\ 

a0=-  [\ñt)dt  = ±-  f t'd,  = ^r  .2- [*’+*>]  = 

0 r JLí  /r  J_T  3/r  • -n  3 /r 

2 

T 

=1  f2 

" 7 J_I 

2 

rr  2 , 1 r¿2  sen/i¿  Itcosnt  2 _ ¡*  4 

í cosnt  dt~— { ^ + ; -sen nt}¡  = — 

a-  n n n~  n 1 n 

ti  n tv*r 

Mr  4 


2 
T 

a„  =—  | „/(/)  eos  , donde  ¿y0  =-^-  = 1 =>  £¿>0  = 1 

i 


cosfl/r 


— si  /i  es  par 
ir 

4 . 

- si  « es  impar 

IT 


de  donde  ¿7, 
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2 2n 

bn  ~ y \ T /(Osen  rto^t  dt , donde  cúq  = — = 1 =>  =1 

2 

. 1 f 2 , 1 . t2  2 1 2cos nt.  tn 

bn  =—  I t senntdt=  — ( cosnt  + — sen  nt  + — )/ 

^ ^ n n 2 n>  / k 

^ ’3C 

- * (~1) 

: se  tiene  = 0 , por  lo  tanto  f(t)  = — + 4y  — — eos 

3 o 

«=i 


de  donde  : 


nt 


14.6.  APROXIMACIÓN  MEDIANTE  UNA  SERIE  FINITA  DE 
FOURIER.-  


a0  ^ ' 

Consideremos  Sk(t ) = — + eos  nú)^t  + bn  sen  no^t)  ...  (1) 

/i=i 

La  suma  de  los  (2k  + 1)  términos  de  una  serie  de  Fourier  que  representa  f(t)  en  el 
T T 

intervalo  - — < t < — . Si  f(t)  se  aproxima  por  Sk  (r) , es  decir: 


K 

a0 

/(O  = — + / j (a„  eos  ncúQÍ  + b„  sen  no^t ) + ek  ( t ) 

n*l 

a6 

donde  ek  (í)  = y ( an  eos  na^t  + sen 


n=fc  + l 


entonces: 


**W«/W-S*(0 


...  (2) 


...  O) 


...  (4) 


sk  (t)  es  la  diferencia  o error  entre  f(t)  y su  aproximación,  entonces  el  error  cuadrático 
medio  es  denotado  por  Ek  y está  definido  como: 


= Y P£  [ek  (OI2  di  = i £ (/(f)  - 5*  (/))2  rf/ 


...  (5) 
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14.7.  TEOREMA  1.- 


Si  se  aproxima  la  función  f(t)  por  una  serie  finita  de  Fourier 
Sk(t) . Entonces  esta  aproximación  tiene  la  propiedad  de  ser  él 


mínimo  error  cuadrático  medio. 


Demostración 


Ík 

2T[f(t)-Sk{t)]2dt  y Sk(t)  = ^-  + 'y^  (a„  eos nco0t  + b„  sen my) 

2 »=l 

ir  a k 

Entonces  Ek  =—  P eos  ruoQÍ  + bn  sen  no^t)]2  dt 

2 n-1 

Consideremos  Ek  como  una  función  de  a0 , an  y bn  , entonces  para  que  el  error 
cuadrático  medio  Ek  sea  un  mínimo,  se  debe  cumplir  que: 

cEk  _ . cEk  cEk 


dañ 


= 0 , — — = 0 , — - = 0,  n = 1,  2, k.  En  efecto: 


ca„ 

T 


db, 


= ^ Ef/O)-^- (a„  cosnco^t  + bn  sen/ic%í)](-~) 
ca^  T J_L  2 2 

t r k T k / 

= ~ J \f{t)dt^  jTC0S^ dt+J%¿Lbr'  jTsen'3*v  dt 


pero  como  J*  eos  nco^t  dt  - 0 , para  n * 0; 
2 


T i 1 

P sen  n«y  dt  = 0 , V n = 1 ,2,3,...  y a0  = j f(t)dt  =>  j j^.  f(t)dt  = -y 


fo. 

F* 

.i[i+ 

2T  , 

Ir 

> 

2T  2 

de  donde 

> 1 9¡ 

ii 

o 

ca0 

entonces  se  tiene:  - = — - + — + 0 + 0 = 0 

?<to  2 2 
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,r  . ^ k k 

cE  2 fi  afí  V"  V 

— = -—  I r[/(0~— - / ^ eos iuqqí-  y bn  sen /uylcosnay 

” 2 n=l  n=l 


= “ 0/(0  eos  ¿f  + y 0r 


r 

eos  í/í  + 

2 *= 
* r 


II- fi 

/!  = * 

Ií4 


eos2 


sen /uy  eos  w.*v  ^ 


= -an+^(0)  + |fln.I  + |^¿>n(0)  = -fln+an=0 

#»*l 

= 0,  n = 1,  2, ...,  k 


SE, 

da„ 


análogamente  se  prueba  que 


= 0,  n = 1,2,3,  ....  k 

da.. 


14.8.  TEOREMA  2.- 


E1  error  cuadrático  Ek  en  una  aproximación  a f(t)  por  Sk(t) 


definida  por  Ek  =-^  0[/(O-5*(O]2<*  se  reduce 

2 


Desarrollando  Ek 


=ip 

t h 


Demostración 


[f(t)-Sk(t)]2dt  se  tiene: 


T T T 

Ek  =jfTU{t)?dt-j  0 rf(t).Sk(t)dt+ i 0[5*(O]2* 

2 2 2 
calculando  las  dos  ultimas  integrales  se  tiene: 

T ^ T k 

y Pr  f(t)  S„ (t)dt  = y p f(t Hy  ^<o,  COSínq,/  + bx  sen  n<^t)]dt 


...  (a) 
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r * , r k ->  ¿ 

= y i-  P f(t)msm%t  dt)  + ^7 ' | , /(Osenno^t  dt ) 

2 *=1  2 w=l  2 


* A 


l^Y)  + Xa"  =i2L  + 2KÍ+*") 

« = 1 rt=l  W=1 

2 * 

f(t).Sk(t)dt  = ^ + ^(at+b¿) 

: «=i 

...  (P) 

r * 

- [5,  (t )]2  dt  = 2 Jj.  + £ K eos  nc^t  + />„ 

2 n= 1 

sen  no^t  )]2  dt 

1 2 i ^ A 

= - J ^ </„  eos  naj{)t  + g0  ^ bn  sen  no\,t 

/i=l 


k 

+(^  ( an  co snco0t  + bn  sen  «f¿>00)2]¿¿ 

2 k T k r 

= ~T  +T^ja"  Jr cosn<aot  dt  + ^f^bn  j^.sen/1  c%t  dt 


2.  * 
1 f2 


ip 

r h 


r k 


[Sk{t)fdt=^-+ 


Y I T [ / á {an  eos nco0t  + bn  sen  «<y0¿ )]"  dt 
2 ”=1 


(an  eos /tr¿>0r  + sen>2£y0¿)] 


2 *=i 


(a„  cos«¿y0f + ¿?„  senrc¿y0¿)]2  = [a!  cos<^/  + a2  cos2 co0t + ...  + ak  coská)0t 


+¿>,  sen  co0t  + b2  sen  2 coQt  + ...  + bk  sen/:¿y0/] 
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Z2  2 1 •>  ^ 

a.  eos  nw0t  + JJ>“ñ  sen~  + 2 


n=l 


X <v'" 

n=!  n,m=l, 

k k 

+2  ^ sen  ncú^t  sen  meo^t  + 2 a„¿?, 


«,m=l,  n*m 


ahora  multiplicando  por  - e integrando  en  (*)  se  tiene: 


JL  k t 

I 1 2 T 1 Y^ 

t ir LL (a" cos nWb‘ + b" sen 2^0n~+7 2-jb 


2 n=\ 


«= 1 n=l 

i T 


X a*a" } cosn<Vcosm6¥  ^ + r X 6,,¿m  Jj 

«,w=l  2 0 «,w=l  2 


~\'S^a«b*  JT cos «ft*>/sen WÍV  dt  = ^ X 1 * ■“*  + h‘ 

n,m= 1 2 «=1 

0 

J 2 «=1 
Luego  al  reemplazar  (P),  (y)  en  (a)  se  tiene: 

Ek  =7  I j.t/(0]2^-y-X(a"+¿")+^+ÍX(a"+¿" 

o n-1  n = l 


o -i  p 

"*  r J i 


[/(f)]2^-— -- 
rLy  4 2 


n=l 


OBSERVACIONES.- 


V 

© Como  £*  =y  Pr[^(0]2^  entonces  £*  > 0 , k = 1,2,.. 


T cos«0^.cosmft^/  + 

n cos/t^í-sen/Hay ...  (*) 

¿I 
" 2 

sen  w¿y0/.sen  meo^t  dt 

o 

í) 

...  (Y) 

) 
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r 2 * 

® Como  Ek>  0 A t,  = I p/í, 

2 n=l 


Íi_  2 A 

;[/(í)]2„_^_A£ (fl2  + 6n2 ) ¿ o , de  donde 

2 n=l 

t4¿<0"**-,s7ÍeI/1‘I1!'í' 


14.9.  TEOREMA  3.-  (TEOREMA  DE  PARSEVAL). 


Si  a0,  an  y bn  , para  n = 1,2,...,  son  los  coeficientes  de  Fourier  en  la  expresión  de 
Fourier  de  una  función  periódica  f(t)  con  periodo  T,  entonces 


: /i= i 


Demostración 


> 2 » 

Como  Et  = ± Ft  [/(i)]2  dt  - ^ - ± £ (an2  + b2„  ) , V k = 1 ,2,... 
J 2 »=1 

Entonces  {£*  }A>1 , es  una  sucesión  de  términos  positivos 
Ahora  analizaremos  si  la  sucesión  es  decreciente  es  decir: 

£*♦.  =J  +b2n)~(aL  + **\.) 


1 - , 

Entonces  Ek+l  = Ek  --(ak+x  + bk+x ) , de  donde 


~ Z¡(ak+ 1 +^+l)<^  ^ ^k+\  < 


r 
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por  lo  tanto  la  sucesión  {Ek  }k  .¡  es  decreciente  pero  (0  ^ Ek+¡  £ Ek  £ E2  ^ E , ) es  decir 
que  la  sucesión  {Ek}k> , es  acotada,  por  lo  tanto  la  sucesión  {Ek}k>]  es  convergente  y 
lim  Ek  = 0 

r 2 A 

pero  lim  Ek  = lim  ¿ P [/(í)]2  dt ^ V*  (a2  + ¿>2))  = 0 

k-**>  *->OC  7 4 2 tmmmJ 

2 * = 1 

r 2 * 

de  donde  y dt  = + -t  (a2  + ¿2 ) 

2 «=l 

Ejemplo.-  Aproximar  la  función  f(t)  = t en  el  intervalo  <-7t,7r>  mediante  una  serie 
infinita  de  Fourier  de  5 términos  que  sean  diferentes  de  cero,  calcular 
también  el  error  cuadrático  medio  en  la  aproximación. 


r 

*>  ti  l f* 

a0=  — f(t)dt  = — I dt  -0  por  ser  f(t)  = t impar 
T IL  n yn 


2 

T 


in=Y  J^/(í)cos«^  dt  = — j ,cos**-0  puesto  que  la  función  t eos  nt  es 


k n 

impar  en  > 


b =—  í*  f(t)senno)r)t  dt  = — T t sen  ntdt  = — f t sen  nt  dt 

t 7T  y,  * y 
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2 í t /*  2r  1 n 

= — [—sen  nt  — eos  nt]  / = — [—  sennx cos«;r] 

n rr  n 1 o n rr  n 


2 

= -— eos  nir , de  donde  bn  = ——(-!)"  = — (-1)"*1 


2 

■ — i 

n 


i, 

n 


Z2  « ^ (-1) 

-(-l)'1  sen«í  = 2 7 sen  nt , sabemos  que 

n ¿—i  n 

n=\  n= 1 

_,4  «o  V',  L , „ , , H)”'1  sen  ni 

Sk(t)=  — +2  {a n eos ncúQt  + bfí  son  na^t)  S5(/)  = 2>  

n= 1 n= 1 


ti) 


fT  5 i i 

t2dt--S^  Ar=- — 2[1  +0.25  + 0.1 11  + ..  . + 0.04]  =- — 2.9272  = 0.363 
* 2¿^„2  3 1 3 

n=\ 

E5  = 0.363 

3 2 

Ejemplo.-  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  = t — /r  t,  - n ú t £ 7c; 

f(t)  = f(t  + 2ti),  aplicar  el  teorema  de  Parseval  al  resultado  para  calcular  la 


suma  de  la  serie 


Y^ 
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00  2 f 

Luego  la  serie  de  Fourier  es:  f(t)  = ^ bn  sen  ni , donde  bn J ~./(i) sen ni  dt 

n= i 2 

2 r 

bn=—  I /(i)  sen  ni  dt , puesto  que  f(t)  sen  nt,  es  función  par 

* Jb 


=—  f (i3  - 7r2t)senhtdt  = -— ( f 

^ Jb  * Jb 

r 


Psenntdt 


->f 


t sen  nt  dt) 


3 f r i eos  ni  3 2 6i  6 

i sen  ni  dt  - [ + — i sen  ni  + — eos  ni sen  nt 


n n 


1 3/  - 6*,  /r* 


i/: 


6;r 


:--^3(-d+— (-ir  =-— (-ir  +— (-ir 

n n'  n n 


f,  , i eos  nt  1 x ¡K 

t sen  nt  dt  - ( 1 — -sen  t)  / = (-1) 

n n ton 


reemplazando  (2)  y (3)  en  (1)  se  tiene: 


7t  n 

-2 


n 


(i) 


(2) 

(3) 


n 

n=\ 

oo 

para  calcular  la  suma  de  la  serie  i — , aplicaremos  el  teorema  de  Parseval 

n=\  n 

7 L ' -K&**  - 


l.r7  2*V 


5 


■/>Í7 

n*l 


3 
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1 n1  In1  n1  1 n1  2n5  n 

k1  5~  + ~3  * [~~  + ~5 


] = 72V-L 

n=\ 


1 r2n  4 ti1  2n  1 . 1 1 , 16  . 6 /r6 

— [ + ] = 144  > — por  lo  tanto  / — = [ ]~  = 

' * * f/»*  144  105  945 


71  7 


n=\ 


n=\ 


14.10.  CONVERGENCIA  DE  LA  SERIE  DE  FOURIER.  - 


Sea  f una  función  periódica  con  periodo  T y sea 

oc 

f(t)  = -~+  ^ % (ci/(  co sncc\)t-\-bn  sen nct^í) 


/i=i 


donde  = — y an  y bn  son  los  coeficientes  de  Fourier  de  f(t) 

k 

Problema  1.-  Sí  Sk(t)  = — +^  ( an  eos ncc^í  + b sen nco^t)  ...(2) 


W=1 


La  suma  de  los  (2k  + 1 ) términos  de  la  serie  de  Fourier  de  f(t)  donde  co0  = — y 
r t 

a„=j  ^ fi^cosneo^tdt  ; bn  = ^ /(í)sen nco^t  dt , entonces: 


SkU) 


-7  í4  sen(A  + -)(z  - f) 

=7  hm Vr 

2 2seno%(-— ) 

Demostración 


dz 


A A 

Como  Sk(t)  = — + eos nco^t  + sen/2¿¿^/ 

*=l  *=i 

r * T' 

= |[y  ^ /(O eos na^zdz) eos nafcf 


Z<7  f. 


/ (f ) sen  na^z  dz ) sen  na^i 
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7 k 1 

f (z)(cos  ncoQz.  eos  na)0t  + sen  neo  z. sen  nco^t)dz 

2 n= 1 2 

t k r 

= 2 í/^Z)dZ+\^7  f f(z)cosnca bte-Otte 

1 w=i  T 

ÍT  k 

2t  f(z)dz[^  + ^ eos na\,(z-t)]dz 


..  (a) 


sabemos  que:  sentón  + — )s  -sena^ín  — -)5  = 2 sen  eos nco^s  , entonces 


k k 

Z1  1 a*>s 

[sen  (o^{n  + —)s  - sen  a\}(n  - —)s]  = 2 sen  — — y eos  neo0s 


n=\ 


n=\ 


[sen  - — ~ — sen  + [sen  ~ ro^s  - sen  ^ eu^s ] + ...  + [sen  <o0  (k  + -^)j  - sen  cOq  (k  - — )s]  = 


(Or,S 


. ¿¿JhS  V"1  / . 1 . _u 

= 2 sen  — — y * eos  tuo^s  - sen  (k  + — )s  - sen  — 

«= i 

k 

Luego  sen  úJq  (k  -f  — )s  - sen  — ^—  = 2 sen  — — y ^ eos  naj^.s  , (s==z-t) 

1 I 

Afo(&  + — )■?  = 2sen^^[— + ^ cosmos] 


«=! 


sen 


n= i 


L 


sen  &>0  (k  + — )(z  - /)  j * 

— - = — 4-  / eos nco^(z-t) 

n-  i 


2 sen  (z-í) 
2 


(P) 


reemplazando  (p)  en  (a)  se  tiene: 

T k 


Sk (f)  = j L /(r)[^  + ^cosfta%(z-/)]t/r  = 2 T/íz) 

2 "=■>  2 


senn^(*  + ^)(z-/) 
2sen 

y 


■ch  ...(*) 
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Problema  2.-  Demostrar  que  la  expresión  (*)  se  puede  escribir  como 


s,U) 


T 

= 2P 

T lL 


f(t  + A)- 


sen(£  + 


2 sen 


(ü0á 


-dA 


Demostración 

En  la  expresión  asterisco  (*)  hacemos  z-t  = X de  donde  dz  = áX 

T T T T T T 

Además £ z £ — => £ A + t Z —r  1 <,  A<¿ 1 

2 2 2 2 2 2 

T 1 

Í-  -i-,  sen(&  +—)(OqA 

f(t  + A) — - — dA  pero  f(t  + X + T)  = f(t  + A) 

L-t  ~ &H)A 

i 1 2 sen  — 


además 


sen(¿  + -)¿4)¿  ] ^ 

■ — = — -f  j eos  nco0A  entonces 


2 sen 


coqA 


n= 1 


sen(k+  -)cúq(A  + T)  j * j * sen(Ar  + -)ft)0/l 

~ ~t~i — — — = -+>  oas/ukA+n  =-+  > cosníOj/i  = — 

„ o>o(A  + T)  2 ¿md  ? 2 La 

2 sen  — «= i /)=i  2sen(— — ) 


por  lo  tanto  la  función  integrando  es  periódica  con  periodo  T en  la  variable  “X91 


además  sabemos  que:  Sí  f(t  + T)  = f(t),  V t entonces 


f 7 

n/m- ^Tf(t)dt 


SkU) 


T 

= -P 

t h 


f(A'+0- 


sen(k  + — )¿o0A 


2 sen 

2 


-dA 


Problema  3.-  Sea  f(t)  una  función  periódica,  con  periodo  T,  integrable  absolutamente 
en  un  periodo.  Entonces  en  todo  punto  de  continuidad  donde  existe  la 
derivada,  la  serie  de  Fourier  de  f(t)  converge  al  valor  f(t),  es  decir 
«m  Sk(t)  = f(t) 

k—>oc 

Demostración 
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Sea  Sk(t) 


=ip 

T ll 


1, 


sen(k  + ^co^A 
f(t  + A) 2-^-dA 

2 


2 sen 


(OqA 


(1) 


Sea  t un  punto  de  continuidad  de  f(t),  como 


sen(/r  + -)¿yb/í  j 


2 sen 


c^A 


= — + ^*  eos  noj^A,  entonces 


n= 1 


/sen (Jc+^oíqA  1 fí  fí  T 

I — dA= — I / I coshíoU  ¿/A  = — , de  donde 

il  2sen^i  2J/  ¿¿ll  2 

2 ¿sen  — 2 «=i  ? 


se  tiene: 


i 


->  fLsen(*  + -)fi^A 

7}; = i y /(O 


2 sen 


2 

2 1*2 


T 

= if 
r J__r 


/(O- 


2se/j 


«v* 


. luego  tenemos: 


sk(t)-m=-  ¡2  /(/+a) 

r J.I  2sentó^/ 


1 T 1 

sen(£  + — 7 sen(*  + -)<q,/l 

2 * í-r—dÁ 

T IL  o^Á 

2sen—y— 


=i  p 

T 1T 


scn(k  + -'Ií^A 

[f(t  + A)'-f(t)\ dA%  consideremos 

2 sen  co0A 


/w^o-/(o  , o /.x  ^ 2 n 

g(A)  = - ^ , entonces:  Sk(t)~  f(t)  = — \ 

* J- 

2 


2sen¿ühA 

T 

lim  [S*  (/)-/(/)]  = Jim  \ F 

k — A->ac  / J [ 

2 


g(/l)sen(£  + — )(t\)Á  dA 


g(/i)sen(£  + — )co0A  dA  = 0 


lim  Sk  (/)  = /(/) 


OBSERVACIONES.- 

© Si  an  y ¿>„  son  sucesiones  de  los  coeficientes  de  Fourier  de  f(t)  => 
lim  = a„  = lim  ¿l  = 0 . En  efecto: 

rt— >oc  n-^oo 


7 A _ 

Sabemos  que  — - + ^(a2  +¿>2  ) á f /2  (/)  <* 

/»*»1  2 

es  convergente  (Ek  ) con  limite  cero  entonces: 


+K)~  j \f(t)dt 
2 


Series  de  Fourier 


737 


lim (al  +bl)  = Q <=>  lim  an  = lim  bn  = O 

n—*oD  n—>a o n— >oc 


Si  f(t)  es  una  función  continua  por  tramos  y la  integral  del  valor  de  f(t)  es  finita 


frj 


T T 

( | | / (/)  | dt  < oc)  entonces  < / < — 

2 


T T 

lim  j2  f(t)  eos  no^t  dt  = lim  1“  f (t^senruo^t  dt  = 0 
/i— >*  J y n-we  J * 


como  | f(t)  | íft  < oo  =>  3 an  y ¿>„  tal  que  lim  an  = lim  bn  = O 

2 


«— »*  /i— >ac 


entonces  lim  |2  f (t)cosnco^t  dt  = lim  I"  /(/)sen  nca^t  dt 

n-+T.  J r fl— ><3C  J T 


14.11.  LEMA  (EL  LEMA  DE  RIEMANN  LABESGUE).- 


Si  g es  una  función  continua  por  tramos  en  [a,b],  entonces 

* 

A— >0C 


/•  H 

lim  I g(jc)sen(Ax)dx  = lim  I g(x)cos(A;t)í¿c  = O 

A^ac  J A-* oc  ¿ 


Demostración 

Demostraremos  que:  lim  I g(jt)sen(Ajt)£¿T  = O 

í 

Hacemos  /(A)  = I g(jt)sen(Ax)¿Zx  , a£x£b 


...(1) 


71  . 7T  71  71 

Y sea  jc  = / h — , a ^ x < b =>  a£/H — ^ 6 =>  a-—<t  <*b~  — 
A A A A 


/(A)  = I / g(/  + — )senA(/+  — )dt  = - I 4 g(/  + sen  A t dt 
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es 


decir:  /(Á)=-£  g(x  + - ) sen  A x dx 


..  (2) 


sumando  (1)  y (2)  tenemos: 


-i f- 


a ~ a 


b~* 


2/U) 


= - * g{x-  — )sen  Ax  dx+  £ g(x)senAx  dx 


£ £(*  + -■“ )senAx  dx-  £ * g(jt  + -^-)sen¿*  dx  + 


Í 


+ | g(x)senijt  dx+  | g(jc)sen  A x dx 


í 


-I 


g(jc  + ^)sen  Ax  <¿v+ £ * [g(*)-g(x  + -^)sen  Ax  dx+  g(x)sen  Ax  dx 

1 I 


consideremos  que  g (x)  es  continua  en  [a,b],  entonces  en  este  caso  3 M > 0 tal  que 
|g(x)|  £ M,  Vxe  [a,b]  entonces 

|2/(A)|=2|/(A)|á  £ ¿g(x  + j)\ dx+  £ *\g{x)-g(x  + j)\dx+^  n\g(x)\dx 


r a, 


entonces  | 2/(  A)  M((b  -/?  + —)  + M(a  - a + — ) + I | g(x)  - g(x  + — ) | dx 

A A ¿ á 


...(*) 
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OBSERVACION.-  Dado  £>0,  3 5>0  / |y  — x|  < e =>  | g(y)-g(x)  | <£  entonces  X ->oc 

\(x  + ^r)~x\=  — <£  =>  |gU  + ^)-gWI<£- 
A X A 

Luego  por  (*)  y la  observación  se  tiene:  | I(A)  M — + — e(b  -a  — — ) — > 0 

A 2 A 


\I(A)\ú-(b-a)<s 


lim  I(A)  = 0 

A— >x 


Problema  4.-  Sea  f(t)  una  función  continua  por  tramos,  periódica  con  periodo  T. 

Entonces  en  todo  punto  de  discontinuidad  de  f(t)  tiene  una  derivada  de 

derecha  e izquierda;  la  serie  de  Fourier  de  f(t)  converge  a ■“(/(**)  + g(O) 

Demostración 


Probaremos  que:  lim  Sk  (t)  = — [/(/+  ) + f(t  )] 

k-*  ce  2 


K 

Donde  Sk  (t)  = (<?„  eos  + bn  sen  nco0t) 


n= i 


También  sabemos  que:  Sk  (/) 


i 

=lp 

T J.Í 


i ~ * 


/«  + A)- 


sen(A  +— 


2 sen 


-dA 


Es  decir:  SA 


T 


/('++¿)- 


sen(&  + 


2 sen 


-j/i  í - 


^ sen(¿  + -H/l 


+ ¿)- 


2 sen 


dA 


2 f 7 

Entonces  lim  = lim  — I f(tr  + A) r 

* ‘-*7-  J' 


sen(&  + — 


-cM  + 


2 sen- 


- Z sen + 

k lim  - /(/+  +>í) ^-r—dX  ...(1) 

*~rll  2 sen  — 
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T I 

2 2.  sen(k  + -)ú)oÁ 

Se  tiene  además  — I *=— : — dA  = 1 


T H , 

2 2sen  — — 


En  esta  integral,  la  función  integrando  es  una  función  par. 


, 2-  sen(*  + i-)ft^/l  . 2 sen(A  + \-)o)qA  . ¡o  sen(A  + ^)ft^ 

l=-  * 5 — dA.  =—  ' 2— — dA  = — I ±-r—dk 

Th  2se„^  rJ’  2se„2¿  T H 2sen^ 


entonces: 


T 1 

2 2sen(k  + -)a)QA  , 
dA  = — 
2 


o r1' 

7 f1 


u, 


2s»2 Si 


1 , 


, entonces: 


sen(^r  + -)¿f^A  . 

2— -d/l=- 

, 2 
2 sen  — 


sen(A  + - 

) ^ 

- v\>A 
2 sen 


i"'1 


41 


nn- 


sen(¿  + — )co0A 
2 sen 


J/l , consideremos: 


^ S sen(&  + , > / /(r  + Á)sen(k  +-)(o$Á 


2 sen 


dA--nn 

(OqA  2 


2 sen 


«\>A 


sen(A  + * )«Jb/í 


- p-  SCIHA  *r 

-|P/(n — 

7 * 2 sen 


-dA 


2 
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2 ¿ sen(£  + |)¿v. 

-?í  -fe-" 

2 sen 


ahora  sea  g(A)  = — ^ entonces  g(^)  está  bien  definida  y es  continua  luego 


2 sen 


á^A 


2 , íssen(*4H/l  l^+v=2|5 


TÍ 


es  integrable  — -/O'*  A) 


g(A)sen(/t +— ¿A 


tomando  limite  cuando  k — > oe 


2 r>  sen(A:  + -)a\,A  , 2 / , 

- ~ 7 i-f(l+)]=  lim—  \ g(A)sen(k+-)<u0A  dA  = 0 

2 k-*ec  J JL L 2 


im  [4  P. 

-»»  l J _L 


Hm[-  +A)- 


2 sen 


abÁ 


„ J sení¿  + 

de  donde  lim  - \2  f{t*+A) %— — dA='-f{lr) 

2sen^A  2 


Z sen(¿+^)íiy  . 

\ f(t  +>í) — — 5 — d A — — f(t  ) 

JLr  , 'V-  2yv 


análogamente  lim — I + A)- 

*-"7'J-7  2sen3¿ 

2 


OBSERVACIÓN.-  Sk  : constante,  entonces:  lim  Sk  (t+)=  lim  Sk (t  )=  lim  Sk(t) 

k-*  at  k — k— >oc 


14.12.  DIFERENCIACIÓN  E INTEGRACIÓN  DE  LA  SERIE  DE 
FOURIER.- 


T T T T 

TEOREMA.-  Sea  f(t)  una  función  continua  en  [-—.y]  y /(““)  = /(— ) y f*(0  es 
continua  por  tramos  y diferenciable.  Entonces  la  serie  de  Fourier  de: 


cc 

/(ó  = ^ + V (a„  eos  nay  + ¿>„sen  /my ) 

n — i 
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se  puede  derivar  término  a término  para  obtener 

X 

/ \t)  - ^ hcoq  (-an  sen  nco^t  + bn  eos  nco^í) 


Demostración 

f(t  + T)  = f(t),  Vt  entonces  f'(tJrT)  = f'(t)  y 

X 

/ '(')  = —■  + ^ (a„  eos  nojQt  + ¡3„  sen  nco^t ) 


M=l 


donde 


(/)cos/t^r  dt  , integrando  por  partes 


w=cos«<^/  [¿/w  = sen  dt 

dv  = f'(t)dt  ^ 1 v = /(0 


«„=-=;  Pr  / V) eos dt  = 7 /(/) eos nco^tj  2r-  P -n 
7 ^2  7 *2  2 

r 

= 7[/(yX-0"  -/(— ^)(-l)"]  + ^(7)p?/(0sen/i<^í 

2 


^/(OsenAZí^/  <i/ 


^/(r)senníy0í  ¿ft]  = riw{)bn  = no)0b„ 


/ 

--h> 


/’(/)sen(«fi^/)¿/r , integrando  por  partes  tenemos: 


Sean 


u — sen  ncoQt  í du  = nco{)  eos  nco^t 


dv  = f'(t)dt 
T 


v = /(0 


8."fJV' 


'(/)sen(77íy0/)¿/í  = — /(/)sen/7éü^ 


Á'íE' 

2 2 


eos  dt 
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743 


2 T nco0T  T T 2 nco$ 

= 7 [/(“)  sen  — /(--)  sen  nco0  (--)] ^ 


ñ 


/(/)cos  dt 


T 

= í‘  fiOcosruaot  dt]  = -/iú%aM  =>/?„  = -n<w0an 

2 

T T 

y «o=|  rr/W=|[/W]/Tf  = o 

2 "2 

00 

Entonces:  / ’(¿)  = ^ «6%  eos  sen 


M=1 


Ejemplo.-  f(t)  = n2-t2,  - n £ t £ tc;  f(t  + 2tt)  = f(t),  V t 

Hemos  calculado  su  serie  de  Fourier 
de  f(t)  es  decir: 

l=2£Í+4v(7ir+1 


m 


3 ^ 


- eos  ni  y 


/’(0  = “2/,  continua  por  tramos  y 
su  serie  de  Fourier  será: 


Qu 

/'(0  = 4X 


(-l)”+,(-n)sen«í 


sen  «í 


■f(t) 

n2 

V 

\ 

X*  ‘ 

\ / 

\ / 

\ / 

\ / 

\ / 

\ / 

\/ 

V 

o 

£ 

1 

TI  t 

n=] 


T T 

TEOREMA.-  Sea  f(t)  una  función  continua  por  tramos  en  el  intervalo  < — > y 

00 

f(t  + T)  = f(t),  entonces:  f(t)  = -y  + ^ (a„  eos  nay  + bn  sen  no)0t ) ; 


n=l 


se  integra  término  a término  para  obtener: 
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C2  a xh  1 

I f(t)dt  = — (t2  -íj)+  / [~bn  (eos  na\}t2  -eos neo  t)  + an(sen  no^t2  -sen^^/])] 

j,  2 ¿-¿neo. 


T T 

donde  tx,t2  >•  *x  <l 2 


Demostración 


Como  f(t  + 1)  = f(t),  V t y F(t) 


- JH'-f 


Entonces  F(t  + T)  = F(t),  V t,  luego  F'(t)  = f(t) — - 


ce 

Sea  F(t)  = + y (an  eos  nco0t  + fin  sen  nú)Qt)  (la  representación  de  su  serie  de 


«= i 


2 (7 

Fourier)  donde  an  =—  J^t  F (t)  eos  nco0t  dt  > integrando  por  paites. 


Sea 


u = F(t) 

dv  = eos  ncOní  dt 


du  = F\t)dt 

sen  na>0t  , entonces: 


v = - 


nco0 


T 

2 12 


¿ í - ^ ^ 2sen(wey0O  ^ ¡\  2 fí  F’(Osen(^0í) 

a =-  F(/)cosw/v,í  dt  F(r) 7 2 — 1 

” T h T na * 


/Hí 


dt 


nco0 


2 1 t es2' \ nco*T 

= -■ [^(-)sen—-ü 

r 2 2 


j 

— — F(— — )sen(-«^^-)] - — — : P _ F’(¿)sen>2¿y0¿  dt 
1 2 2 «¿y07  J-l 


T T 

= E[i.  P F'(í)sen«c<y  ¿r]  = P L(/(0- ^senna^í  <* 

T yt  na>0  T J_L  2 


T T 

\ 1 r*  an  n 

= ' /(nsaimv  sen n 

nojQ  T J_r  / J-7 


0 (por  ser  impar) 
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an  = — —[b„  - 0]  = =>  a„  = - 

nm0 


F(/)sen  dt , integrando  por  partes 


Sea 


= F(/) 


sen  dt 


du  = F\t)dt 
eos  nco^t 

ncoo 


Pn=\  P FU) sen dt  = ^(-F(t) cosnü)n‘ 
T T ncoQ 


. /T  2 |*2  f ’i 


F\t)  eos  nco0t 


dt 


nco0 


Tnw0 " 2 


[F(^)(-l)"-F(-^)(-l)n]  + — [|  PrF'(/)cos^/  dt] 

° 2 wat,  r jí 


2(-ir 

Tno\ , 


T 

[/r(_I>_/T(Z.)]  + J_[l  f*  (/(f)-^)cosn<t^,f  <//) 

2 2 / J.Í  2 


= %2L[/7(_l)_jp(l)]  + J_fA  p/(/)cosmV<*-^-  p eos  natal  dt] 
Tmúq  2 2 ncoQ  T I J-L 


2í'-iVí  T T 1 2 1*2 

+ ' /(Ocos^í  rf/] 
r^íy0  2 2 T J_y 


T)^  - 2 nco0 


pero 


F(t)m  | / (/><// -^ 


T 

T > a0r 

/=*<-- J>=  I '/UW+-J- 
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F(~)  - F(^)  = p f{t)dt  + ^ - £ f(t)dí  + j°r  f(t)dt  - f(t)dt  + ^ 


— P/(íVlr+fl£  = -aI+3£-o 

JLr  2 2 2 


a A=— 

nco0 


Luego  F(t)  = — + N 1 


2 ¿—fncoo 

n= 1 


eos  + a„  sen 


F(íj  ) = — + [-¿>w  eos  ncoQtl  + a„  sen  na)Qt^  ] 

2 ncüQ 


«*1 


x 

F(t2 ) = -f  - + > eos  «Okí2  + a„  sen  nco0t2  ] 

2 


F(t: 


\r  i 


2 ) - F(í, ) = / [~bn  eos  /?¿y0/2  + an  sen  na^t2  ] - 

nco0 


n=  I 


^ I 

- j [~bn  eos  nco^  + (7W  sen  nco0t { ] 

IUOq 


n=l 


|7(fW/-^-|'/(0</r+^  = 

x 

= ^ [/^(cosrt&y,  -cos«¿yo^)  + a/,(sen  -sen«¿w0í[)] 

^ n ÜM 


n= 1 


_ oc 

I f(t)dt  = — (t2  -í|)+  / [-/j„  (eos  rt^/2  - eos  (sen  n¿fcí2  - sen  n(úí)t[ )] 

J,  ' 2 

1 rt= I 


Ejemplo.-  Dada  la  función  f(t)  = t2  , 0 < t < 271  y f(t  + 2 ti)  - f(t). 

a)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t). 

b)  ¿Cuál  es  el  punto  de  convergencia  de  la  serie  de  Fourier  de  f(t)  en  cada  punto  de 
discontinuidad? 
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c)  Hallar  la  suma  de 


(-ir 


i • v<-] 

la  sene  > — 

«=i  n 


d)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  - x2) , a partir  de  la  parte  (a) 

x . *» 

Z]  n~ 

(—  + — r) 
n n~ 

n= 1 

Solución 

a)  Grafícando  la  función  f(t)  = t \ 0 < t < 2rt 


La  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  = t 2 es: 

00 

/(/)  = ^ \an  eos nco^t  + bn  senno^t)  , donde 


n=l 


2n¿ 


i 

a„=—  r f (t) eos  ncúQt  di  =—  I t2  eos  ntdt,  integrando  por  partes 

7"  JL  * J-* 


W 

dv  = cos/zí  dt 


du  = 2/  dt 
sen  hí 

v = 

n 


748 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


1 r 2 , 1 /t2sennt.  ¡n  1 F 2tsennt  , 2 f , 

2n  =—  I t eos ntdt-  — { )/ I dt  = I /sen nt  dt 

7t  j_T  n n f-jT  x J_r  n nx  i 


2 /eos ni  sen  nt  t*  4(-l)rt 


nx  n 

T 


mnt  t 71  _ 4(— 1 
n 2 ¡ -*  n 2 


An=—  P f (t) sen ncaQt  dt  =—  t sen  nt  dt , integrando  por  partes 

x yi 


u = r 

dv  - sen  nt  dt 


du  = 2/  dt 
eos  nt 


v = — 


n 


, 1 t2  eos  nt.  tn  2 í , 

bn  - — ( ) / + — I t eos  nt  dt 

n n • -n  nx  JL.T 


= [-r2(-I)"  - Jr2(-1)" ) +— f 

nx ' nx  n 


2 ,/scnnt  cos/i/.  /T  - 

+ — — ]/  = 0 


n ' -* 


/(í)  = ~ + ^,aB  cosw/ 
/!  = ] 


4(-l)n 


S;r  V 4(-I 
an  eos nt  = — + 

n=\  n=\ 


eos  nt 


'<‘>‘T+4ZlP 

ñ=i 


eos  nt 


b)  f(2x  )=  lim  /(/)  = 4x2  y lim  /(/)-/( 2x+)  = 0 entonces 

t— >2tr~  t-+27t+ 

f(2*~)  + X2x*)  _ 4^2-0_2;r2 

2 2 

, ;r:  (-1)"  cosnt  „ ;r:  „ (-1)"  C0SM(?  , 

c)  Como  f(,t)  = t2  = — + 4^- i para  t = 0,  — + 4^ “j = ° 

/i=l  n n=l 


ou 

I 


í!=l 


(-!)"_  ^ 
«2  12 
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d)  Como  t 


y =£l  + 4y  (-1)*  eos  nt 
~ 3 + ¿L 

n-\ 


, integrando  se  tiene: 


í^-í^-z^í— - 

n= 1 n=1 

-(t2  -z2)  = 4^~*  * ^ sen/» 

3 < n3 

n=l 

£,£Í_2v_  .v_L 

6 4 ’ " ¿-Jj 

n=\ 

ry  1 

y n~  eos  nt 

*=  — + 4 > - — ^ 

3 n 


sen  nt 


7Z 

para  t = — 


V'J..  _iL 

^n3  ~ 32 

n=l 


como  i 


para  t = ti 


n=\ 


^^Y-L  =>  V-L  = £l 

3 6 

n~\  n= 1 

v,i  £lv  *3  ** 

n3  «2  ‘ 3 + 6 


14.13.  EJERCICIOS  DESARROLLADOS. 
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1 _ k . /°  rrc  _ /*  ;r  ;r  n 

= — [ 1]  + [— / / =—+—=— 

it  4 V , 4 V o 4 4 2 


i 

a„=jj*Tf(t)cosnt  dt 


= — f f(t)cosnt  dt  = J-{  f 

* * ín 


/(/)cos/i/  dt  - — (I  /(/}eos/i/  dt+  f(t)cosnt  dt] 


lr  f 7t 
1 

4 


iri  , r*  , _ lr  sennf  /°  sen/  y*  A 

= — [ I eos  nt  dt+  I — cos/7/  dt]  =—  [ / + / ] = 0 

^ 4 Jb  4 4 n f -x  n ■ o 


bn  =7  fcf(t)sennt  dt=~  j /(/)  sen  nt  dt  =—[  |°  /(/)sen«í  c/í  + f(t)sennt  dt] 

2 " 

■ rf  í , r*  .. 

= — f I sen  nt  dt+  I —sen  nt  dt] 

* L 4 Jb  4 


b = 1 [cosh<  /»  | ( eos m ,/°  ] y (-1)"  (-1)"  , ^ 

”4  n * -x  n / -*■  4 n n n n 


^2n-l  “ 


2 n n 

1 


0 si  n es  par 

1 . 

— si  n es  impar 
n 


2n-\ 


/(/)=  — + ( an  eos  nt  + bn  sen  nt) 


«;+ys -e-^iy 

4 2«  - 1 


«=1 


rt-1 


© Encontrar  la  serie  de  Fourier  para  la  función  /(<)  = | A sen  coQt  \ 


Solución 


Series  de  Fourier 
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QC 

(J  V ' 

Luego  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  es:  'f(t)  = — + an  eos  nco^t  y T = n 

n= i 

r * . * 

«o  - “ /(0<*  = — ■ J‘t  ^sen  cúqí  \dt  = — | ,4  sen  co^t  \ dt  +—  | A sen  o\t  \ dt 


'y  M)  <► 

= — I -A  sen  co^t  dt  + — I .4  sen  co^t 


dt 


_2^cos co^t  /O  ^ 2f^cos oj^í 

K % 


/•  J-V=»7: 

' — n cúq  • o T 


2 

1 r/  , , 1 r , 1 _ ^ 2 A 4 A 

= — [(A-(-A)\ [—A  — A]  = — (2A)  + — = — 

n 7i  n 7t  k 


1 n 

an  = — I 2 f(t)  eos  ncüQÍ  dt = — I 2 | ^ sen<^r  | eos  nco^t  dt 

T JL-  ;r  X- 

2 2 


= — [ j"°  — /ísen  é!^,/  cosiíüJqí  dt  + J^2  A sen  a^t  eos  na^t  dt] 

n 

2v4  I 1 p2  1 

= — [|  — (sen(l  + n)íü|)/+sen(l-n)ffl()í)¿/+  I ‘ — (sen(l  + + sen(l 

n J-  l 2 Jb  2 
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1 


+ 1 ^ cos(l  + yi)7Z  ^ cos(l  — n)7r ^ ^cos(l  + ri)n  + cos(l  - n )n 


n (1  + n)(OQ  (1  - n)co0  (1  + «H  O-wVtb  (1  + «H  (l-n)fifc 


+( 


1 1 
- + - 


(n  + l)ú)Q  (1  -n)a\} 


A 2 + 2 ^ 2cos(l  + n);r  2cos(l-/i)/r^ 


cüqX  1 + n 1 -n 


1 + « 


1-n 


j.  4 ^cos(l  - n )^r  + cos(l-n);r^ 


2/r  1-n2 


1 + n 1-n 

1 


— [— X--2( 

2tt  \-tr  1 + n 1-n 


] si  ai  es  par 


f í-v* ' 

2^  1-n' 


1 


a„  = 


A 4 

2/r  1-n2  1-n2 

_A_ , 4 4_ 

2tt  \-n2  l -n2 


1 + n 1-n 
4 


)]  si  n es  impar 


] si  n es  par 
] si  n es  impar 


=>  a„  = 


/í  4 

— ( -)  si  n es  par 

7t  1-n2 

0 si  n es  impar 


r 4¿,  1 

Luego  a2n  = — ( r 

* (l-(2/i)2 


) = — (— 
n l-4/i 


/«- 


fln  V’  4/1  , I 


7 - 


2 ^ n 1 -4/i 

n=I 


-)  eos  2nft^í 


/0,.ií+idy  ' 

7t  n 1 -An¿ 

n= 1 


cos2n^í 


Desarrollar  f(t)  = ercost  cos(rsenf)  en  serie  de  Fourier  (Sugerencia:  usar  la  serie  de 
potencias  para  e z cuando  z = re Jl ) 


Solución 


Como  eos  6 = 


ese  +~* 


sen  6 = 


eJ'  -é~J> 


2 j 


«*+«-* 

/(f)  = ercos'  cos(/-sen  t)  = e 


gjrsent  + g-jr  sen  t 
2 


Series  de  Fourier 
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2 


r( 


e 


ej'+e-f 

2 


[e 


eJ'-e-j' 

2 J 


_P-Jt 


-jr- 


+ e 


2 j 


■ \ <- 

]=V 


-,-j' 


eJ'  -e-i<  eJ'-e~j' 

\e  ~ +e’  2 ] 


1 -Uej'-eJ'+e-J'+e-ft)  1 ,7  .Jí 

= +e  2 ] =^[ere  +e  ] 


/(0  = ^K' 


entonces  se  tiene: 


(re")  + (re''T  1 


IV— ( 


=IV£l(^ 


U 


= i+- > ) = i+-V~ 

2¿-^n\  2 n\ 

rt  = l n- 1 


eos  «/ 


1 ^ rw 

/(í)  = ,+-  / —eos nt 

2 n ! 


n=  1 


Encontrar  la  serie  de  Fourier  para  la  función  / (í)  = 


j t + 1 ; -l£í £0 
[-1+1  ; OZt  £1 


Solución 


Graficando  la  función  f)[t) 
se  tiene:  T = 2 


2n 


observamos  que  f e P C[-l,l],  es  decir:  f(t  + 2) 


eos  «7T  t , />,,  = 0 


f(t),  V t g Ry  /€Fp  =* 


donde 


a°  =|  £/(0=  | /«*=  £%)<*+ |/(o* 
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= £(í + !)<*  + |(-í 


(t  + \)dt  + | (~t  + l)dt  = (I-0)  + (0  + i)  = l 


an  =y  £.  f(t)cosnxt  dt  = f(t)cosnjtt  dt  = /( f)cos/7/rf  dt+  j*  f(t)cosnnt  dt 


= £ (í  + 1)  eos  nn  t dt+  j*  (-/  + 1)  eos  tire  t dt 


1 (-1)"  (-1)”  1 2 2(-l) 

= -— - — - - — r~  + 


22  22  22  22  22  2 2 
n n n n n k n n n n n k 


aM  --  • 


0 si  n es  par 


— — - si  n es  impar 
n* 


NOTA.- 


\ COS  Í17Ü  = (“  1)  T 4 

\ ■ Luego  a2n_{= — — , n=  1,2,3,... 

[sen/i;r  = 0,  V «gZ  (2«-l)2/r2 


oc 

/(')  = :!: + -7^ ' — rCOs(2w  - l)/r  t 

2 n2^nn-\)2 


NOTA.-  A partir  de  esta  serie  de  Fourier  podemos  obtener  la  suma  de  la  serie 

X 

- = — + — + — + — + En  efecto:  para  t=l  se  tiene  f(l)=0 

(2/7-1)-  l2  3-  5-  7* 


° = /(1)  = L-4-'/^ — rCos(2w-l)/r 

2 ^24L-(2w-l)- 

fl  = | 


=o  =>  y 

2 ir2  ^r1  (2n-l)3  ^ 


1 nL 


(2« -l)2  8 


© Hallar  la  serie  de  Fourier  de  /(/)  = e* , 1 1 1 £ k 

Solución 


\t\<n  -K^X^n  =>  T = 2n,  6^  = ^ = 1 ; la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  es: 
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00 

' ( an  eos  nco^t  + bn  sen  nco0t) 

n=\ 


donde 


<*o 


2 f;  l r , . \ - 2senh;r 

= - I Tf(t)dt=*-  e‘Jt=-(cr-e,T)  = 

T JLi  71  J.T  7T  71 

e [n  sen  nt  + eos  nt]  j 71 


2 

T 


an  = j Jpr  f(t)cosnt  di  = ^ J e' 


eos  dt  = - 


/r(n  +1) 


e^cosrtTT  ^ ^ cos(-^n)  (-1)”  , ^ 2(-l)rt  senh  ;r 

- ~ — ~ \e  e )—  ; 

7r{ii  4*  1)  ;r(;i2+l)  ;r(rt2+l)  ;r(rt* +1) 


2(-l Y senh  ;r 
^■(«2 +i) 


/ 

—•  P /(O  sen  - — 

2 


_ e*  (sen  nt  - n eos  nt) 
sen  nt  dt  

n(n2  +1) 


/ 


71 

-71 


e* (-n  eos  nn)  e 71  (-ncos(-nx))  n(-\)n e n -e}Tn(-\)n  n(-\)n  (e*  -e  r) 

7r(n  +1)  k(yi  +1)  x(nl +\)  7t{n¿  + 1) 


2n(-\)n  senh(^) 
x(n2  +1) 


•-2k(-1)"  senh(;r) 
7r(n2  +1) 


senh(/r)  2senh(;r) 

/(O  - — — + — 


n 


*=1 


(-1)"  eos  nt  n(-\)n  sen  nt 


1 + n 


n2  + 1 


O 


1 

-71  <.t  < 

1 


2 


— <t<7T 
2 


(^ó)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  = • 
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Solución 


t — ; -x <r  < — 
~ • *> 


2 2 


— ¿ t ú JT 
2 


X 

La  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  es:  /(/)  = — + ^ ( an  eos  nt  + bn  sen  nt) , donde 

n- 1 

T _ 11. 

a°  ~ Y Ír  f(t)dt  = “ f = 7 [ f 2 /('W' + f i /(í)£/í  + ji  f(t)dt 

*2  ”C  _7r  2 2 
I 

r i' 

= ~ /(f ) eos  rcí  J/=—  f(t)co$nt  c/r  = — [ 2 (/  — — )cos  nt  dt+  | O.cosh/  ¿/f 

2 2 

+ j*  (í--^)  eos  nt  dt] 
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© 


-7IJ>4,*o,-*+f<4: 


) eos  nt  dt]-  sen(— ) 
tí7T  2 


2 fí  I r 

= — I / (t)  sen  nt  dt  = — I f (t)  sen  nt  dt 

Ti--  * i-* 


i i 

= — [ p2  (í--^-)senm  dt  + O.senn/  dt+  (í--^-)sení  dt] 
7T  J_T  2 


-)  sen  nt  dt  + 


r,  L lr  2 * 1 « 2(-l)" 

(/-■ -)sen/if  JO  = — [ — -sen(-)  + -cos~- ] 

Ji  2 7T  n~  2 n 1 


n n 


b„  = — [--sen(J)  + cos(^)-2(-in 
n n n 2 2 


f(t)  = — (— — 1)  + — [-r  sen(— ) eos  nt  + — sen  — + eos  — 2(- 1)" )] 

2 2tt  n n 2 n n 2 2 


n—\ 

Encontrar  la  serie  de  Fourier  para  la  función  f(t)  definida  por  f(t)  = 1,  para  -n  < t < 
f(t)  = 0,  0 < t < ti  y f(t  + 2n)  = f(t). 


0, 


Solución 


Graficando  la  función  f(t)  se  tiene: 


La  serie  de  Fourier  de  la  función  ftt)  se  expresa  en  la  forma: 


/(Q  = ~+  ^ eos  ncoQt  + bn  sen  nco^t) , donde 
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T 

*o=j  J2r  f(‘)dt  = i J f(t)dt  = i[  £ f(t)dí  + £ f(t)dt] 


=-[  f 

* J-/T 


+ 0]  = — [0  + n]  = 1 =>  a0  = 1 
n 


2 * ] j M)  mx 

an  =—  I /(Ocosrto^í  dt  — — I /(/)coshí  =— [ I cosw/  dt+  I O.cosw/ 

T"  J-I  n J-*-  * J-»  A 


*] 


sen  nt  n n 

+ - = 0 =>  =0 

nt 


1 f , senm  /° 

~ — | eos  nt  dt  = / =0 

;r  j_^  nt  f -ti 

T c 

b„  =y  P f(t)  sen  naj^t  = — J f(t)sennt  dt  = — [ j f(l)sennt  dt+  f(t)sennt  dt] 

1 f J 1 r COS nt  /°  1 i ” 

I sen  nt  dt  -—[ ]/  [1-cos nn)-  2 

n yn  n n * -x  nn  si  n 

nn 

1 2 sen(2/j-l)/ 

• • /(o«- — 2 ' 

2 n 


0 si  « es  par 
es  impar 


Luego  =- 


2 n 2n  - I 

n=l 


(&)  Si  f(t)  es  una  función  periódica  de  t,  con  periodo  T e integrable,  demostrar  que 


i ra 

fa(t)  = — | f(T)dr,  también  es  periódica  con  periodo  T. 
2a  A-a 

Solución 


Debemos  demostrar  que  fa  (í  + T)  = fa  (í) 


tt  + T+a 


fa«+T)=—\  md 

¿a  J,+T-a 


i r(+a+r 

r = — f(r)dz 
2a  J,_, 


-a+T 


ahora  usando  el  hecho  de  que  para  cualquier  función  periódica  de  t con  periodo  T,  se 
#•/?  + / W? 

cumple  que:  f(t)dt=  | f(t)dt,  entonces  tenemos  que: 

J¿r+/  Jo 
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© 


i r+a+1  i ra 

fa(t  + T)  = — ! f(T)d  r = — f{T)dT  = fa(t) 

2a  j¡-a+T  2a  },-a 

de  donde  fa  ( t + T)  = fa  (?)  L.q.q.d 

Encontrar  la  serie  de  Fourier  para  la  función  cuya  forma  de  onda  se  muestra  en  la  figura. 


Solución 


La  regla  de  correspondencia  de  la  gráfica  de  f(t)  es:  f{t)  = 


Ifit;  -I«íO 

T 2 

I-*:  0«<£ 

T 2 


->  fí  2 í°  4 1 r>  4/  2 2t2  /°  2 r / 

“o  = 7 J i = 7Í fr +7)<ft  + i* <> -7*'1  = 7l(' +TV  -í +</ ’TV.1 


2 T T T T 

= — [0  — ( + -)  + ( ) - 0]  = 0 =>  a0  = 0 

7 2 2 2 2 


-ít 


/ (/)cos(  na\)t)di 


= f(t)cos(ncúQt)dt  + J^2  /(/)cos(«&>0¿)¿fr] 

2 


T 

2 f0  4t  (2  4/ 

— [I  (1+ )COS(A7ú^0^^  I 0 )cOS(rtít>0¿)¿/¿] 


k-  1 ri 
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= 2 _4 4(-l)w  4(-l r 4 1 

T n2 új^T  r?o^T  n2a^T  n2co^T  n2úJ( 


a„  = 


0 si  n es  par 
8 

si  n es  impar 


(-ir  , i6  i (-ir 

4t2  4n2  n2  n2 

8 


«2«-i  = 


«V 


(2/i -l)2  ^r2 


T T 

b„  f(t)sen(na\it)dt  = [ J r f(t)  sen  nco^t  dt+  Jp  / (í)  sen  no^t  dt] 

7 ~7 


dt+  (1_y)sen,líüb<] 

•» 

2 i (-i)"  (-nn  i 

= -[ — —]  = 0 =>  ¿>„  = 0 

T no ^ no^  no^  nco^ 

X 

f(t)  = / — cos(2n-l)<v 

^i2n-\)2*2 


oC 

(lOj  Encontrar  la  suma  de  7 

^ (2n  — \)2 

n—l 


Solución 


Utilizando  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  del  ejercicio  (9),  es  decir: 


m= 


1 + — ; --</£ 0 
T 2 

1-*;  0<«I 

T 2 


f(0)=l 


como 


8 cos(2/»-l)r<v 

ni)  = —7  ; — .para  1 = 0 

-*  n» - n2 


(2w-,)4 


8 1 


/(O)  — — 7 / 

n1  ¿--i 


n2  ¿—*(2n-\y 

n~\ 


• = 1 de  donde 


X 9 

Y i _ jt_ 
8 
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© 


1 /T2 

Utilizar  el  teorema  de  PARSEVAL,  para  probar  que  > - = — utilizando 

tí  (2  -l)1  8 

problema  (4)  de  14.5. 

Solución 


el 


Se  trata  de  la  función  f(t)  dada  por:  f(t)  = < 


-1  , < / < 0 

2 

T 

1 ; 0 < / < — 
2 


4 sen(  2n  — I )/ 

el  desarrollo  en  serie  de  Fourier  es:  = — 7 

n*-*  2m-1 

T 2 

por  el  teorema  PARSEVAL  se  tiene:  ~~  \7  f2  = — + - ^ (<*„  + b*  ) 

2 «-■ 

7tfr /■(»<*♦  , 'f. . 

> asi 

i r f n,,  ív  i i j r,  s v1  1 

T J3  x‘¿-f(2n-iy  T 2 2 jt2  — ^(2«-l)2 

" n—  1 

.2 


1 71 


^(2«-l)2  8 

n~  I 


„ 2 (-1)  sen «/  1 . 2 

Integrar  la  sene  de  Fourier  de  /(/)  = / para  obtener  > = — (í  -x)t  y 

« I - 


/i=i 


30  , f 

Z1  n_ 
945 

n=l 


Solución 


En  la  parte  14.12  se  ha  calculado  la  serie  de  Fourier  de 


eos  nt 
n 


integrando  se  tiene: 
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f 2.  f*2  ¿VM-l)"  f W *3  x1*  .V'M)" 

X X 3 „2  JL  3 3 

M=l  /l  = l 


- sen  wjv  , 


de  donde 


y ("l)77  sen  nt  1 3 2 x ¿ , 2 2\ 

- — (/3  - 7T2t)  = — (t  - 7t2  ) 


n=\ 


12 


12 

7 


ahora  aplicamos  el  teorema  de  Parseval  ■—  j^,  / 2 (t)dt  = O2  + ^ [O2  + (— — )2  ] 

2 «=i 


1 r 1,3  ^ ,2 , 1 v1 16  1 rí7  — . - . , ¡ 

2/rJ_T9  2¿^„6  18*  7 5 3 / 


*=l 


1 Jf  2 7T2ís  *4/\  !*  _8^  J_ 

~ ^ 


/ 


'i  rj 


I6r* 


18tt(105) 


-Í7- 

H=1 


1 ,T 

de  donde  7 — = 

„6  945 


De  un  conjunto  infinito  de  funciones  reales  {<¡>n(t)}n> { se  dice  que  es  un  conjunto 

ortonormal  en  el  intervalo  <a,b>  si  j <¡>n  (t)dt  = Snm  , donde  Smn  es  la  función 

Ja 

Delta  de  Kronecker.  Sea  f(t)  una  función  definida  en  el  intervalo  <a,b>  y si  se  supone 

00 

que  f(t)  se  puede  representar  como  /(<)  = c,$  (í)  + c2</h(t)  + ...  + cn4>„  (r)  + ...  = cn <j>„  (/) 

f n=l 

en  el  intervalo  <a,b>,  donde  los  c„  son  constantes.  Demostrar  c„  = | f (t)</>„(t)dt , 

Ja 

n = 1,2,...,  Los  coeficientes  cn  se  denominan  coeficientes  de  Fourier  de  f(t)  con  respecto 
al  conjunto  ortonormal  {<¡)n  (/)} . 

Solución 

au 

Como  f(t)  = ^cJM) , multiplicamos  ambos  miembros  de  la  igualdad  por  <p„(l) : 

n=  1 

V 

00 

f(t)<f>m(,t)  = YcJn  (r) , al  integrar  en  el  intervalo  de  <a,b>  se  tiene: 


Series  de  Fourier 


763 


f 


f(t)</>m(t)dt  = f donde  n=  1,2,3,...  y m=  1,2,3,... 


n= 1 


haciendo  m = 1 , se  tiene: 


J* /(0<¡*i U)dt  = f£*W*«* = f h,< 

n- 1 


-e,  + c2  (0)  + ...  + c„  (0)  + ...  = C] 
para  m = 2,  se  tiene: 


ífmm.  I-f  <¡)n  ( t (í)A  , haciendo  el  mismo  análisis 

n = ] 

j"*  f (t)<f>2  (t)dt  = 0 + c2  + 0 + ...  = C'j 

s:  j%„ 


para  m = n,  se  tiene:  f(t)Mt)dt  = 


(íMiíO^f  -0  + 0+.. .+cn  +...-c„ 


r 


= I fU)0„(t)dt 


oo  « 

^4)  Si  /(0  = V (/)  se  aproxima  por  fk  (i)  = N ^ cn(¡>n  (Q  . Demostrar  que  el  error 


n= 1 n-\ 

1 f 2 

cuadrático  medio  I [/(*)  - fk  (/)]  , es  mínimo. 


b-a  Ja 


Solución 


Llamemos  Ek  al  error  cuadrático  medio,  es  decir: 

S*  ■ 77— 

b-a  Ja 

oc 

reemplazando  el  valor  de  /¿  (í)  = ^+ c„^(0  en  (1) 


...O) 


764 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


[/(0_^~  cjn(t)]2dí,  derivando  con  respecto  a cn 

n =1 

" n-1  /»=! 

fk  k k 

[-£  ¿ «)m + (o^  a «]<* 

»=i  «=i  *=i 

| [*TcnÚ(t)-£/Cnlht)}A  = 0,  L.q.q.d. 

° n- 1 


(is)  Demostrar  que  si  c„  son  los  coeficientes  de  Fourier  de  f(t)  con  respecto  al  conjunto 

fk 

[f(t)]2dt  = Y/ñ  . Este  resultado  se  conoce  como  la 


identidad  de  PARSEVAL. 


Solución 


Como  f(t)  = cn<¡>n(t) , multiplicando  por  si  mismo 

n- 1 

x x x 

[/(O]2  = = ^c2n .f2n  (/) 

n=l  n=l  n=l 

integrando  ambos  miembros  en  el  intervalo  <a,b> 


j [f(‘)]2dt=  j de  donde  jf  [/(O]2 dt  = <p2n  ( t)dt 

ü a n- 1 n- 1 

, ^ 

j <j>l{t)dt  = Snn  = 1,  entonces  se  tiene:  J [f(t)fdt  = ^ , L.q.q.d. 


y como 


14.14.  EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


®Í0  , 0 £ / < 1 

Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función:  f{t)  = \ , f(t  + 4)  — f(t),  VteR. 

t , lá/¿4 
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/ , 05/  5 2 

Si  f(t)~{  y f(t  + 3)  = f(t),  V t e R.  Hallar  su  serie  de  Fourier  y 

y [2-/  , 2 5/53 

graficar  la  función. 


f ■>  ^ 

(3)  Si  /(/)  = \ ’ ~ y f(t  + 4)  = f(t).  Hallar  su  serie  de  Fourier  y graficar  la  función. 

^ i 1 . 15/ <4 


© Si  /(/)  = 


1 , 05/<l 

0 , 15/53  y f(t  + 5)  = f(t).  Hallar  su  serie  de  Fourier  y graficar  la  función 
-1  , 3 5/55 


® /(')  = 


4 / , 0 5/52 

-3  , 2 < / < 4 y f(t  + 7)  = f(t).  Hallar  su  serie  de  Fourier  y graficar  la  función 
1 , 45/57 


© 

© 

© 

® 


í 0 , — c < t < 0 

Si  f(t)  = < „ y f(  t + 2c)  = f(t).  Hallar  su  serie  de  Fourier  y graficar. 

[c-t  , 


Si  /(/)  = 


Si  = \ 


0 <t  <c 

0 , -c < / < 0 

(c-/)2  , 0 < t < c 

¡ 3;r  + 2/  , - 7i  <t<  0 


[ k + 2t  , 0 < / < n 

/(c  + /)  , -c  < / < 0 


y f(t  + 2c)  = f(t).  Hallar  su  serie  de  Fourier  y graficar. 


y f(t  + 2n)  = f(t).  Halle  la  serie  de  Fourier  y graficar. 


Si  /'(i)  = 4 - y f(t  + 2c)  = f(t).  Halle  su  serie  de  Fourier  y graficar. 

[ (c-t)2  , 0</<c 


í + 1 , -2 <t <0  t 

Si  f (¿)  = ; y f(t  + 4)  = f(t).  Halle  su  sene  de  Fourier  y granear. 

1 , 0£¿£2 


© Si  f(t)  = cos(— ) y f(t  + 2 ix ) = f(t).  Halle  su  serie  de  Fourier  y graficar  la  función 


®í  0 , -c < t < 0 

Si  f(t)-<  y f(t  + 2c)  = f(t).  Halle  su  serie  de  Fourier  y graficar. 

e~*  , 0 < / < c 
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O , -7t  < t < O 

13)  Si  /(/)  = *{  > y f(t  + 2n)  = f(t).  Halle  su  serie  de  Fourier  y graficar. 

^ r , O <t<n 


Si  /«  = 


-n-t 


2 

O 

7T  — t 


-7T  <t  < O 

¿ = O y f(t  + 2tc)  = f(t).  Halle  su  serie  de  Fourier  y graficar. 

O <t<7T 


[16) 

© 


Si  /(/)  = 


-n-t  , -n  ú 

2 


n-t 


■7  X 

- — £ / < y y f(t  + 27r)  = f(t).  Halle  su  serie  de  Fourier  y graficar. 
n 

— útín 
2 


Hallar  la  serie  de  Fourier  para  la  función  f(t)  = t - [|  1 1] 
n + t , - n <t  < 0 


Si  /(/)  = 


1 7t-t  , 0 < 


t < n 


y f(t  + 2tc)  = f(t).  Hallar  su  sene  de  Fourier  y graficar. 


Si  m = 


n n 

t , <t  < — 

2 2 

n 3 n 
n-t  , — <t  < — 

2 2 


y f(t  + 2k)  = f(t).  Halle  su  serie  de  Fourier  y graficar. 


si  /(0  = 


4 


n n 

<¿  < — 

2 2 

;r  3;r 

— <t<  — 
2 2 


y f(t  + 2n)  = f(t).  Halle  su  sene  de  Fourier  y graficar. 


Hallar  los  coeficientes  de  Fourier  y encontrar  la  serie  de  Fourier  para  la  función 

n n 

F(t)  = | A sen  Q)0t\,  -y  ^ í ^ , co0  = a . 

Si  f(t)  = \-  2t2  -r4,  0 £ t £ 1,  halle  la  serie  de  Fourier  y con  el  resultado  obtenido 

X 

1 


sumar 


la  serie  'S  — (aplicando  PARSEVAL). 
n 
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(22)  Hallar  la  sene  de  Fourier  de  la  función  f(t)  = cosh  (kt)  para  0 < t < c y hallar  la  serie 


para  t = — 


Si  f(t)  es  una  función  periódica  integral,  con  periodo  T,  demostrar  que 
1 P ,.T  . . 

'neo b 


— I f(t)(--t)dt  = S 1 — — donde  b„  es  un  coeficiente  de  Fourier  de  f(t)  y 

T Jb  2 ¿—meo b 

n=\ 


2.T 


cüq  = — (sug.  Desarrollar í , para  0 < t < T en  serie  de  Fourier). 

Sean  f(t)  y g(t)  funciones  continuas  por  tramos  con  periodo  T y sean  an,  bn  y an  , fin 
los  respectivos  coeficientes  de  Fourier  de  f(t)  y g(t),  demostrar  que 


[2r  f(t)g(t)dt  = ^ (anan  + b„P„ ) 

->  n = l 


Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  dado  por  el  gráfico,  estudiar  la  convergencia 
puntual  en  [-3ti,37c] 


^26)  Halle  la  serie  de  Fourier  de  / (t)  = t2  - 1 , -1  < t < 1,  por  evaluación  directa,  graficar. 


Desarrollar  en  serie  de  Fourier  la  función  definida  por:  f(t)  = * 


( -2 1 , - n < t < 0 
{ 3í  , 0 á t i k ' 

f(t  -f  2k)  = f(t),  V t eR  usando  el  resultado  de  este  desarrollo,  calcular  la  suma  de  la  serie 

X 

1 


S 


(2/7  -ir 
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Calcular  la  serie  de  Fourier  de  f(t)  = eat  en  use  este  resultado  para  calcular  la 

*-  > 

de  la  serie  / — - — — 
a2  +n2 


suma 


Si  f(t)  = f 4 , -7t  <,  t <r  ti,  halle  la  serie  de  Fourier  de  f(t)  y calcular  la  suma  de  la  serie 

/ 2 6 \2 
n2 

y , graficar  la  : 

n 


. función. 


/i=i 


Sea  f(t)  = \t  * ^ , tal  que  f(t  — 1 ) =-f(t)  gráfica  y halle  la  serie  de  Fourier. 

[r-1  , 0<í£l 


(3l)  Si  f(t)  esta  dado  por  el  gráfico  adjunto: 


n 

í(t) 

4 

-K 

i 

1 

1 

1 r 

1 0 

1 u 

n t 

1 

1 

7t 

4 

a)  Halle  su  serie  de  Fourier  de  la  función 
f(t). 

b)  Con  el  resultado  de  (a)  verificar 

III  1 1 xfi 

I — H 1 — I-  ...  — 

5 7 11  13  17  6 


Sea  f(t)=\t3-t\,  -4  < t < 4,  f(t  + 8)  = f(t),  f(t  - 4)  = -f(t).  Halle  los  coeficientes  de 
Fourier,  haciendo  el  gráfico  periódico  con  todos  los  datos  presentes. 


33)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  f(t)  dado  por:  f(t)  = 


1 , 2<t  <3 

4-t  , 3 < / < 4 
t -4  , 4<t  <5 
1 , 5 < t <6 


, f(t  + 4)  = f(t). 


7T2t-t3 

Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  = en  -n  ^ t ^ rc  y mostrar  que 


Z-  ~ 94 5 

«=l 
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(35)  Hallar  la  serie  de  Fourier  /(/)  = 


© 


t -7TÍ 

2 

~r  -ti t 


0 <t^7T 


~7t<>  / < 0 


u V1  1 ^ 

probar  que  7 = . 

960 


n= I 


^6)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  /(/)  = 


-n  -i  , - 7T  < t < -— 

2 

t ^ ^ n 
1 , — <t  < — 

2 2 


al  resultado 


7t-l 


— á/  á/T 

2 


obtenido  aplicar  Teorema  d^  PARSEVAL  para  sumar  la  serie. 


Explícitamente  determinar  los  coeficientes  de  Fourier  de  la  función 
0 , -2  < t < -1 

f(t)  = -\t  | , |f|d  en  el  intervalo  [-2,2] 

0 , 1 < / < 2 


, \-t  , -3  < t < 0 

Si  = \ 

\ t , 0 < t < 3 

X, 

la  serie  7 . 

■*— '(2/7-1)“ 

n — I 

Halle  la  serie  de  Fourier  de  /(/)  = | A eos  a>0t 


Determinar  los  coeficientes  de  Fourier  y hallar  la  suma  de 


f(t)  esta  dado  por  el  gráfico  adjunto,  halle  su  serie  de  Fourier  de  f(t)  y sumar  la  serie 
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Si  f(t)=\t2- 1|,  -2<t<2,  f(t  - 4)  = - f(t),  Graficar  f(t)  y calcular  la  serie  de  Fourier 
de  f(t). 


Demostrar  que  si  F(t)  y G(t)  son  continuas  por  tramos  en 

T 


periodo  T,  entonces  la  función  definida  por  //(/)=  — 


2 


- — < t < — y periódicas  con 
F(t-  p)G(p)dp  , también  es 


una  función  periódica. 

a)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  = eos  at,  - n £ t £ k (a  e R,  cualquiera) 


b)  Hallar  Y — — 


11  = 1 


d)  Determinar 


(n2  -a2)2 


00  2 

^(„2-a2)2 


n=I 


c)  Determinar:  ctg  (an) 

'V 

oo 

e)  Calcular  y -i- 
4/?  -1 

«=i 


Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  cuya  función  gráfica  es: 


a)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  cuya  gráfica  es: 
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b)  Aplicando  el  teorema  de  PARSEVAL  hallar  la  suma  de  la  serie  correspondiente. 

tfo- 


Si  f(t  + 2 ti)  = f(t),  V t y F(x) 


]dt . Demostrar  que:  F(x)  es  periódica 


con  periodo  271,  donde  a{ 


X j- 


x 

^ / ^n+isenw/  , . , ' 

Dado  — = y (~D  ^ -7i  < t < ti,  usando  integración  probar  que: 

n= 1 


r _ nr  V1  (-i)  c 

4 _ 12  + 

n- 1 


(-1)”  eos  nt  t 3 nt  \^(-l)n 

y que* = > 


sen  nt 


12  12 


para  - n < t < n 


Hallar  la  serie  de  Fourier  de  f(t)  representado  por  el  gráfico  adjunto: 


Sea  F:  R — » R una  función  seccionalmente  continua  con  periodo  27t  y supongamos  que 

ao  ac 

F(t)  = — + ^ ( An  eos  nt  + Bn  sen  nt)  y sea  F(t  + tt)  = ‘-y-  + ^ ( an  eos  nt  + bn  sen  nt) , 


K = 1 


probar  que:  A„  =(-l )nan,  Bn  =(-l )n  bn 

Encontrar  la  serie  de  Fourier  de  onda  de  la  figura,  por  diferenciación. 
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CAPÍTULO  XV 


15.  SERIES  DE  FOURIER  DE  FUNCIONES:  PARES, 
IMPARES,  SIMETRÍA  DE  MEDIA  ONDA,  CUARTO  DE 
ONDA  PAR  Y CUARTO  DE  ONDA  IMPAR.- 


En  el  capítulo  XIV  se  ha  estudiado  que  cualquier  función  periódica  f(t)  con  periodo  T 
que  satisface  la  condición  de  ser  continua  por  tramos  e integrable  sobre  cualquier 
intervalo  se  puede  representar  mediante  una  serie  de  Fourier. 


oc 


w=l 


( an  cosn6%/+¿>„  senwtó^O  donde  0 


2,7 

~F 


Ahora  en  este  capítulo  estudiaremos  el  efecto  de  la  simetría  de  la  forma  de  onda  y el  uso 
del  impulso  en  el  cálculo  de  las  series  de  Fourier  de  algunas  formas  ondulatorias. 


15.1.  FUNCIONES  PARES  E IMPARES.- 

Diremos  que  la  función  f : R -»  R,  es  par  si  satisface  la  condición  f(-t)  = f(t),  V t e R y es 
impar  si  satisface  la  condición  f(-t)  = - f(t),  Vte  R. 


0 


t 


Función  par 


OBSERVACIÓN.-  Observamos  que  una  función  par,  es  simétrica  respecto  del  eje 
vertical  en  el  origen,  mientras  que  una  función  impar  es 
antisimétrica  respecto  del  eje  vertical  en  el  origen. 
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15.2.  PROPIEDADES  DE  LAS  FUNCIONES  PARES  E IMPARES.- 


Si  f,  g : R — > R son  funciones  pares  entonces  f.g  es  función  par. 

Demostración 

Sea  h(t)  = f(t).g(t),  por  demostrar  que  h(t)  es  función  par 
h(-t)  = f(-t).g(-t)  = f(t).g(t)  = h(t)  por  lo  tanto 
como  h(-t)  = h(t)  entonces  f(t).g(t)  es  función  par. 

Si  f,g  : R ->  R son  funciones  impares  entonces  f.g  es  función  par. 

Demostración 

f,g  son  funciones  impares  =>  f(-t)=  -f(t)  y g(-t)  = -g(t) 
sea  h(t)  = f(t).g(t),  por  demostrar  que  h(t)  es  función  par 
h(-t)  = f(-t).g(-t)  = (-fíO).(-g(t))  = fít).g(t)  = h(t) 
como  h(-t)  = h(t)  entonces  f(t).g(t)  es  función  par 

Si  f : R — > R es  una  función  par  y g : R — > R es  una  función  impar  entonces  f.g  es  una 
función  impar. 

Demostración 

Como  f es  una  función  par,  entonces  f(-t)  = f(t)  y como  g es  una  función  impar,  entonces 
g(-t)  = -g(t). 

Sea  h(t)  = f(t).g(t)  por  demostrar  que  h(t)  es  función  impar. 
h(-t)  = fí-t).g(-t)  = f(t).(-g(t))  - -f(t).g(t)  = -h(t) 
como  h(-t)  = -h(t),  entonces  f(t).g(t)  es  función  impar 

Toda  función  f(t),  se  puede  expresar  como  la  suma  de  dos  funciones  componentes,  de  las 
cuales  la  una  es  par  y la  otra  impar. 

Demostración 

Se  conoce  que  cualquier  función  f(t)  se  puede  expresar  así: 
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m = y m + y /(-o  + y /(O  - y /(-o  = y [/(O  + /(-í)]  + y [/(O  - /(-')]  - (D 


Sean 


/,(')  = ^ [/(O + /(-*)] 

/o  (')  = y [/«)-/(-')] 


(2) 


Donde  /,  (-t ) = y [/(-*)  + /(O]  = y [/(O  + /(-O]  = /« (O 
Por  lo  tanto  fe(t)  es  función  par 

_ J 

/o  (-0 = ^ [/(-o  - m\ =-]-  [/(o  - /(-oí = -/o  (o 

por  lo  tanto  /0(0  es  función  impar,  entonces  /(O  = /*(*)  + /o  (O  > donde  fe(t)  es  la 
componente  par  y f0  ( t ) es  la  componente  impar  de  la  función  f(t). 


Ejemplo.-  La  función  / (¿)  = e 


— cosh  t + senh  t 


f(t)  = (?'  = cosh  / + senh  / 


Ejemplo.- 


Hallar  las  componente  par  e impar 
e~l , í > 0 


/(0  = 


0 , t <0 


de  la  función  definida  por 


Solución 
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/(')  = 


le",  t > O 

} O , í<0 


=:> 


n-t)= 


, O , f >0 

\e'  , t<0 


= + /(-/)]  = 


je''  ; í >0 

-e'  ; r < O 
2 


/o(0  = ^[/(0-/(-0] 


; t > O 
; / <0 


Luego  las  componentes  par  e impar  de  la  función  fi(t)  son  /t,  (O  y / 0 ( r ) que  se  muestran 
en  la  figura. 


© Si  la  función  f : R ->  R,  es  par,  entonces  se  cumple:  j*  f(t)dt  = 2 /(*)<* 

Solución 

Aplicando  la  propiedad  de  integral  definida:  j*  f(t)dt-  f(t)dt  ...  (1) 

haciendo  t = -x,  en  la  primera  integral 


|°  / (t)dt  = jf  f(-x)(-dx)  = - jf  f(-x)dx  = J f(-x)dx 


como  f(t)  es  par,  es  decir  f(-x)  = f(x),  de  donde 


f f(t)dt  = f / (-x)dx  - f f(x)dx=  f f(t)dt 

J a Jo  Jo  Jo 


...  (2) 


al  reemplazar  (2)  en  (1)  se  tiene: 
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Si  la  función  f : R R,  es  impar,  entonces  se  cumple  I f(t)dt  = 0 

J-a 

Demostración 

Aplicando  la  propiedad  de  la  integral  definida 

f mdt=  I mdt+  f mdt  = f/(í)jí+  f/(/v/í 

J-a  J-a  Jo  J()  Jo 

como  f(t)  es  impar  entonces  f(-t)  = -f(t) 
al  reemplazar  (2)  en  (1 ) se  obtiene: 


...(1) 
...  (2) 


r f(t)dt=  i nt)dt+  r fu)dt=  r n-t)dt+  r mdt=-  r f{t)dt  + r mdt = o 

J-a  J-a  Jb  Jb  Jb  Jo  Jo 

•••  J3  f(t)dt  = 0 


15.3.  SIMETRÍA  DE  MEDIA  ONDA.- 


Si  la  función  f(t)  es  periódica  con  periodo  T,  entonces  se  dice  que  la  función  f(t)  tiene 


simetría  de  media  onda  si  satisface  la  condición: 


m = -f(t+- y) 


OBSERVACIÓN.-  Mostraremos  en  la  figura  una  forma  de  onda  con  simetría  de  media 
ondas  se  debe  observar  que  la  porción  negativa  de  la  onda  es  el 
reflejo  de  la  porción  positiva  desplazado  horizontalmente  medio  periodo. 


NOTA.-  Simetría  de  media  onda  no  es  par  ni  impar. 
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TEOREMA.-  Si  una  función  negativa  f(t)  tiene  simetría 

/(0=-/<'~n 

Demostración 

Como  f(t)  tiene  simetría  de  media  onda,  entonces  se  tiene 
como  f(t)  es  periódica  con  período  T,  entonces: 

/(í-Í7-)  = /(í  + 7--y7’)  = /(/  + |) 

por  lo  tanto  de  ( 1 ) y (2)  se  tiene:  f(t)  = -f(t  - T) 

1 5.4.  SIMETRÍA  DE  CUARTO  DE  ONDA.- 

Si  la  función  periódica  f(t)  tiene  simetría  de  media  onda  y además  es  una  función  par  o 
impar,  entonces  se  dice  que  f(t)  tiene  una  simetría  de  cuarto  de  onda  par  ó impar  mediante 
los  siguientes  gráficos  mostraremos  las  formas  de  ondas  con  simetría  de  cuarto  de  onda. 


Simetría  de  cuarto  de  onda  par  Simetría  de  cuarto  de  onda  impar 

15.5.  SIMETRÍA  ESCONDIDA.- 

Con  frecuencia  la  simetría  de  una  función  periódica  no  es  evidente  debido  a la  presencia 
de  un  término  constante.  Esto  lo  ilustraremos  en  el  ejemplo  siguiente. 

Ejemplo.-  De  la  figura  mostrada,  demostrar  que  si  se  construye  una  nueva  función 

A 

sustrayendo  de  f(t)  el  término  constante  — , la  nueva  función  es  una  función 


de  media  onda.  Demostrar  que: 


- (2) 


impar. 
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La  sustracción  del  término  constante  — de  f(t),  lo  que  hace  es  desplazar  el  eje  horizontal 

A A 

hacia  arriba  en  — y resulta  la  nueva  función  g{t)  = f(t) es  una  función  impar. 


15.6.  COEFICIENTES  DE  FOURIER  DE  ONDAS  SIMETRICAS.- 


Mediante  las  propiedades  de  simetría  se  simplifica  el  cálculo  de  los  coeficientes  de 
Fourier. 


TEOREMA.-  Si  f(t)  es  una  función  par  y periódica  con  periodo  T.  Demostrar  que 

T 

Í2  _ , 2* 

+ ? al  eos  ncont , aonae  =—  i 


00  J- 

a 4 f 2 

f(t)  = — + 2_,  an  cos  ««oí  > donde  a„  = - I 

n-\ 


/(í)  eos  ncúfit  dt  y co0  = — 


Demostración 


La  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  es  : 

oc 

ao 

f(t)  - — + (a„  cos  sen  na>0t) 


«= i 


(1) 
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donde 


"■ = 7 Ía 


f(t)  eos  ncoQt  dt , hK 


T JLl 


f(t)s ennoj^t  dt , n = 1,2,3,... 


como  sen  co0nt  es  impar  y f(t)  es  par  entonces  f(t)sennú)0t  es  función  impar  (por  la 


£ 


propiedad  3 de  15.2),  luego  ; / (/)  sen  no^t  dt  - 0 , por  la  propiedad  6 de  1 5.2 


por  lo  tanto  se  tiene: 


T 
2 

b„  = 0 


...  (2) 


Como  eos nco0t  es  par  y f(t)  es  par  entonces  /(r)cos nco0t  es  par,  luego 

T T 

f (/)  eos  nco0t  dt  = 2 I * / (/)  eos  ruo^t  dt  ( por  la  propiedad  5 de  1 5.2) 


^Tf(t)cosna%t  dt  = 2 J 
2 

T T 

2 p2  4 r2 

an  =—  I ^/(/)cos>i<v  dt  =—  I /(l)cos^/  ¿í 
2 

al  reemplazar  (2)  y (3)  en  (1 ) se  obtiene: 

4 r 

/(f)  = -y  + ^a„  eos  nco^t  y =—  |2 /(/)cosw^í 


...  (3) 


Ejemplo.- 

a)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  /(/)  = t 4 -2 x2t2  ,-n£tÍKy  f(t+27t)=f(t),VteR 

Solución 

Construyendo  la  gráfica  de  la  función  f(t). 
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f(t)  es  una  función  par,  entonces  la  serie  de  Fourier  es 


T. 

. a0  2 ti  2 k , 

/(í)  = — + > a eos nt , 0*0=  — =—  = 1 
2 T 2n 


n= 1 


añ  J^2  f(t)  eos  ncúQt  dt  = — ( t 4 -2/r2/2  )cosm  dt 

integrando  sucesivamente  por  partes  se  tiene: 

2 f 4 2 2x  , 2 24zr(— 1)"  48(-l)" 

a*  =—  I (r  -2/r2r)cosw/  dt  = — ( — — ) = — 

x Jb  ^ n * 


como 


/(/)=  — + coskí , entonces:  f(t)  = — — — 48^ 

/j  = l fl=l 

x 

b)  De  la  serie  de  Fourier  de  la  parte  (a)  calcule  la  suma  de  la  serie  7 - 

i 


teorema  de  PARSEVAL. 


Solución 


* 2 * 

j yr  ( f(t ))2  dt  = ^ + i ^ (a¡  + b2n  ) por  PARSEVAL 


196 


2*  X,  4 2 L-é  „* 

i f (,«-4*V+4;rV)«//— *8+ll52Y -L 

* J)  225  n* 

*=l 


(-1)" 

eos  nt 

n4 


— aplicando  el 
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I°^=-^V+1152 
315  225 


y i «5-343  TK  = n52yi 

1575  „* 

n= 1 n=l 


1152 


VI  192  8 , , , 

— - = — — 7i  , de  donde 


n= 1 


* 

ZJ___T 
«=i 


.8 

9450 


c)  De  la  serie  de  Fourier  de  la  parte  (a),  calcular  la  suma  de  la  serie  / — 


Solución 


Itz  x— ^ (-1)"  c 

En  la  serie  de  Fourier  f(t)  = 48  > 

15  ^ 


(-1)"  eos  nt 


n=] 


Hacemos  t = ji;  -;r4  = 


(-!)"(-!)" 


15  ^ n 

n- 1 


„4  15  15 

*=l 


“17 


El  _ n 
~ñ*  ~ 90 

ffs| 


d)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  g(/)  = t(t 2 -n1)  mediante  la  función  f(t)  de 
la  parte  (a). 

Solución 

Como  f(t)  = t4 -2K2t2  =>  /'(/)- 4/3 -4;r2t , luego 


/'(/)  = 4 (f3  -7t2í)  es  continua  en  [-7C,ti],  además 


f (-x)  = / (;r)  = -n 4 ; /'  (í)  es  continua  por  tramos 
7;r4  (-1)"  cosn/ 


n= 1 


derivando 


z w , _ 48  y = 4Sy 


*=] 


n-\ 
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4 (r 


-^)=48y^- 

— - n 

n= 1 


(-1)"  sen  nt  _ 3 


=>  t 


_^=,2y<=!rj 

— rt 


(-1)"  sen  «/ 


/ 2 2 \ , (“0^  sen  HÍ 

• g(0=^2-^2)  = 12  > 

^ «3 


e)  Aplicando  el  teorema  de  P ARSE  VAL  a la  serie  de  Fourier  de  la  parte  (d)  calcular  la 


suma  de  la  serie 


Solución 


^ Ij  g2{t)dt =~r+^jy,{a"  +¿"2)  p°r  parseyai 

2 n=l 

n=l 

n~  1 

72 V L = i í*  (/6  - 2>r*í4  + jt*I^ y/f  = — — 

^Jb  105 


Z1  _ 7T 

^ " 945 

«=i 


f)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  g(t)  = — (3 14  -10 7i2t2  + 7rt"4)  mediante  la 

1 5 


función  f(t)  de  la  parte  (a). 


Solución 


A 22  ln  (-1)"  eos  nt 

La  serie  de  Fourier  de  f(t)  = t - 2n  t = 48  > , integrando 

15  Á-í  n* 

n-\ 

f (í4  -lx2t2)dt  = — ^-r-48^"1  - j f eos  nt  dt 

* n=l  K 


X 
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t5  2 In  4t 


15 


=-48y^ 

tr  * 


{-Yfsennt 


— (3í4  -\07t2t  + 7?r4 ) 
15 


= -48V<^ 


sennt 


5 


n=l 


TEOREMA  2.-  Si  f(t)  es  una  función  impar  y periódica  con  periodo  T,  demostrar  que  la 

QC 

serie  de  Fourier  de  f(t)  es  /(/)  = ^ bn  sen  nco^t , donde 


n= 1 


f(t) sen  nco^t  dt  y cúq  = 


Demostración 


2 n 


X 

La  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  es:  /(/)  = t - 7 (a n eos  no^t  + bn  sen  na>0t) ...  (\) 

n=] 


donde 


f(t)  eos  no^t  di  y b, 


i 

} = 2 p 
" t Li 


f(t)  sen  rtoj^t  dt 


como  f(t)  es  impar  y eos  nco0t  es  par  entonces  f(t)  eos  nco0t  es  impar,  entonces 


y 

fi 


f (t)  eos  nco^t  dt  = 0 (por  la  propiedad  5 de  1 5.2) 


/ (0  eos  na^i  dt  ~y  (0)  = 0 =>  an  = 0 


...  (2) 


como  f(t)  es  impar  y sen  nco0t  es  impar  entonces  /(/)sen  ncoQt  es  par  entonces 
t T 


K=j  J /(Osen no^t  dt  = j 


f(t)  sen  ncüQÍ  dt 


..  (3) 


2 

T 


“«■f  ü 


f(t)dt  = 0 puesto  que  f(t)  es  impar  por  lo  tanto  de  (2)  y (3)  en  (1)  se  tiene  : 
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/(O  = ^ b„  sen  nco^t  donde  bn=  — P/ÍOsenna^í  dt 

n-\ 

Ejemplo.-  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  tal  que  cuyo  gráfico  es  : 


f 1 si  0 < t < a 2n  n „ „ v _ x 

/(OH  . . , . flt  + 2a)  = f(t) 

[-1  si  — a < t < 0 2a  a 

como  f(t)  es  impar  y f(t  + 2a)  = f(t)  es  periódica  entonces,  la  serie  de  Fourier  de  la  función 

X 

ÍU)  es  : /(/)  = > bn  sen , donde 

• a 

»•  i 


T 

2 f 2 ^ nnt  , 2 F nxt 

bn  =—  I /(r)sen dt  = — I sen dt 

Tyi  a a Jo  a 

2 

= - — eos  —/“  = —[(- 1)"  - 1]  = — [1  - (_!)"] 
r\K  a f o nK  nn 


= —[!-(-*)”]  = 
nn 


4 

— , si  n es  impar 
nn 

0 , si  n es  par 


^2n-l 


(2n-\);r 


4 V 

por  lo  tanto  /(/)  = “ 7 
n 


sen(2«  - 1)  — / 
a 


2n  -1 


aplicando  el  teorema  de  P ARSE  VAL  se  tiene: 
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y J r fl  (t  )dt  = ‘—  I ^ (a;  * b; ) , por  Parseval 

~2 

— f r2(()<*  = o + -V -r-í^ — =»  — 

2tf  J a 2 x~(2n  -1)  2<3  Jo  K- £mi2n-\ 

n- 1 /? = 1 

l=¿t-L  de  donde  Y-Í-LÍÍ  * • 

jz  ^ 2/?  — 1 — 1 8 

«=!  «=1 

TEOREMA  3.-  Demostrar  que  la  serie  de  Fourier  de  cualquier  función  periódica  f(t) 
que  tiene  simetría  de  media  onda,  contiene  armónicas  impares 
solamente. 

Demostración 

La  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  es  : 

«o 

f(t)  - + y (an  eos  ntüQÍ  + bn  sen  nco0t)  , donde 


-n 


I 


/ (0  eos  na>0t  dt  = — [ I r f(t) eos ncúQÍ  dt+  | " /(/)  eos  na)0t  dt ] 


f 


cambiando  t por  (/  — T)  en  la  primera  integral,  se  tiene  : 


"7[í 


1 i r 

j {t  — T)  eos  nco0  ( t — T)dt  + | f (/)  eos  nco0t  dt] 

2 2 Jo 


O) 


como  f(t)  tiene  simetría  de  media  onda,  entonces  se  tiene  : 


/ (0  ~ fU  - — T)  y como  sen  nn  = 0,  enton 


- n 


-f  (0[cos  noj0t.  eos  nn  + sen  nn.  s 


f(t)  eos  nco^t  dt] 
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i ¡ 

i*  (1  -[-I]"  )/(<) eos  n(o0t  dt  = 2(1  j **  ) í!  fU) eos ntOat  dt 


para  n par 


f(t)  eos  ncúQt  dt , n impar 


, en  forma  similar  se  demuestra  que: 


K =• 


H’ 


, para  n par 


f(t)sennco0t  dt , para  « impar 


TEOREMA  4.-  Demostrar  que  la  serie  de  Fourier  de  cualquier  función  periódica  f(t) 
que  tiene  simetría  de  cuarto  de  onda  par,  consta  solamente  de  armónicos 
impares  de  términos  el  coseno,  es  decir: 

30  r 

/(¿)==  ^a2fi-i  cos[(2H-l)ftfr/]  del  a2n^  = — y f(t) cos(2n -\)o^t  dt 


«=i 


Demostración 


OC 

La  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  se  tiene:  f(t)  = ^ ( an  eos  nco^t  + bn  sen  nco^t) 

n- 1 

como  f(t)  tiene  simetría  de  cuarto  de  onda  por  f(t)  = f(-t)  y /(/  + — T)  = —f(t)  y del 
teorema  2 y 3 se  tiene  : 

bm  =0 


1*2*  =° 


, para  todos  los  valores  de  n incluyendo  a0 


a2"-'  T Í 


/ (r)  cos[(2n  - \)ü)Qt]dt 


r t 

= y[  J"  f(t)cos(2n-\)cúQt  dt  + f(t)cos{2n-\)co^t  dt] 


cambiando  la  variable  t por  (t  + — T)  en  la  segunda  integral 
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f(t)cos(2n-X)(úQt  dt  + 


J /<,+í 


T)cos[(2n-\)ea0(t  + -T)]dt 


aplicando  la  propiedad  f(t)  = —/(*  + — T) , se  tiene  : 


£ 


f(t)cos(2n~\)co0t  dt  + \T  f(t)cos(2n-\)co0t  dt ] 


■í'i 


— [ | T fU)cos(2n  -l)ú)0t  dt  + I f(t)cos(2n  -\)coQt  di] 


r 


4 fí  8 fí 

= — I r /(0cos(2;i-1)¿j%/  dt  = — J /(i)  cos( 2/i-l)ay  dt 


TEOREMA  5.-  Demostrar  que  la  serie  de  Fourier  de  cualquier  función  periódica  f(t) 
que  tiene  simetría  de  cuarto  de  onda  impar,  consta  de  armónicos 
impares  de  términos  del  seno  solamente,  es  decir  : 


* ' 
f(t)  = ^ *2„_]  sen(2w  - 1 )(O0t  y ¿2n_,  = — f 4 /(í)  sen(2«  - 


\)co^t  dt 


Demostración 


ac 

ao  V””1 

Como  /(/)  = — + (an  eos  ncóQt  + bn  sen  nco0t) 


n=l 


f(t)  tiene  simetría  de  cuarto  de  onda  impar  entonces  f(-t)  = -f(t)  y f{t  + — ■ T)  = -f(t ) 


I an  = 0 

y de  los  teoremas  2 y 3 se  tiene:  < * , para  todos  los  valores  de  n incluyendo  a0 

1*2  n =0 
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^2n-\ 


4 

7* 


T 


f 

T 

f 


/(í)sen(2/7 -l)cu0r  dt , por  el  mismo  criterio  del  teorema  (4)  se  tiene  : 

/“(f)  sen(2  — dt 


Ejemplo.-  Encontrar  la  serie  de  Fourier  de  la  onda  cuadrada  que  se  muestra  en  la  figura 


La  función  f(t)  tiene  simetría  de  cuarto  de  onda  impar  entones 

ao  2 2 

f(t)  = / sen[(2«  - 1 )co0t] , ^ — 

T 2a  a 

n~\ 

T a 

b2n_]  =—  P f(t)sen(2n-\)co0tdt  = — i sen(2n-l)  — tdt 
T Jo  2a  Jo  a 

A acos(2n  -\)  — . 

= í( íL)/2= — i 

a 7t(2n-\)  • o (2n-\)n 

4 » sen[(2n-l)-í] 

f{t)  = — / — , si  aplicamos  el  teorema  de  Parseval 

n 2 n - 1 

«= i 


_L_ 

2a 


£/; «£ 

n= 1 


16 

^r2  (2n  — l)2 


-7Z 


1 


(2/i-D* 


de  donde 


1 


n= 1 


(2«-ir 


/r' 

T 
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15.7.  EXPANSIONES  DE  MEDIO  RANGO.- 


Sea  f(t)  una  función  periódica  con  periodo  T = 2£  y f(-t)  = f(t),  V t e R,  entonces 


GC 

I 

n =1 


2 n 

an  eos  ncc^t , donde  cüq  = — 


n 

7 


= + eos (njt)dt  ...  (1) 

n~\ 


r 

donde  an  =—  I /(/)cos(w  — =>  an=—  I /(í)cos(—  t)dt  ...(2) 

J S i 


Si  fl[-t)  = -ftt)  entonces 


/(/):=  y bn  sen(— 0 

n=i 


(3) 


b„  =y  í f(t)sen(~~t)dt 


...  (4) 


de  acuerdo  a las  expresiones  (2)  y (4)  solo  se  necesita  que  la  función  f(t)  esté  definida  en 
el  intervalo  finito  [0,f],  entonces  la  serie  (1)  y (3)  representan  ambas  una  misma  función 

f(t)  dada  en  el  intervalo  [0,f|  y fuera  de  este  intervalo  la  serie  (1)  representa  la  extensión 
periódica  par,  con  T = 2í\  la  serie  (3)  representara  la  extensión  periódica  con  T = 2¿,  y las 
series  (1)  y (3)  se  denomina  “Expansión  De  medio  Rango”  de  la  función  dada  f(t). 


Ejemplo.-  Hallar  la  serie  de  medio  rango 
de  f(t)  tal  que  cuya  gráfica  es  : 


Solución 


La  función  f(t)  cuya  gráfica  es  dada,  tiene  por  regla  de  correspondencia. 
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m = 


t , 0 <.t<a 
2a  -t  , a < t <2a 


Extensión  periódicamente  impar  y f(t  + 4a)  = í(t),  T = 4a 


y/f*T  / 

bn  sen( — — ) , donde 

*=] 


, 4 n ./  x ,n7rt,, 

K = y I /(Osení-^— )dt 


2a 


= - (“  f(t)seaA)dt 
a Jb  2 a 


= “[  f t sen(^^-)dt  + P (2a-/)sen(—  t)dt] 
a Jb  la  Jb  2 a 


f nn  2 at  ,nnt  4 a2  nnt  /c 

i sen(—  t )dt  = [ cos(— — ) + “j — r sen(-^— )]  / 


2a 


«;r  2a  nn 


2a  * o 


2a¿  nn  4 a nn 

eos h— — rsen  — 

nn  2 n2n2  2 


r 


nn  , , 4a2  , 1XW  4a2  nn  4a(-l)" 


(2 a-t)sen{ — t)dt  (-1)”  + eos—  + 

2a  nn  nn  2 nn 


(1) 


...  (2) 


2a2  nn 

eos h 

nn  2 


4a¿ 


nn 

-——sen  — 

«V  2 


(3) 


ahora  reemplazando  (2)  y (3)  en  (1)  se  tiene: 
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, 1 _ 2a2  nn  4 a1  nn  4 a1  , ,v*»  4a2  nn 

bn  =— [ eos — + — — -sen (-1)“  + eos 

a nn  2 n n%  2 nn  nn  nn 


4ai-\)  2 a~  nn  4a~  nn n 

-i- eos  — + — — -sen — ] 

nn  nn  2 n¿nl  2 


18  nn 

= -(— Tsen— ) = 
a n n~  2 n2n2 


8 a nn x 

sen(— ) 


Sí 


n = 1 , sen  — - 1 
2 

n~  2 , sen  n = 0 

i 3* 
n - 3 , sen — = -1 

2 

n - 4 , sen  2^  = 0 
h = 5 , sen — = 1 


^ ‘ / i\n 

sen — ~ (-1) 

2 

b2n  = 0 , 5/  w = 1,2,3, 

u — ( 1\«-1  8 <3 

1 “ (“1)  ~ r 
n~n“ 


fj  — 1 

= — — -sen(2n-l)—  (serie  en  seno) 

^(2«-l)2  2a 

n-^1 


Extensión  periódicamente  par,  y su  serie  de  Fourier  es  : 


ao 

/(o = + y,*  c°s(^~7> 1 d°nde: 

/7  = 1 


= y /(/)<// *^  J £l  </f  + (2a-/)í/í)  =^-[^-  + ^-)  = a 
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a 


n 


^ F f(t)cos(~¿)^ 

T Jb  2a 


a 


f(t)  cos( )dt 


■:[f 


,nn  . , 
t cos( — t)dt  + 
2 a 


r< 


x , nn  v , _ 
(2a  -í)cos( — 

2a 


...(1) 


í 


nn  . 2 a2  nn  4 a2  nn  4 a1 

t cos( — t)dt  = sen  — + — — -eos - — - 

2 a nn  2 rrnr  2 rv  tt 


(2) 


J*lu 

| (2a—t)cos(—t)clt 

L 2a 


19  9 

4a“cosa;r  2a“  a;r  4a“  nn 

— sen  — + — r— r-  eos  — 

n“n~  nn  ¿ n"  n~  2 


...  (3) 


reemplazando  (2)  y (3)  en  ( 1 ) se  tiene: 


a 


n 


* 2 2 

1 r2a'  nn  4 a nn  4 a 

-[ sen  — + -7-rcos- — 

a nn  l n~n~  2 n~n~ 


4 a eos  nn 


la1  nn 

sen  — 

nn  2 


4a “ 


nn 

27TC0SY' 


n n 


\_ 

a 


nn 

eos 

2 


4a 

n2n2 


8 a nn  2 «tt 

(1  + cos;;;r)J  = ■ --  — [eos eos 

n~n~  2 2 


8a  . nn  ? nn  ^ 
«,=— ( coS  — -eos  — ) 


1 5.8.  FUNCION  IMPULSO  UNITARIO  (DELTA  DE  DIRAC).- 


La  función  impulso  unitario  5(t),  conocido  también  como  función  Delta  de  Dirac,  puede 
definirse  de  varias  maneras,  generalmente  se  expresa  mediante  la  relación. 


1 

, SÍ  I t\<£ 

28 

0 , SÍ  1 1 € 


S(t)  = lim^f(0 


y la  función  5(t)  queda  expresada  por  : 
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ÍSAt)dt=  f SAt)dt  = — f / =—  (£  + £)  = ] 

x 


15.9.  ESPACIO  DE  LAS  FUNCIONES  DE  PRUEBA  C°„ 


Una  función  de  prueba  es  una  función 
infinitamente  diferenciable  que  se  anula 
fuera  de  algún  intervalo  finito  abierto 
<a,b>;  es  decir,  una  función  de  prueba 
es  una  función  continua  que  se  anula 
fuera  de  algún  intervalo  finito. 


15.10.  EL  CONJUNTO  DE  LAS  FUNCIONES  LINEALES.- 

Al  conjunto  de  las  funciones  lineales  denotaremos  por: 
D = {T  : c0  — > R c C / T es  una  funcional  lineal} . 


Luego  la  función  8(t)  se  definirá  por  la  relación 


S(t)  = 


0 , si  í * 0 

oo  , si  t = 0 


y además 


j>**£ 

£ s(t)<Kt)dt=m 


...  o) 


d(t)dt  = 1 ...  (2) 


(3) 
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15.11.  PROPIEDADES.- 


® £ S(t-t„)<f>U)dt  = 

En  efecto:  J*  S(t  - 10  )</>(t )dt  = J /(z)0(/o  + z)dz  = </>(t0  + z)  _=0  = 0(ío ) , (t-t0=z) 
Esto  es  por  la  función  de  prueba 


© r 


S(at)0(t)dt  = — ^(0) , VaeR,  a*0 
\a\ 


dz 


En  efecto:  at  = z =>  dt-—  . Sí  a > 0 y -oo  < t < oo  =>  -oo  < at  < qo 

a 


P S(at)<p(t)dt  = - T d(z)<p{-)dz  = -4 K- 
J-x  a J_*  a a a 


Sí  a < 0 y -oo  < t < oo  =>  -oc  < at  < oo 


...  (a) 


:=0 


f 5{at)4,(t)dt=  f ¿(z)0(-)—  = - f S(z)iK-)— 

JL«  JL  a a J_x  a a a 

Luego  de  (a)  y ((3)  se  tiene:  j S(at)<fi(t)dt  = — 0(0) 

Le  |0  I 


...  (P) 


®r  I / * u ^ íq  ty 

Si  g(t)  es  continua  en  <ijb>,  entonces:  I S(t  -/0  )£(/ = í * 

J,  0 . fuera  de  < a,b  > 

{g(t)  , a < t <b 

0 , fuera  de  < a,b  > 

=■  f ó(í -t0)g(t)dt  por  lo  tanto  0UO)  = 


fg(/0) . a<ío 


es  decir:  0(fo)  = 


g(f0)  • a < Iq  <b 
0 , fuera  de  < a.h  > 


I 
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(V)  Si  a < b.  Demostrar  que  : J S(í  -t0)dt  = j ^ ’ 


para  a <t0  <b 
para  b <t0  < a 


En  efecto  : Haremos  la  interpretación  de  la  expansión,  para  esto  seleccionaremos  la 

1 , para  a <t  <b 


función  de  prueba  <()(t)  tal  que  <¡){t ) = 


De  la  propiedad  ( 1 ) se  tiene  : 


0 , para  b<t  < a 


| - 10 )dt  = £ <nr  - /„  = <í(r„ ) = | ^ ’ 


para  a <t0  < b 
para  b < /0  < a 


(T)  Sí  f(t).8(t)  = f(0).5(t),  donde  f(t)  es  una  función  continua  en  t = 0,  Demostrar  que 


1 


a)  S(at)  = —S(í) 

\a\ 


b)  8(-t)  = 5(t) 

En  efecto  : como  f(t)  es  una  función  continua,  entonces 


J [ms(t)]mdi  = | 


s(t)umu)}dt = m.m 


= /(  0) 


f 


s(D.mdt  = 


í 


puesto  que  <¡>(t)  es  una  función  de  prueba  arbitraria,  se  concluye  que  f(t).5(t)  - f(0).5(t) 
ahora  la  propiedad  se  tiene  : 

f S(at)mdt^~m  = ~ f d(t)Mt)dí  = f ~S(í)mdt 
J , | a | I a I ^ JU I a \ 


<i(al)  = — ¿>U) 

I ü I 


haciendo  a = -l  se  tiene:  S(~t)  = 


1 


S{t)  ~ S(í ) , por  lo  tanto  8(t)  es  una  función  par 
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Ejemplo.- 


(T)  Evaluar  I S(í-  5)e4t  eos (^t)dt 


I 


Solución 


(t-  5)e4t  eos (^-t)dt  = 0(5)  donde  J(r)  = e4t  cos(-^7) 


por  lo  tanto  0(5)  = 2 20  eos nn  = e20(-l)" 


£ 


S(t-  5)e4t  cos(—  t)dt  = e20(-l)w 


© f S{t  - 1 Q)e~'dt 


Solución 


f- 


10)e  ' dt  - 0 puesto  que  t0  = 10  g<  2,8  > 


(T)  j*¿>(¿-7)<?  rdt  = (f>( 7)  donde  (p(t)-e  ' =e 


i 5. 12.  DERIVADAS  DE  LA  FUNCION  8.- 


DEFINICIÓN.-  La  derivada  ¿'(/)  de  la  función  5(t)  está  definida  por  la  integral: 


\t)S{t)dt  - - I S{t)(!>Xt)dt  = -<¡>X 0)  donde  = <¿'(0)  = 


J SXt)5(t)dt  = -[ 


dt 


dt 


i-il 


calculando  la  n - ésima  derivada  de  la  función  5(t) 

= - | S\t)<p\t)dt=  ( ó(t).4>”(t)dt  = r( 0) 


^ s\t)mdt=-^  sxoé'fodt=  j 
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j"  S"V)<t>(t)d‘  = -[  S\t)<t>\t)dt=  j"  SXt)<j>"(t)dt  = -^  ó(t)f\t)dl~-f,(0) 


«>•'  <*/)<//  = (-l)V"’(0) 


f 

Ejemplo.-  Evaluar  f <$*"*(*  X — ^ 

J-x  a~t¿  — b~ 


)dt 


í. 


■>"‘(001  ;></,•  =|-l)'V<n‘(0) 


Solución 


<p(i)  = — 


I 


A B 

- + - 


a:t2  -b2  (at-b)(at  + b)  at-b  at+b 


A y 1 1 

A = lim = — 

,..b  at  + b 2b 


B = lim 


1 1 


, . b at-b  2b 
a 


i i 
éU)  — ( 


1 + -U  ' 


1 


2b  at-b  at  + b 2b  at-b  at  + b 


derivando 


0V)  = ¿[( r)-( ^-j)] 

2b  (at-bY  ( at  + b)" 


derivando 


I , 1.2a 

f 


1.2a 


2b  ( at-by  (at+b) 


-) 


derivando 


1 -1.2.3.a3  v -1.2.3.a3 

#*X0-  — íi t-)-( 

2b  (at-b)4  (at  + b) 


„ 1 r 1.2.3.4.a4 . 1.2.3.4.a4, 

4>  (í)=—  [( 


2b  (at-b)5  (at  + b)5 


derivando 

V 

derivando 


1 (-1)"1.2.3..jiü"  (-1)”  (1-2.3. ..n)a'’ 

* = — TTT^rn 1 


2b  (at-b) 


(at  + b) 
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a " . , „ = J_ , HW  _ HUíLíl, 

2b\at-bf^  ( at  + b)n+l 


_ ' f HW  1 f /li-fl"  HVW, 

26 1 (-¿)"+1  b"+l  2bl  bn+]  bn+l 


IV 


n'.xi 

2 b" 


7[-i-(-in  = ^r[(-i)"+1-i] 

2b 


. £ 


2b 


15.13.  PROPIEDADES  DE  LAS  DERIVADAS  DE  LA  FUNCION  5. 


Demostrar  que  la  expresión  | f'(/)^(0^í  = -|  f U)<t>\t)dt 

J-x  J-x 


Demostración 


La  integral 


f \t)<p{t  )clt , integramos  por  partes: 


z/  = 0(/) 
dv  = f\i)dt 


| = (¡>\t)dt 

]v  = /(í) 


f rwmdi = /(o^o)/  - J famodí 


se  conoce  que  la  función  de  prueba  <J>(t)  es  tal  que  se  anula  fuera  de  algún  intervalo,  es 
decir,  es  cero  en  t = ±ac 


f\t)(j>(t)dt 


mu 

I fumodt 


Si  f(t)  es  una  función  continua  y diferenciable,  Demostrar  la  regla  del  producto. 


Demostración 


Aplicando  la  propiedad  (1)  se  tiene: 
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f [fuysmmdt = - f 

J-x  J-x 


¿(0[(/('¥(0)'-/'0¥W]<* 


=-r 


¿W.[/(').¿(03'<*  + I ¿(0-[/ ’('¥(*)]<* 

•Í-GC  «L» 


= f s\t)[f(t)m¥t+ 

J-x. 


[¿(0./’(0¥(0<*  = 


£ 


[¿  '(0-/(0  + í(0-/ttM0* 


[/(/vy(or=/(Oí,(o+í(o/,(o 

Demostrar  que:  f(t)S'{t)  = /(0¥’(f)-/'(0).£(f) 

Demostración 

Por  la  propiedad  (2)  se  tiene  : f(t)ó'(t)  = [f(t)<5(t)]'-f(t)S(t)  ...  (a) 

y la  propiedad  (5)  de  (15.1 1)  se  tiene  : 
f(0).5(t)  = f(0).8(t) 

/’(/¥(/)  = /*(0¥(t) 

\ms(!)]'=ms'v) 


sustituyendo  en  (a)  se  obtiene  : f(t)S'(t)  = f(Q)8'(t)-f'(Q¡)8(t) 

Demostrar  que  la  función  8 es  la  derivada  de  la  función  |i(t),  la  cual  está  definida  por  la 


expresión  : 


£ ] 


fj{t)(f>Xt)dt  = J <j>{t)dt 

Demostración 

c— 

De  la  primera  propiedad  se  tiene  : 


r n\t)5(t)dt 

J*x 


= - f = -TVi 


»{t)P(t)dt 

puesto  que  <t>(*) = 0.  Entonces 


<t>\t)dt=-\<t>{a)-m\=m 


r xui««i<a  = r ,)«)í«i)<í< 


dt 
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15.14.  FUNCIÓN  ESCALONADA  UNITARIA,- 

La  función  generalizada  (o  función  simbólica)  p(t)  se  conoce  como  la  función  unitaria  de 
Heeviside  ó función  escalonada  unitaria  y es  definida  por  : 


0 , para  í<0 

1 , para  t > 0 


La  función  p(t)  no  está  definida  para  t = 0 

Observemos  que  la  derivada  p(t)  vale  cero  cuando  t < 0,  y cuando  t > 0 vale  : 


PROBLEMA.-  Si  f(t)  es  una  función  continua  por  tramos  con  discontinuidad  súbitas 
ai,a2v»  en  h * h como  en  Ia  figura  y la  función  f'(t)  está  definida  en  todas  partes 
excepto  estas  discontinuidades  de  numero  finito  encontrar  la  derivada  generalizada  de  f(t) 


Si  at  > 0 , entonces  los  impulsos  son  hacia  arriba 
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Si  a,  < 0 , entonces  los  impulsos  son  hacia  abajo 

«,  = KO-fC ) = lim  /(O  - lim  /(O 

'->'o  '"MÍ! 


¿o  ♦ g 


*(t) 


S(t  - t0) 


consideremos  la  función  g(Q  = /(/)-  y akju(t-tk)  ^ 


donde  /^(/  - ) - 


1 , para  / > tk 
0 , para  t < tk 


obviamente  la  función  g(t)  es  continua  en  todas  partes  y su  derivada  es  igual  a /’(/) 

excepto  en  un  número  finito  de  puntos  donde  g\t)~  f\t)~^akS(t-tk ) ...(*) 

k 

OBSERVACIÓN.-  Una  función  periódica  se  dice  que  tiene  simetría  escondida; 
cuando  la  simetría  no  es  evidente  por  ejemplo. 


Simetría  impar 
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Sí  A = 1 , entonces 


g{i)=fu)-- 


•x 

g(t)  es  impar,  entonces  g(t)  - , sen (nco0t)  , donde 

4 r2  ii 

bn=—  I g(í)sen(«w0/)^  , donde  g(t)  = ~— 1 + -,  0<t<T 


entonces 


4 H 1 1 

b — — I ( / -i — )se; 

" Ti  7 2 


x . 1 2 K 

— ) sen( n ú)0t)dt  = — , cüq  = — 
tlK  7 


...  (a) 


1 i 

entonces  g(t)  = — / — sen(//w0/) 
n n 

n = i 


x 

1 1 1 

f(t)  - — + _ y —(sen  nco^t) , derivando  en  el  sentido  de  funciones  generalizadas 
2 k n 

nA 


X x 

"\t)  = — ^T^(o0  eos(/)^f)  = — ^cos(ftay) 

H=1  »=1 
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es  decir:  /’(/)  = — ^ cos(rt&y)  ...  (P) 

n= 1 

X X 

g(*)  = /(*)-^(-l)a*t/(í-nn  , entonces  g’(0  = /'(/)-  ^ S(t-nT) 

n=~oc  /!=-<* 

30  30 

/,(í)  = g,(0+^^(/-«7’)  =>  /'(/)  = -y  + ^^(í-«n  ...(y) 

n=-ao  /?— — x 

x x 

de  (y)  y (P)  se  tiene  que:  -^7+  £(? -nT)  = eos(;?ftfr/) 

11=  -X  W=1 

I í 

a esta  función  denotaremos  por  : ST(t)  = ^ S(t-nT)  = y + cos(KftJ0/) 


»=i 

S.T.F. 


es  decir  ST(t)  - j S(t  - nT)  se  denomina  el  “Tren  Periódico  de  Impulso  Unitario” 


a 

1 l 

k 

5(t) 

i < 

k 

S(t  + 21) 

5(t  + T) 

5(t  - T) 

5(t  - 2T) 

ft- 

OBSERVACIÓN.-  Deducir  la  serie  de  Fourier  de  ST  (?) 

ac 

(l 

Sea  ST(t)  = — + y [a„  cos(«fty)  + ¿>„  sen(/u^j/)] 


»= i 

r t 


■y  r2  2 f5  2 2 

donde  a,  = - I ST(t)dt  = j I <>(/)<*  = - es  decir  a0  = — 


i £ 


T I . , 

a„  = y j^.Ar(/)cos(«6%/)rf/  = ^ = ^(cosH«y)|í=0  =- 
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•7  Si 


óT(t)sn(nú)0t)c/t 


=-P 

T JLl 


sen  (nco0t)dt  = -^-sen(n&>[)í)|,_0  = 0 


¿Y™** 

n=\ 


15.15.  EVALUACIÓN  DE  LOS  COEFICIENTES  DE  FOURIER  POR 
DIFERENCIACIÓN.-  


Para  facilitar  él  cálculo  de  los  coeficientes  de  la  serie  de  Founer  para  ciertas  funciones,  se 
usa  la  función  8 junto  con  la  diferenciación. 

Ejemplo.-  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  = | t |,  -3  < t < 3 (periódica) 
usando  la  serie  de  Fourier  del  tren  periódico  de  impulsos  unitarios. 

Solución 


/(0=l'l  = 


0 £ / < 3 
-3  < / < 0 
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f"(t)  = 0 


f V)  = S6(t)  = 2^S(t-6n)-2^S^~  3(2 n 


-D) 


a0 

= 2[^S(t-6n)- 

n=— x 


x 

S 

n =— oc. 


ó((+3)-6n))] 


^1  2 ,/f/r  v 

= 2[— + — / cos( — /) 
6 6 J 

*=] 


X 

---y 

ó 6 i— ^ 


cos(~-(t  +3))] 


(-ircosA))=iY  [í-t-irjco^/) 

3 3 í 

«=i 


Entonces  : 


«=i 


Como  la  función  f(t)  = 1 1 1 es  par,  entonces  : 

X 

/(0  = y + y gB  eos Q , -3  < t < 3 
«=! 


„ A7^a„  /17T 

/1,(0  = 2^( ^)sen(y/) 

«=i 


2 2 

x rt  a 


-)cos  (-~0 


entonces 


2 2 

n n a„ 


9 


9 
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6(1 -(-1)")  , 

an  = — ; . Luego: 

K'n 


=1  /3=3 
6 J,  3 / o 


a2  „=0,  V/j  = 1,2,... 
12 

1 -)  > 

;t2(2h-1)2 


/(í)  = yy\— — — — 7Cos(2n  - 1)^ 

2 ¿ /T" (2/7  - 1)'  3 


M-l 


ahora  hallamos  la  serie  de  Fourier  de  f(t)  = | t |,  -3  < t < 3 mediante  diferenciación  o 
impulsos  unitarios. 


/”(/)  = 2rf(/)-2tf(r  -3) 


2 y 

}+e  t<3  + c o -3<t<3  pero  / V)=  ^ (-  — )cos(^/) 

«=1 

- — --  f [2¿»'(í)-2íÍ(/  - 3)]cos(^%* 

9 6 JL3  3 

,I[2  f fo>cc.—*-2  f í(,-3)co.íf¿i1 

9 3 J-3  3 J 3 


= - 2 eos 

3 3 


-2cos— | ] =i[2-2(-in  = |(l-(-l)") 

i-0  ^ l/=3  ^ ^ 


i i A . 

2,f  , -12 
r(i  ( 0 ) =*  _ n: 

3 n (2m  — 1) 


9 
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15.16.  EJERCICIOS  DESARROLLADOS.- 


Q Encontrar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  que  se  muestra  en  la  figura 


La  regla  de  correspondencia  de  la  gráfica  mostrada  es  : 
f(t)  = t,  OStS  1,  f(t  ■+■  l)  = f(t),  Vt  e R,  T = 1 
como  f(t)  es  una  función  impar  entonces  aQ  = an  =0 
Luego  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  es  : 

X 

Z2n 

bn  sen(/7tó^/) , donde  = — = 2 n 

«=i 

i i 

bn  = ^ f(t)$en(2n7rt)cit  - 2 J t sen  2n nt  cit 


í sen( 27rnt)dt , integrando  por  partes 


dv  = sen  2/T 


ni  di 


du  - 


, Ar  tcos27rnt  ser\2xnt,  ¡i  . (-1) 

¿»=4£ ~ , 2 i"l/  ,=4 

2 


(-0 


H+l 


2 7tn 


4 nl 


Ann 


Kn 


/U) 


1 (-l)"*1  sen  Ijznt 

x n 

n=\ 


di 

eos  2xnt 
2 7t  n 
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Encontrar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  definida  por  f(t)  = |t'  para  t 6 
y f(t  + 2n)  - f(t) 

Solución 


Se  observa  que  f(t)  es  par  y T = 27i, 


Como  f(t)  es  par  entonces  bn  - 0 

Luego  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  es: 


/"(/)  = — +N  a.  cosrtJhwr,  donde: 
2 

«=i 


t dt  - K 


dis  -71 


-7Í 


/ (t)  eos  noj^í  di 


■il 


. 2 /sen w/  1 /T  2-l+(-l)". 

i eos  nt  dt  = — ( + — eos/?/)/  = — [ ^ ] 

7i  n n~  / o 7i  n“ 


a„  = 


— — . si  n es  impar 
ir??  por  lo  tanto  a2f¡_ , 

0 . si  //  es  par 


-4 


(2« -ir* 


/'</)=- — 


7T  4 COS(  2/7  - 1 )/ 


jz  4 

2 7T 


(2/i-i)“ 


T T 


Sea  f(t)  una  función  periódica  con  periodo  T definida  en  <-—•—  >.  cuya  serie  de 

t 

Fourier  es  : — + eos  na^t  + b,,  sen  ruo{)t) , con=-^-,  si  fe(t)  y f0(t)  son 

H=i 

los  componentes  par  e impar  de  f(t),  demostrar  que  las  series  de  Fourier  de  fe(t)  y /„  (/) 

x r. 

son  respectivamente  feU)  = -^-  + ^^an  cosna^t  ; /0(/)  = ^ hn  sen nf%t 


Solución 
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Sabemos  que: 


/(O  = /,(/)  + /„(') 

/(-*>  = /•(/)-  /o  (O 


Luego  se  tiene:  fe(t)  = -[/(O  +/(-')] 


y 

ti 

f(t)  = ~+  / eos nco^t  + b,,  sen nco^t) 


• •(I) 

...(2) 

t 

...  O) 


»=i 


...  (4) 


-n-A.Y 


/<-« 


(a„  cos/ny0f  - sen  nco^t) 


n=\ 


ahora  reemplazamos  (4)  en  (3)  obteniéndose 

X X 

fe(t)  = ~1~+  cosncúQt  + bn  sen  rui>0t)  + eos - bn  sen  z/r^/)] 


n=l 


-V2]>  cos""Vl 


•••  /f(/)  = y + ^«„ 


/!  = ] 


además  de  ( 1)  y (2)  se  tiene  : f0 (/)  - 


eos  nfü^t 


...  (5) 


ahora  reemplazando  (4)  en  (5)  se  tiene  : 

x X 

/o(0  - ^ ^ ( r/„  cosn^/  + bn  sen  «¿y0/)  - — - eos  nco^t  -bn  sen  nú)Qí)\ 

n= ] n- 1 

x QP 

'■  /0(O  = yfe„sen^ 


= —[0  + 2^^  Z>„  sen 


«=l 


® Utilizar  el  resultado  del  ejercicio  (3)  para  encontrar  la  expansión  en  serie  de  Fourier  de 
cada  una  de  las  siguientes  funciones  definidas  en  <-7i,n>  con  periodo  2n 


a)  f(t)  = cosh  t 


b)  f(t)  = senh  t 


Solución 
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T 


£ 


o„=-  I \f(t  )cos  natf  dt 


* J .T 


cosh/.cosfi/  í// 


i r<?'v<r' 


* y„ 


eos  nt  dt 


-tí/”" 


)cos  nt  dt 


1 re*  eos  nt  + e' n sen  nt  e Sisen  nt -e  1 eos  nt 

= — [- — ; J — 

¿n  1 + /r  1 + n 


/: 


1 -e  Ticos/?/  2(-l)"  senh/T 

~ T 1 " ■>  J * ~ v 

2,t  l + /7~  ,7(1  + /?') 

...  2senh;rrl  V"'' (-1)”  cos/7/ 

m = 1-  + > — ; — — i 

K 2 1 + /?“ 

»=1 


i/r 


f(t)  = senh  t ; T = 2¿i,  - = 1 


Como  f(t)  = senh  t es  impar  entonces  a()  =an  =0 


X X 

/(*)=  sen  /?r/j()/  = ^ sen  nt , donde 


#i=i 


#»=i 
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bn~—  | f(t)sen  nt  dt  = — T 

" Til'' 


senhf.  sen  nt  dt 


1 r*1-*"  ^ 

« — I sen  nt  dt 

* y*  2 


= - f (e'-e- 
* J-T 


) sen  ni  dt 


I re'(sen/j/-/7C0sn/)  + e 1 (sen  nt  + n eos  nt)  ¡ ¡" 

~ * v o 


1 -e*n(-Yf  | _±_  | e~*n.(- 1)" 1_ 

n 1 + n2  1 +n2  1 + n2  1 +n2 

-2(-l )"«  e*  2(-l)"*l/;senh;r 

n(\  + n2)  2 /r(l  + n2) 


2 XH  (-l)"+l/i 


f(t)  = — / — senh;r. 

n 1 + n~ 


sen/ir 


® Partiendo  de  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  = eos  at,  a e R,  - k £ t £ rc,  calcular  la 
suma  de  la  serie  V ‘ 

1 

w— — <x  n + — 

Solución 

f(-t)  = cos(-at)  = eos  at  = f(t),  V t € R,  entonces  f(t)  es  par  y periódica,  entonces 

£ 

Qf\ 

bn  - 0 , luego  su  serie  de  Fourier  es  : f(t)  = — + > a n eos  nt,  donde 

n=\ 

r 

2 (*2  1 f , 1 sena/  /* 

«o  =—  I _/(/)<*■=—  I cosa  / dt  = / 

T J-I  n y„  7i  a I 


senara  sen(-a;r)  2 sen  a;r 


a;r  a;r 


a;r 


2 

r 


> 1 -y  *7 

<j„  = — | f(t)  eos  nú)Qt  dt  - — j cosa  t. eos  nt  dt  =—  cosatxosnt  dt 
t j 7t  ti  j, 


-±f 

* J) 


cos(a  + w)/  + cos(a  - a?)/  1 sen(«  + /í)/  sen(<z-rt)r 


-<*  =-r 


;r  a + n 


\(a-n)t  i* 
a -n  i c 
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n 


2a(-l)"  sena;r 


a 


J = 


2 a (-1)"  sena;r 

T 2 

n a“-n 


eos nt , de  donde 


n= 1 


COS 


sena;r  2a  (-l)"sena;r 
at  = + > ; ; — 


na 


«= i 


a'  -n~ 


senanA  ^ V'  (-lf 

eos  nt  = [ 2a  ? — 

¿r  a ^n--a 

n= i 


eos  a;r 


n a n~  -a' 

/»=i 


ctga^  = — [— -2a\  ' -y- — 7]  =>  n(ctgan 

n a ^ n - -a~ 

/i=i 


~L)-y 


''  -2a 


^a  a—  n~  -a~ 

n~\ 


2a  -2a  1 1 

n2  -a2  (n-a)(n  + a)  n + a n-a 


z 

n=l 


-2a 


? *> 
n"  -a 


-y— 

n + a 
«-i 


XXX 

Z— -Z— *1— 

n - a n + a -n  + a 

/;~1  /»=-!  w=í 


x x 

=Z— +z 

á=dn  + a z — * n + a 


n=~\ 


x 

Z 

M = — <X 


ahora  reemplazamos  (2)  en  ( 1 ) se  tiene  : 


X 

, 1 V ^ 1 

/z-(c  tg  an ) = / , si 

na  n + a 


^(ctg--^)=y^T.  de  donde 

n + - #i--ac  n + — 

(6)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  g(t)  = 3t~  -n 


= -2 


7COS/7/] 


~0) 


...  (2) 


1 

a = — 
2 


Solución 


Análisis  de  Formas  de  Ondas  Periódicas 


813 


La  función  g(t)  = 3/2  - n2 , es  la  derivada  de  la  función  f(t)  = / J -n2t , como 
f(7i)  = f*(-Tc)  = 0 y f(t)  = / 3 -7r2t  es  continua  en  [-rc,7r],  donde  su  serie  de  Fourier  es 


/x  t (-1)”  sen  nt 

/ (/)  = 12  / — , entonces  se  tiene  : 

^ n} 

n= 1 

/'(/>=  3t2 ,g(,)  ■ 12V  , 12Y  <-1>"  f»w 


n=l 


n=l 


««> 


eos  nt 


n= 1 


ao 

(V)  A partir  del  resultado  del  ejercicio  (6).  Hallar  la  suma  de  la  serie  — 

• * n~ 

n=\ 


Como  g(t) 


=3'w=l2Z^ 


Solución 


(-1)"  COS/7 1 


© 


=3^-^=,2  vtiLpr 


para  X = n =>  g(;r) 


*=! 


2/t2  = 12^  -y  de  donde  ^_-íT  = — 
¿—t,r  n~  ó 

W=l  /l=l 


Calcular 


jw 


2/ + 5 


3/ + 2 


)dt 


Solución 


2t  + 5 9 7 


f2  -3?  + 2 í-2  /-I 


0x0=- 


7 (— 1).9. 1 ! (-1)*.7.1! 


+ - 


(i-2)  (/-ir  (í-2)-  (/-ir 
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ru) = 


18 

(í-2)3 


14 

(í-1)3 


(-1)2.9x2!  (~1)3.7x2! 

(/-2)3  ' (í-1)3 


ru)= 


-54 
(t-  2)4 


(— 1)3.9.3!  (~1)4.7j:3! 
(?-2)4  + (í-l)4 


(-l)".9.w!  | (-ir'.7x«! 
(/-  2)"+l  (r-l)"+1 

(-l)".9jf«!  , (-1)"+i.7a:«! 
(-2)'l+  (-1) 


, de  donde 


9jcw! 

^/i+i 


+ lxn\ 


Sn(t)(-^^—)dt  = (-D"  /B)(0) 
r -3r  + 2 


Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función,  tal  que  cuya  gráfica  es  : 
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La  regla  de  correspondencia  de  la  función  f(t)  es  : 


-2  ; -4  <t  <-2 

t ; -2<i <2 
2 ; 2 <í  < 4 


T = 8, 


n 

4 


f(t)  es  impar  entonces  a0  =an  - 0 , la  serie  de  Fourier  es  : 


X 

Z,  n7T  , , , 

bn  sen( — t)  , de  donde 

n= i 


K 

K = ~ /'(/)scn(^p)</í  = -1  /(/)scn(^p)<// 

= f /(0sen(— + ■!■  £ /(í)sen(^p)¿/ 

1 T nnt  . 1 f'  nnt ^ . 

= — I ísen dt  + — I 2sen( W/ 

2 A 4 2 4 

1 8 /i;r  4 4 /;;r  4(-l),?  ^cos(  2 ^ 

= — [ cos(— ) + — ( — sen  — ) + — 

2 tur  2 nn  nn  2 nn  nK 


h„  =■ 


n 1 

jt  ~n~ 


sen- 


nn  4.(— 1)" 


* 8 4 

A =— — 7 + 

;r(l)‘  \.7t 


8 


8 4 

T + — 

n 5*  5.;r 


. 8 4 

= — z — 7+ — 

*1 2.72  7/t 


2;r 


^4=-  — 

4;r 


V- — 

8;r 
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Luego  /(#)  = 


senf-^— ) , donde 

n=l 


b = 


(-I)"+l8  4 , _ 

*2n  1 * ..■>  + .v  ’ n ~ L-.-- 


^2  ti  ~ 


(2w-l)2*  (2/1-1)* 

; n = 1,2,... 


(2w);r 


\ 4 2.  */  1 Jtt  \ 2 3 */  1 

7(0  = — [(1+— ) sen — - — sen  — ) sen  — sen  */  + ...] 

* * 42  23  9*  44 


Si  v(t)  = sen  t,  -ti  < t < ti.  Hallar  su  serie  de  Fourier. 

Solución 

La  función  v(t)  es  par,  entonces  b„  - 0 


Como  T = 2rc,  <a0  = “ = 1 =>  co0  = 1 y la  serie  de  Fourier  es  : 


X 

v(Q  = ~~  + eos  nt  ; donde 

#i=i 

r ^ 

an=—  P v(íW/=  — I rseníí//=—  I ísení  dt 
T Ll  ’ * 1,  * i* 

2 

2 ¡n  2 
= —[— í eos/  4 sen  /] / =—[^  + 0]  = 2 

k fon 


^ <*  a 

a =—  I v(t)  eos  ntdt  = — 

" r li  * 1 


eos ntdt  = — I ísení.cosí  dt  =- 


2* 


r 


í[sen(n  4-  l)í  4 sen(l  - 


1 | -;rcos(/?  + l);r  ;rcos(l-rt);r  ;rcos(l  4m);t  ;r  cos(l  - w);r  ^ 
2n  1 4 /?  1 - n 1 4 n \ — n 


COS(/7  4 1)tT  COS(l-fl)/T 


l4>2 


l-« 


, como  eos  ( 1 + n)7i  = - eos  nn; 
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por  lo  tanto  an  = 


2(-l)n 

1 -n* 


'ÍD 


-1+2Y 


n=\ 


(~1)*  eos  ;ir 
1 -n~ 


®í  1 si  8 < / < 9 

Si  /(/)  = < , de  las  condiciones  de  f(t)  para  que  tenga  una  serie  de 

V"8  si  9 < / < 10  F 

oc 

Fourier  de  la  forma:  /(/)  = ^ cos(2h-1)é%/  +¿>2„-i  sen(2w  -1)¿%/]  . Hallar  dicha 


n-\ 


serie  de  Fourier  y graficar  f(t). 


Solución 


f(t  + 4)  = f(t),  fl(t)  = - fl[t  + 2)  simetría  de  media  onda 

30 

/ (/)  = , cos(2 n -!)<%/  + lhn_x  sen(2«  - 1)6%/] , donde 


n-l 


^ 2 n n k 

T = 4,  r%  = — =>  = y , entonces 


a‘-' 

i 


-f- 


f(t)cos(2n~\)cü0tdt=  | f(t)cos(2n-\)  — tdt 


= I cos(2«-l)— / dt+  f" t cos( 2 w — 1 ) — — ■ / dt  = — — r 

2 J 2 (2«  - 1)J  tc1 


T 7 

¿2n-i=y  J /(/)sen(2n-l)ti%í  dt  = £/(f)sen(2n -\)^-dt 
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= J^sen(2rt-l)-^-¿ft  + j\sen(2w-l)y<ií  = 

X 

••• 


4(-l> 


(2n-\)n  (2n  -1)*  7t~ 


4(-l) 


n+ 1 


/i=l 


-4  , ..  ,,;r/  . 6 

— r-)cos(2/j-l) — + ( . , 

(2/7  — l)2  ^r2  2 v(2w-l)/r  (2«-l)2/r2 


)sen(2/i-l)-^] 


Utilizando  la  serie  de  Fourier  del  tren  periódico  de  impulsos  unitarios,  hallar  la  serie  de 
Fourier  para  la  función  : /(/)  = < 


t + — r ; --<t< 0 
T 2 


'~¥  ; 

T 

Solución 


T 

0 </<  — 
2 


/'</)  = 
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/”•(')  = O 


n=— x n-~cc 


ce  oc 


8 1 2V  2;r , 7'  1 2V 

= rlr+7Lcos"y  í + 2 7’t2jcos"í1',i] 

/i=1  a=1 

x X ^ X 

= -T~[^~  (-1)"  eos ru^t-  ^ * eos nco^t]  = ^ ^ [(-I)"  — 1] eos 


/»’(/)  = ^~[(-1)n-l]c°s»^r 


como  f(t)  es  impar 


X 

/(0= / \sen/»áy 


n = l 


- (a) 


© © © 
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X X 

/’<0  = y nca{)bn  eos  nca^t  =>  f"(t)  = -n1o^btrser\  nco^t 


n=) 


n=i 


f'Xt)  = '^(-n3rt$.bn)cosnco0t 

n= 1 


...  (P) 


comparando  (a)  y (P)  se  tiene: 


T’ 


íód-t-p") 

■’^r* 


a. 


o 

32 

«'c^T2 


si  « es  par 
si  n es  impar 


K 


0 

AT 


si  n es  par 
si  n es  impar 


^2n-\ 


A T 

(2«-l)V 


15.17.  EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


sen(2>7-l)6y 
(2n  - 1)"' 


© 


Probar  que  la  función  cero  es  la  única  función  que  es  simultáneamente  par  e impar. 

Si  la  función  f(t)  es  impar,  probar  que  | f(t)  | es  par. 

Sea  la  función  f(t)  diferenciable  en  el  intervalo  <-a,a>.  Demostrar  que  su  derivada  f'(t) 
es  impar  cuando  f(t)  es  par  y par  cuando  f(t)  es  impar. 

Encontrar  las  componentes  par  e impar  de  las  siguientes  funciones  : 

a)  f(t)  = e b)  /(í>=— | c)  f(t)  = sen  t - sen  2t 

Demostrar  que  el  valor  de  la  media  cuadrática  de  f(t)  es  igual  a la  suma  de  los  valores  de 
los  medios  cuadráticos  de  sus  componentes  pares  e impares  ósea  : 

T t t 

j jv</<o):¿/=-  j Xy.Mfdt+j  ^mfdt 

2 2 2 
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(^ó)  a)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  tal  que  cuya  gráfica  es 


© 


© 


b)  Aplicar  el  teorema  de  Parseval  al  resultado  de  (a)  para  probar  que 
'(2«-l)4 


V"1  1 

(2/i  -l)4  " % 

n-\ 


(7)  A partir  de  la  serie  de  Fourier  de  f(t)  = t,  -n  < t < 7t.  Calcular  la  suma  de  las  series 


Zj_  vizi) 

nA'^  n 

n= 1 


Utilizando  la  diferenciación  encontrar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  dada  por  la 
gráfica. 


/(/)  = 


0 


, - — < / < -2 
2 


Ai  + 2A  , -2  <t  <-l 

A , -\<t<\  , f(t  + T)=f(t). 

2A-At  , 1 <t  <2 

„ T 

. 2 < / < — 

2 


0 
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Sea  F"(t)  = ó(t-2)-3S{t-5)  si  f(10)  = 8 y /'(10)  = 7.  Hallar  f(t). 


Desarrollar  la  función  f(t),  definida  por  : f(t)  = 


nt  . í 

eos — , para  0 < t ^ — 

c 2 

c 

0 , para  —<túí 


en  serie  de 


cosenos. 

Encontrar  la  serie  de  Fourier  de  onda  de  la  figura  por  diferenciación. 


Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  - | sen  1 1 


Usando  la  serie  de  Fourier  del  tren  periódico  de  impulsos  unitarios,  encontrar  la  serie 

[2 -t  , 0 < í < 4 

trigonométrica  de  Fourier  de  la  función  f(t)  - «i 

b ‘ t- 6 , 


1S)  Por  medio  de  impulsos  unitarios  calcular  la  serie  trigonométrica  de  Fourier  de  la  función 

f(l)  = 7T2  -r,  -7t<t<71. 


Representar  las  siguientes  funciones  por  una  serie  de  Fourier  de  cosenos  y trazar  una 
gráfica  de  la  correspondiente  extensión  periódica  de  f(t). 


a)  f(t)  = t,  0 < t < 7t 


b)  / (0  = sen(— ) , 0<t<¿ 


JT 


Si  /(/)-• 


4 

K 


4 


-7T  < t < 0 

, Hallar  la  serie  de  Fourier  y con  el  resultado  obtenido 

0 <t  <n 


evaluar 


i 


(-ir1 

2n-l 
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Hallar  la  serie  de  Fourier  de  f{t)  =|  t \ . en  -re  ^ t < n y utilizando  este  resultado 


para  demostrar  que  ' - — = — 

Z^(2«-l)4  96 


Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  = t¿ , - c < t < c y utilizando  el  resultado 

xtf+l 


demostrar  que 


n- 1 


7l~ 

12 


Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  : f (0  = 


t(c  + t)  , —c<t<  0 
(c-r):  * 0 <t<c 


T T 

Si  la  expansión  en  serie  de  Fourier  de  f(t)  en  el  intervalo  > es 

— - + / (an  cosncüQt  + bn  sen  neo^t) , a>Q  — — . Demostrar  que  la  serie  de  Fourier  de 
2 7* 


cosenos  y los  senos  de  í(t)  en  el  intervalo  <M3,  — > son  respectivamente 

X X 

a0  + ^ 2 an  eos  nojQt  y ^ 2 bn  sen  na>0t  suponer  que  f(t)  = 0,  para < t < 0 . 


Sea  la  función  f(t)  periódica  con  periodo  T.  Si  = determinar  el 

comportamiento  de  los  coeficientes  de  Fourier  an  y bn  de  f(t)  ilustrar  gráficamente. 

Si  la  función  periódica  f(t)  con  periodo  T satisface  f(^T-t)  = -f(t) , determinar  el 
comportamiento  de  los  coeficientes  de  Fourier  an  y bn  de  f(t)  ilustrar  gráficamente. 

Encontrar  la  serie  de  Fourier  de  cosenos  y la  de  senos  de 
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© 


© 


Hallar  la  serie  de  Founer  de  medio  rango  (serie  de  coseno)  de  la  función  f(t)  con  sus 
respectivos  gráficos  y con  el  resultado  obtenido  calcular  la  suma  de  la  serie 


X. 

z 

«=i 


(-D 


w+l 


(2/i-l) 


- , donde  f(t)  = 


— (7z-2t\7r  + 2t)  , 0 útú  — 

32  2 

— (2t-7r)(2t~37T)  , — <t<7T 
12  2 


@ Si  G(t)  = - 1,  -ti  < t < 7T.  Hallar  la  serie  trigonométrica  de  Fourier  mediante  la  derivación 
(impulsos  unitarios  o delta  de  Dirac),  usando  G"'(t) 


Demostrar  que  : 

a)  f(t)  = S(t-t0)  = f(t0)S(t-tQ) 
c)  6'(í)'±-lP(t) 


b)  = 

d)  ^(-/)  = (-l)rt<J,,(/) 


Utilizar  la  diferenciación  para  encontrar  los  coeficientes  de  Fourier  de  la  función  f(t)  = t 
para  <-7i,7t>  y f(t  + 27i)  = f(t). 

Utilizando  la  serie  de  Fourier  del  tren  periódico  de  impulsos  unitarios  y la  diferenciación, 
encontrar  los  coeficientes  de  Fourier  de  la  función  definida  por  f(t)  = el , para  <-tc,tc>  y 
f(t  + 271 ) = f(t). 

Dada  la  función  f(t)  periódica  con  periodo  T = 4,  tal  que  cuya  gráfica  es  : 


b)  Hallar  la  serie  de  Fourier  de  f(t). 
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(33) 

(34) 


S) 

fyí) 


c)  Para  t = O,  calcular  la  suma  de  la  serie  correspondiente. 

d)  Aplicando  el  teorema  de  Parseval,  calcular  la  suma  de  la  serie  correspondiente. 

Representar  la  siguiente  función  f(t)  por  medio  de  una  serie  de  Fourier  Senoidal  y 
construir  la  gráfica  de  la  correspondiente  prolongación  periódica  de  f(t)  = t 2 , 0 < t < 71 

Sean  f y g funciones  continuas  por  tramos  en  <-oc,oc>  con  periodo  2n  y sean  ak>  bk  y 
ak , Pk  respectivamente  los  coeficientes  de  Fourier  para  f y g.  Calcular 


¿f. 


f(t).g{t)dt 


Calcular  a)  5(sen  t) 

Evaluar  las  siguientes  expresiones  : 


a)  5(t2  -a2) 


b> 

256 


d)  | 6{n)ea'  sen(bt  + k)dt 

o I ó{n\t- : 


-3  )ea'(bt+c)dt 


b)  S{t4- 1) 

c)  S{n\t) arctg/  di 

e)  S(a  - t)S(a  - Wtye*1  sen(5í  + 2)dt 

g)  ó[n)(t  -6)arctg/  dt 


Calcular  y graficar  S(t 5 + 3/ 4 - 5/ 3 - 1 5/ 2 + 4t  + 1 2) 

Sea  G"(f)  = £(/-3)-6£(i-5) , G(10)  = 8,  G*(10)  = 7,  calcular  G(t). 

Usando  los  impulsos  unitarios,  hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  adjunta  por  el 
gráfico. 
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Sea 


/( o= 


Íl-o-í)2  , 

I (2-0-  , 


Oáf  SI 

\<t<,2 


De  la  condición  a H(t)  para  que  tenga  una  serie  de 


Fourier  de  la  forma  H (/) 


sen (2n-l)ty 

/»  = ! 


a) 


Si  f(t)  = t-t* , *1  < t < 1.  Halle  la  serie  trigonométrica  de  Fourier  por  medio  de 
impulsos  unitarios  usando  / IV  (/) . 


b) 


Usando  el  resultado  obtenido  en  (a)  calcular  la  suma  de  la  serie 


V"  1 


Calcular  por  diferenciación  la  transformada  de  f(t)  cuya  gráfica  es  : 


Hallar  la  serie  de  Fourier  de  la  función  f(t)  cuya  gráfica  es  : 


^2)  Usando  las  propiedades  de  la  función  Delta  de  Dirac,  evaluar  1 as  siguientes  integrales. 


»> 


[ 4¿-lXr*  + 2)d 


b) 


£ S(3t-\)(t2 +4)dt 
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® 

© 

® 


c) 


e~2'8(a-t)¿(a-2)da 


d) 


j*  S(3t-\)dt 


Si  G(t)  = t sen  t,  -ti  < t < ti,  Graficar  y dar  las  condiciones  para  que  G(t)  tenga  una  serie 

OG 

de  la  forma  G(/)  = ^ a2n_  cos(2w  - 1 )co0t  y halle  dicha  sene. 

«= i 

Si  F(t)  es  la  función  dada  por  el  gráfico  adjunto,  halle  la  serie  trigonométrica  de  Fourier 
por  medio  de  impulsos  unitarios  usando  F"'(/) 


Si  H(t)  está  dado  por  el  gráfico  adjunto,  calcular  su  serie  de  medio  rango  con  sus 
respectivas  gráficas. 


Si  F(/)  = í3,  0 < t < T.  Halle  su  serie  de  Fourier  por  medio  de  impulsos  unitarios, 
utilizando  F1V  (0  , graficar  todos  los  impulsos. 

Si  G(í)  = t(7i2  — f*),0<t<T,  ¿Qué  condiciones  debe  satisfacer  G(t)  para  que  tenga 

oc 


una  serie  de  Fourier  de  la  forma  G(t)  = ^Jfl2/i-i  cos(2fl  + b2n_x  sen(2ft  -l)fly]? 


n=l 


Graficar  la  función  para  esa  condición  y halle  dicha  serie. 
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Graficar  la  función  f(t)  y usando  los  impulsos  unitarios  hallar  la  serie  de  Fourier  de 


m 


,i 


0 , -c  < t < 0 

[(c-/)2  , 0 < / < c 


Hallar  la  serie  de  Fourier  para  un  tren  periódico  de  impulsos  unitarios  S2jl{t)  a partir  de 
la  función  f(t)  = t + rc,  - 7c^t^rc. 
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CAPÍTULO  XVI 


16.  ESPECTROS  DE  FRECUENCIA  DISCRETA.- 

Las  funciones  periódicas  representadas  mediante  una  serie  de  Fourier  implican  que  la 
especificación  de  sus  coeficientes  determinan  únicamente  la  función;  ahora  en  este 
capitulo  se  tratará  de  usar  los  coeficiente  de  Fourier  en  el  estudio  de  las  funciones 
periódicas  y se  introducirá  el  concepto  de  espectros  de  frecuencia  de  señales  periódicas. 

16,1,  FORMA  COMPLEJA  DE  LAS  SERIES  DE  FOURIER." 

Dentro  de  las  aplicaciones  de  las  series  de  Fourier,  es  importante  expresar  estas  series  en 
términos  de  los  exponenciales  complejos  e±/ne0(ít 


Consideremos  la  serie  de  Fourier  de  la  función  periódica  f(t) 
/(O  = — + ^ ' ( an  eos  moqí  + bn  sen  nco0t) 


...O) 


2n 


donde  cüq  =-=— , el  seno  y coseno,  se  puede  expresar  en  términos  de  las  exponenciales, 


es  decir  : 


eos nco^t  = —\e*ntáQt  + e ) 


sen  nc^t  = — -e 
2 j 


...  (2) 


al  reemplazar  (2)  en  ( 1 ) se  tiene  : 

/(/)  = f»+  V [an-(eTn"W  +e-Jmoo,)  + b„—(eJn"V -e~inaw)]  ...  (3) 

2 ^ 2 2 j 


al  agrupar  y teniendo  en  cuenta  - = -j  se  puede  expresar  así  : 

j 
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/(')  = f + 2XK  +^K+A)^']  ...  (4) 


ahora  hacemos  c0  =^.,  c„  = y(a„  -yé„),  c„  = y(a„  + jb„ ) 

X 

entonces  : /(/)  = c0  + + c_ne~jnoi0t ) 


= c0  + 


ce 


«= I 


»=- 1 


Luego 


5B 

/w=yv«' 


...  (5) 


A la  ecuación  (5)  se  denomina  forma  compleja  de  la  serie  de  Fourier  de  f(t)  ó serie 
compleja  de  Fourier  de  f(t). 

Los  coeficientes  cn  se  puede  evaluar  en  términos  de  an  y bn  es  decir  : 

JV«W<  •••(« 

2 

T T 

c„  =^{a„  -jb„)  =^[  J^r/(0cos(«ú^/)í/í-y  Jpr/(/)sen(«c%r)</r] 

* 2 2 

r r 

■jík  M / M eos  >u%t  - j sen  na yi  )<V/]  j \nt)e-"'^dt 

2 2 

1 

C"=?f r -(7) 

2 


<•„  = («.  ♦ A ) = y:  J‘r  f{t)elm^dt 

2 


...  (8) 


Espectro  de  Frecuencia  Directa 


83  i 


Las  ecuaciones  6,  7 y 8 se  puede  combinar  en  una  sola  fórmula,  es  decir  : 

T 


C"  = 7 Jz  f^e'I  UÜ^dt  ’ n = 0,  ± 1 , ± 2,  ... 


- (9) 


como  f(t)e  es  periódica  con  periodo  T,  entonces  al  considerar  la  ecuación  (8)  se 


tiene  cn  que  se  puede  hallar  a partir  de  la  fórmula 

c„=4  f f oye  fn(*‘dt 


...  (10) 


además:  como  cn  = - >!  , c_w  - cn  - — 


CfJ  + Cn  Qn  , Cn  Cn 


£„  =K  \eJ*An , |cj= 


+ " . c_„  =\cn \e~'A‘u) , <t>„(t)  = arctg(-— ) 


Ejemplo.-  Hallar  la  serie  compleja  de  Fouricr  para  la  función 

í 1 , SÍ  0 < t < 7T 

= \ , f(t  + 2rc)  = f(t),  V t e R 

I - l , SI  K <t  <¿7T 

Solución 


Como  CM=~  [2r  me  ,nüJotdí , donde  f($)e~Jn‘°QÍ  es  una  función  periódica,  con 

2 

periodo  T,  entonces  : cw  = — | /(f)¿ 

T Jj 
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< = r / (íu-  ■",// = i-  r<  ""d, = -L(-— i / 

2*  Jb  2jt  Jb  2/r  /«  / o 


2«/r 


para  n par  cn  = O , n impar 

IriTT 


cn  = 


O para  n par 

~j 


2 YIK 


para  n impar 


Luego  se  tiene  t , ■ - * c*»,.  , = 

*"  (2n-l);r  (2n-\)n 


X 2 n - 1 


c2n-\  ~ 


{2n-\)x 


(2 n -\)x 


entonces 


C2n~l  + C2n~\  “ ® “ ü2n-\  V C2n-\  C2n-\  ~ _ j)^  ^ ~ 


1 2 I 

entonces  /(r)  = - + — / -sen(2fl-l)í 

7 2 n¿^(  2n-\) 

n-\ 
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K =—  f g(t)sennt=—  T 

K J-/r  K •*) 


1 • * 

sen  nt  dt  = eos  ni  / 

nx  • o 


= — (-cos/i/r  + 1) « — [1  — 1)"  ] 
nrt  nn 


bin-\  ~ 


, b2n  = 0,  V n = 1,2,3,... 


gU) 


2 1 1 2 V“^ 

= — 7 sen(2/?-l)í,  de  donde  Í(í)  = — h — > 

n¿-H2n-\)  2 n ¿-t 

/!« 1 


1 2 V“^  sen(2/?-l)/ 


2/i-l 


X 

o también  usando  cuarto  de  media  de  simetría  g(/)  = sen(2/i  - l)í , donde 


T J 

¿2a- 1 sj  J~  g(í)sen(2«-l)/  dt  = ~ Y 


2 sen(2  n - 1)/ 


dt 


2 cos(2/j-l)í 
* 2/7-1 


n 

'/„3- 


2 sen(2/7  -1)/ 


(2/7-1)* 


g(í)  ;r^  2«-l 

/I  = l 


ahora  calcularemos  usando  el  tren  de  impulso  unitario. 


S<r)  = /<0~ 
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XCOS  nCOftt 


Y''  l 2 

W QC 

X X x x 

g '(/)  .Ví(<- 2n;r) - ^ ¿(f - (2n  - X)7t)  = ^ <?(í - 2«;r ) - ^ <?((/  + T) - 


-U±Y 

2;r  k 

n=\ 


x 

í 1 \Y 

eos  nt > 

2 7c  ;r  - 
«=i 


cos«(/  + 


x x x 

= — eos  nt  - — ^S  (~ircosn/  = i>  [1 -(-l)"]cos>z/ 
7T  ^ ^ n * 71  A— — ' 

rt=l  n=l  W=1 


sen  nt , derivando  se  tiene  : 


*M  = Í 


nbn  eos  nt , de  donde 


n-1 


-[!-(-!)"]  = nbn 


2n7t) 


Espectro  de  Frecuencia  Directa 


835 


por  lo  tanto 


l-í-l)' 


n/r 


0 si  n es  par 

2 , de  donde  b^ja_l  = = 

— si  n es  impar  " (2n-\)x 

nn 


sen(2w-l)/ 

2n-\ 


m 


1 2 sen(2/?-l)í 

2—á  2n-\ 

n= I 


16.2.  ORTOGONALIDAD  DE  FUNCIONES  COMPLEJAS.- 


Diremos  que  un  conjunto  de  funciones  complejas  f(t)  (f:  <a,b>  C)  es  ortogonal  en  el 


intervalo  <a, 


f — ir  0 , si  n * m — - , 

>b>si  fn(t).fm(t)dt  = < , donde  /m(í)  es  el  conjugado 

4 , si  n = m 


complejo  de  /„,(/) . 


Ejemplo.-  Si  /m(0  ' = cosm^V  + jf sen 


fm(t)  = e •vwrí*)'  =cos/ntfy-7sen 


Ejemplo.-  Probar  que  el  conjunto  de  funciones  complejas  { efnt°('í } V n e Z es  ortogonal 


T T 

en  < , — > 

2 2 


Solución 

1 


i)  P ejn<*>'(\)dt  = P e""^dt  = — e,m'v  / 2 

yr  X 7 jnah  / 


jncüv 


(e 


jlxn  -2  jnx  \ _ 


) = 0 si  n ^ 0 


a-  /tóo  (/;-m  )f  # — 

2 erm'  )dt  _ I2  ej’"^  e~jm,^'dt  = j2  eJ"«in~m)' dt  = — / 2 

t Jr  h ja^in-m)/  JL 


1 


jú^(n-m) 


[eJin 


-m  ).t 


-t(n-m)K  i 
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[(-1)*  -(-1)*]  = O,  keZ  si  n^m 


jc^(n-m) 

T 


n=\ 


-jmaw 


7 

J-  i , , m cjp  p0r  lo  tanto  cn  = ¿ J*  r /(/)e 

2 2 

deducir  la  serie  de  Fourier  del  tren  periódico  de  impulsos  unitarios. 


...(1) 


iii)  Si  n = m,  entonces  j ^e^.e^dt  = J ^e9*** je~Jntí*dt  = P dt  = T 

2 *2  2 

Utilizando  la  propiedad  de  ortogonalidad  de  funciones  complejas,  determinar  los 
coeficientes  de  Fourier  : f(t)  = c¡e^nñ^ 

donde  f(t  + T)  = f(t),  V t e R 
T 

C„  = J F f(t)e~jnaK)‘dt . n = ± 1,  ± 2, ... 

2 

a la  expresión  (1)  multiplicamos  por  e~jm(ÚQt 

X 

f(í)e  /nuü“‘  =C^c„ej,u^)e  . integrando 

«=— X 

j X r 

J2  f (t)e~ 'mca°' di  = £c„  F «XX*  , de  donde 


...  (2) 
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X X 

ST(t)~  S(t - nT)=  ^ ^ cne^naJ^  , donde 

Al = — X A l=— X, 

7,  T 

cn=\  J • '<# = | J; mr^d* =j(e y >|,  „ = I 

2 2 

X. 

de  donde  c„=  — y por  lo  tanto  ST(t)  — N ' ¿>(/  -«T)  = — 


OBSERVACION.- 

X 


dril)  — 


/?=-X  /?®-X 

=7IÉe"'Wtl+Zf"'wl-rlE( 


AJ  — 1 


AT=1 


//=] 


1 2 

= — + — COS  fUOní 

T J ^ 


= 7 + ^cos/if/y 


OBSERVACIÓN.-  Se  sabe  que  la  serie  de  Fourier  constituye  un  poderoso  instrumento 
en  el  tratamiento  de  diversos  problemas  que  implican  funciones 
periódicas. 

Sin  embargo  muchos  problemas  prácticos  no  involucran  funciones  periódicas,  por  lo  tanto 
es  necesario  desarrollar  un  método  de  análisis  de  Fourier  que  incluyan  funciones  no 
periódicas.  Luego  estudiaremos  la  representación  frecuencial  de  funciones  no  periódicas 
por  medio  de  las  series  de  Fourier. 


16.3.  INTEGRAL  DE  FOURIER  Y ESPECTROS  CONTINUOS  DE  LA 
SERIE  DE  FOURIER  A LA  INTEGRAL  DE  FOURIER.- 


Expresamos  con  una  función  periódica  fT(t)  con  periodo  T,  cuando  se  hace  que  T tienda 

a infinito,  en  este  caso  la  función  resultante  f(t)  = lim  fT(t)  deja  de  ser  periódica  a este 

r -*t 

proceso  de  limite  ilustraremos  mediante  un  tren  de  pulsos  rectangulares. 
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Consideremos  la  función  fT  (/) , definida  por  : 


/r(0- 


n T d 

0 , para < í < 

2 2 

1 , para  de  donde  fT(t  + T)  = fT  (t) , T>d 

1 T 
0 , para  — d <t<  — 

2 2 


MO  1 = 2 T = 2d 

d 


1 1 ¡ 1 1 — 

— 1 i 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 i 1 

1 i ! i 1 

1 1 1 1 i 

1 1 i 1 1 

1 | 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 _ 1 

1 1 1 1 * 

1 1 1 1 1 

-T  .1  ¡ ( 

> ¡ I T 

2 : .2 

2 2 


Cuando  t —>  oo,  se  obtiene  la  función  : 


/(í)=  lim  fT(t)  = • 


1 , 
0, 


d d 

cuando < / < — 

2 2 


de  otro  modo 


naturalmente  la  función  f(t)  no  es  periódica. 
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TEOREMA  1.-  Sea  f(t)  una  función  periódica  con  periodo  T,  cuando  T -»  x,  f(t)  se 
convierte  en  una  función  no  periódica.  Encontrar  la  representación  de 
esta  función  no  periódica. 

Demostración 

X 

Sea  /(/)  = cnetnw^  , es  la  forma  exponencial  de  la  serie  de  Fourier  ...  (1) 

n=-oc 

T 

donde  c„  = - f2  f(t)e~ dt , oj(]  = ...  (2) 


Al  reemplazar  en  la  serie  de  Fourier  se  tiene  : 

T 

f(t)  = ]T  cy^'dt  = ^ (J  p7  /(Me  )e  ^ 

H o — X <ff-l  J 


como 


2;r  1 

- — , entonces  — 
T T 


2; r 


/ ( v)c 


(3) 


cuando  T — » x => > 0 => > 0 =>  co0  — » 0 

T 2n 

luego  sea  co0  = Acó , entonces  la  frecuencia  de  cualquier  “armónico”  debe 

corresponde  a la  variable  general  de  frecuencia  que  describe  el  espectro  continuo,  es  decir 
n — » x a medida  que  co0  = A co  -»  0 de  tal  manera  que  el  producto  infinito,  es  decir  : 

ncüQ  = nko)  — > (o  . Luego  la  ecuación  (3)  se  convierte  en  : 

* r 

/(i>-  Y F f(x)e-"'*"'dx)e‘n*u'*<o 

**  • 2 


cuando  T ->  oo.  Acó  -»  dco,  entonces  la  función  no  periódica  se  convierte  en 
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fV) 


f(x)e''roxdx]eimdco 


si  se  define 


F{w) 


-L 


f(t)e  jM dt 


ahora  reemplazamos  (5)  en  (4)  obteniéndose 


m 


=-f 

2¿r  J_x 


F(a>)eJ  dco 


...  (4) 

...  (5) 


...  (6) 


Las  ecuaciones  (5)  y (6)  es  la  representación  de  Fourier  de  la  función  no  periódica. 

OBSERVACIÓN.-  Se  observa  que  la  ecuación  (6)  es  análoga  a la  ecuación  (1)  y la 
ecuación  (5)  es  análoga  a la  ecuación  (2),  luego  a la  ecuación  (4)  se 
conoce  como  Identidad  de  Fourier. 

OBSERVACIÓN.-  Se  hace  hincapié  en  que  la  anterior  derivación  heurística  de  (5)  y 
(6)  no  esta  fundamentada  en  una  base  rigurosamente  matemática. 
Sin  embargo,  desde  el  punto  de  vista  de  la  ingeniería,  el  interés 
primordial  en  la  interpretación  y utilización  de  tales  relaciones. 

TEOREMA  2.-  (Teorema  de  la  integral  de  Fourier) 

| mt 

Si  f(t)  es  real  entonces  /(/)  = — I I f(x) eos co(t -x)dx  doj 

* Jb  JL* 

Demostración 

Se  conoce  que  f(t)  = — f [ P f{x)e'imdx]eiú)tdco= — T f f{x)e,(0(í  X)dx  dco 
2tt  J_*  J x 2 n J_x  JLX 


I j*1  í~ 

= — I I /(x)[cosíy(/-A:)  + jsenú)(t  - x)]dx dco 

2n  J . J , 


1 r r | r r 

J J f(x) eos co( t - x)dx dco  + j—  \y  J / (x)semo(t  - x )dx d co 


2 K 


Si  f(t)  es  real,  entonces  /_(/) 


-Vil 


f(x)  eos  co((  -x)dx dco 
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como  eos  co(t  - x)  es  par  con  respecto  a co,  entonces  se  tiene  : 
/(o=-  rr  /( x ) eos  co{  t - x)dx  dco 


16.4.  TRANSFORMADA  DE  FOURIER, 


La  función  F(co)-  J f (t)  = e~ ,a)t dt , es  conocida  como  la  integral  de  Fourier  ó 
Transformada  de  Fourier  de  f(t)  y denotamos  por  : 


F(co)  = 7(f(t))=  £ f(t)e~''"dt 


...(I) 


Si  J 1 es  el  símbolo  que  se  utiliza  para  indicar  la  operación  inversa,  es  decir  para  obtener 
f(t)  cuando  F(co)  es  dado,  esto  es  : 


=¿f. 


F(cü)eJÜ}/dt 


...(ID 


a la  función  f(t)  se  denomina  Transformada  Inversa  de  Fourier  de  F(co).  Las  expresiones 
de  (I)  y (Ií)  se  conocen  como  par  de  Transformada  de  Fourier. 

TEOREMA  1.-  La  condición  suficiente  para  que  exista  Transformada  de  Fourier  de  f(t) 
es  que  la  integral  del  valor  absoluto  de  la  función  f(t)  debe  ser  infinita 


f 


( \f(t)\dt<x) 


Demostración 


Como  e )<úl  - eos  co  t - jsencot  =>  e J(0!  |=  yj eos2  cot  + sen1  col  - 1 
y | f(t)e~'m  | = | /(/)  =>  J \fU)\dt=  £ \f(t)e  ""  | dt , es  finita 


entonces  | f(t)e  J(0t dt  es  finita,  es  decir  : 


existe  la  Transformada  de  Fourier  *J  [f(t)] 
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NOTA.-  La  función  F(to)  = J [f(t)]  es  en  general  compleja  y se  tiene 
F{cü)  = R((ú)  + jX(co)  =|  F(co)  | e i<f>[OJ) , donde  | F(co)|  se  denomina  espectro 
de  magnitud  de  f(t)  y 4>(co)  espectro  de  fase  de  f(t). 


TEOREMA  2.-  Si  f(t)  es  real,  demostrar  que  las  partes  real  e imaginaria  de  F((o)  son  : 
Rc{F(co))  = R(co)  = f f(t)coscot  di  ; Im(F(í<;))  = X(co)  = ~ j f(t)sencoi  dt 


así  mismo  demostrar  que  R(co)  y X(co)  son  funciones  par  e impar  de  to  respectivamente 
ósea  R(co)  = -R(íd),  X(co)  = -X(-o)),  F(-co)  = F(co)  donde  F(co)  es  el  conjugado 
complejo  de  F(co). 

Demostración 

Como  F(ÍO)  = r'[.nt)]=  £ f(t)ei<ú'di  ...(1) 

Además  se  conoce:  e~J(0t  = eos  cot  - jsencot  ...  (2) 

al  reemplazar  (2)  en  ( 1 ) se  tiene  : 

F(cü)  = ?[f(  0]  = f / (/)[cos  coi  - jsencot]dt 


•L 


f (t)cos(ot  dt  - j £ f(t)sencot  dt  = R(co)  + j X(to) 


igualando  las  partes  real  e imaginaria,  se  tiene  : 


R(a>)  = I f(t)cosco(dt  ; X(o))  = -\  f(t)sen(út  dt 

como  f(t)  es  real  se  tiene  : 


£ 


R{-(o ) = £ f(t)ms(-cot)dt  - | f(t)co$cot  dt  = R(co) 


-£' 


X(-oj) 


= j"  / (t)sen{-cot)dt  = £ 


f (t)sen(-cot)dt  = I f(t)sencot  dt  - ~X(<o) 
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es  decir  que  R(co)  es  una  función  par  de  to  y X(co)  es  una  función  impar  de  co. 

F(-co)  = R(-co)  + jX(-co)  - R(co)-  jX(ú))  = F{(ú) 

TEOREMA  3.-  f(t)  es  real  si  y solo  F(-co)  = F(co) 

Demostración 

i)  Si  f(t)  es  real,  entonces  F(-co)  = F(co)  ya  esta  demostrado  en  el  teorema  2. 

' ••  • *.  . o 

ii)  Si  F(~co)  = F(co)  entonces  f(t)  es  real,  por  demostrar.  Supongamos  que 
/(0  = /i(0  + 7/2(0,  donde  /,(/)  y fy(l)  son  funciones  reales  y 

fU)=7  >[F(í y)]=— — f F(co)eía>l da> , es  decir  que  : 

2 n J_  x 


/,(/)  + ./ />U)  = — - r [R(co)  + j X((o)]elt0' dco 
2n  J_, 

/,U)  + y/2(/)  = — f [R(ü))  eos  (o t - X((d)sena>t]da>  + 
2 n J_x 


i r 


+ JTn 


eos  cot  + R{co)sencot]dco 


igualando  las  partes  real  e imaginaria  se  tiene  : 


£ 


f(t)  = — I [7?(<y)cosft>/  - X(o?)semot]dco 

2 71  1 


f2(t) 


- — — I eos  cot  + X(co)sencot]dco 

2 n J_x 


y como  F{-co)  - F(co)  entonces  R(-co)  = R(co)  y X(-co)  = -X(to),  entonces  R(co) 
sen  cot  y X(co)cos  cot  son  impares  de  co  de  donde  f2  (0  - 0 =>  f(t)  = f¡(t)  es  real. 


TEOREMA  4.-  Si  f(t)  es  real,  demostrar  que  su  espectro  de  magnitud  |F(co)|  es  una 
función  par  de  co  y que  su  espectro  de  fase  4>(co)  es  una  función  impar  de  co. 
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Demostración 


Si  f(t)  es  real,  entonces  F(-(o)  = F(cü)  y F(co)  =|  F(co)  \ e~J*Uü)  =¡  F(co)  \ e~J<t>Uo) 

F(-co)  =|  F(-¿y)  | e ==>  comparando  se  tiene  : | F(-co)  | e tú[  =|  F(co)  | r 
|F(-<o)|  = |F(to)|  a co(4>)  = -<K») 

TEOREMA  5.-  Demostrar  que  si  la  Transformada  de  Fourier  de  f(t)  es  real,  entonces 
f(t)  es  una  función  par  de  t y que  si  la  transformada  de  Fourier  de  un  real 
f(t)  es  imaginario  puro,  entonces  f(t)  es  una  función  impar  de  t. 

Demostración 

Consideremos  la  Transformada  de  Fourier  de  f(t)  es  decir  : 

J[f(t)]  = F(co)  = R(co)  + j X(co),  donde 

RUo)  = r /(/) eos (ú t dt  a A'(to)  = -|  f(t)sencot  di 


Si  F(co)  = R(co)  a X(co)  = 0 =>  I f(t)sencot  dt  = 0 , entonces  f(t)  sen  wt  es  impar  y 


como  sen  cot  es  impar  entonces  f(t)  es  par. 

Si  J [f(t)]  es  imaginario  puro,  entonces  se  tiene  F(co)  = j X((o)  a R(g))  = 0,  entonces 


f{t)  eos  cot  dt  - 0 entonces  f(t)  eos  cot  es  impar,  pero  como  eos  cot  es  par  en  t 


•T. 


entonces  f(t)  es  impar. 

OBSERVACIÓN.-  Si  f(t)  es  una  función  real  y 7 [f(t)j  = F(co)  = R(co)  + j X(ü))  de 


n fe(t)]  = R(v)  y nfo(t)]  = jX(o>)>  donde  f(t)  = /,(0  + /O(0 . 

siendo  fe(t)  y /O(0  las  componentes  par  e impar  de  f(t)  respectivamente. 


Ejemplo.-  Hallar  la  integral  de  Fourier  que  representa  la  función  f(t)  = 


1 para  1 1 1<  1 
0 para  | / 1 > 1 


Solución 
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F(co)  = nm]=.[  f{t)e-Jl0,dt=  | < 


e~JW,dt 


e'*'j<o  /'  1 1 2 ,eJM  -e  ,<v  2 


é~J(0  +-^-eJi0  = — (- ) =— sérico 

jco  t -i  jco  jco  co  2 j (o 


V =--é 

/ -1  ICO 


F(cd)  - 


2 se  neo 


co 


y m = ~ [f(o>)e}Mdco  = r\f(cd)}=  1 


2 n 


2n 


I 


2senco 


co 


eJ(út  de 


■it 

■i£ 


CO 


dtoldco 


sen  ¿y 


ry 


(cos¿y/  + jsencot)dco 


senco.coscot  , ^ j fx  sencosencot 


-da) 


co 


co 


para  f(t)  es  real,  entonces  /(/) 


n JL 

1 C senco.coscot 


dco 


doj 


x JLoc 


¿y 


además  f(-t)  = f(t)  es  par  entonces  /(/) 


=11 


se/7  ¿y.  eos  <y¿ 


co 


dco 


i,-  , • i senco  , n 

Ejemplo.-  Deducir  del  ejemplo  anterior  que  I dco  = - 


co 


Solución 


Como  f(t) 

/(O) 


eos  tco.s  éneo 


dco , para  t = 0,  se  tiene  : 


1 f 

* Jb 

_ ^ _ 2 p cos0.se/7¿y  ^ 2 p senco 

n Jb  ¿y  ^ Jo  ^ 


f 


.se/7  ¿y  . /r 

dco  = — 

¿y  2 
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16.5.  TRANSFORMADA  SENO  Y COSENO  DE  FOURIER.- 


TEOREMA  1.-  Si  la  función  f(t)  está  definida  solo  para  0 < 1 < oo.  Demostrar  que  f(t)  se 
puede  representar  por  : 


m 


4f 


Fc(oj)  cosco  id  (o , donde  Fc(co)  = f (t) cosco t dt 

Demostración 


Como  f(t)  solo  está  definida  para  0 < t < oo,  entonces  podemos  definir  para  -oc  < t < 0 
por  la  ecuación  f(-t)  = f(t)  por  lo  que  la  función  resultante  es  par. 


Si  se  define  F 


,jm-í 


f(t)  eos  a) t dt  entonces  f(t)  = I f(co)  eos  co t dco 


■f 


Fc  (co)  se  denomina  Transformada  coseno  de  Fourier  de  f(t)  la  cual  se  denotará  por  : 


Uf(t)} 


- Fc(o>)  = £ 


f (t) cosco t dt 


f(t)  (Fc(co))  = — J Fc{co) eos cot  dt 

TEOREMA  2.-  Si  f(t)  está  definida  solo  para  0 < t < oo.  Demostrar  que  f(t)  se  puede 
representar  por  : /(/)  = — J Fs(co)sencot  dt  donde  Fs(co)  = J|  f {t) sérico t dt 

Demostración 

Como  f(t)  solo  está  definida  por  0 < t < oo,  entonces  podemos  definir  para  - oc  < t < 0 
por  la  ecuación  f(-t)  = -f(t),  entonces  la  función  resultante  es  impar. 


Sisedefine  Fs{co)=  f(t)scncot  dt , entonces  f(t)  = — | Fs(co)scncot  dco 


* Jb 


Fs  (co)  se  denomina  Transformada  seno  de  Fourier,  la  cual  se  denotara  por 


Ts  [f (01  = (ü>)  = J f(t)sencot  dt , f(t) 


= ‘J  1[Fí(íu)]  = — Fs(ú>y$cno>t  dt 


Espectros  de  Frecuencia  Discreta 


847 


Ejemplo.-  Hallar  la  integral  de  Fourier  de  f(t)  = e " cuando  t > 0 y f(-t)  = f(t),  k > 0 

Solución 


£ 


F(co)  = | e kt[coso)t - jsena)t]dt  = y e~kt  ooscot  dt-j  j e"Á/sen cot  dt 


4, 


0 


-£■ 


F{co)  = I e kí  coscot  dt  = 2 I e kt  eos  cot  dt 


I 


2k  k,  (o 


r.2  , ,..2 


-ktr  C0  ^ / 

e ( sen¿yf  + cos¿Y 


2k 


o k2  + (o2 


k “ 4 úX 


m=r'[F(co)]. 


2 k j 


í. 


F(<ú\emd<ú 


a,  _ 24  r 

71  Jb 


eos  cot 

¡w 


dco  , (t  > 0,  k > 0) 


r 


COS  cot  , 7Z  -kt  , ^ , 

dt  = — e ",  (t  > 0,  k > 0) 


£2  + r¿r  2/r 

OBSERVACION.-  Si  f(t)  es  una  función  par  =>  X(co)  = 0 y 

F(co)  = R{co)  = 2 ^ f(t)coscút  dt  y f(t)  = — R(co)  cosco  t dco 

Si  f(t)  es  impar,  entonces  R((o)  = 0 y F(co)  — jX(co)  = 2 jf  f(t)sena)tdt  y 

i r 


f(t)—  I X{có)sencot  dco 

7t  J) 
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16.6.  PROPIEDADES  DE  LAS  TRANSFORMADA  DE  FOURIER.- 

(1)  Si  F]  (fü)  = J[/,  (í)]  y F2(C0)  = J[/2(í)],  entonces  : 

ÍF[ci\f\ (t)  + a2f2(t)]  - U\7[f\ (0]  + > donde  a{ , a2  son  constantes  arbitrarios. 

Demostración 


J[aiyi(í)  + a2/2(í)]=  j"  (0  + a2f2 (t)]e~ '‘*dt 


< 


í 


f{(t)e~  dt  + a2  f2(t)e-',ü'dt  =- a,  F,  («)  + </,  F2(íü) 


© 


Si  a es  una  constante  real  y F(co)  = J’ffft)],  entonces  !F[f(at) \ = F(— ) 

I a I a 

Demostración 


7[f(at)]  = f f(at)e-Je"dt  f /(»)e 


0 j. 


= - f f(u)e~J(“)Udu=-F(-) 
a JL* 


a a 


sea  at  = u =>  dt  - — ; a > 0 y como  - oc  < t < oc  =>  -oo  < at  < oc  y t = — 
a o 

a < O y como  - oo  > at  > oo,  entonces 

1 f ' h-»  l r _ -y«K-)  f l 

T[f(at)\-—  I f(u)e  a du  = — I f{u)e  a du  = — F(— ) ...(2) 

úe  JL  a J_x  a a 


© 


Luego  de  (1)  y (2)  se  tiene:  J[f(at)]  = -^—  F(— ) 

o a 


Si  7[f(t)]  = F(aj),  Demostrar  que  jF[f(-t)]  = F(-co) 

Demostración 
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© 


De  la  Propiedad  (2)  se  tiene:  J[  f(at)]  = — F(— ) , V a e R,  a*l  entonces  para 

| a | a 

a = -1,  se  tiene  que  : J[/(-/)]  = — ^-F(-co)  = F(-co) 


Si  F(w)  = J[f(t)],  Demostrar  que  : 7[f(t-t0)\  = F(co)e  /w/° 

Demostración 


J[/(í-'o )]  = £ f(i-to)e  Jb*d(=  £ /(«)<?  i‘*'»Jr,,)du 
Sea  t — t0=u  =>  t -u  + ¡0  — e~lt0,°  f(u)e ~'"”'dit 


-00  < t < x 

-x  < / - /n  < x 


M 


(?)  Si  o>0  es  una  constante  real  y F(co)  = J[f(t)].  Demostrar  que  F[f(t)e  /w°'  ] = F(co-  co0 ) 

Demostración 

J[/(/)ew]=  £ f(t)eM''.e-J,"cit  = £ ) 

@ Si  F((o)  = J[f(t)],  entonces  jF[f(t)]  = 2;r  f(-co) 

Demostración 

Sabemos  que  /(f)  = -~  | f(co)eJ()l  deo , entonces 

2/t  J 

2x.f(t)  = £ F((o)ef<or  deo , si  se  reemplaza  t por  -t  se  tiene: 


2/t ./(-/)=  J F(o>)e-Mdco  = 2x.f(-a))=  £ 


Luego  2;r  f(-co)  = 7[f(t)] 
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© 


Si  J[f(t)]  = F(co)  y f(t)  — > 0,  cuando  t —i > ±x.  Demostrar  que  : 

7[(f'U))]  = ja)  F(i o)  = jcof[  f(t)] 

Demostración 


nru)]=  £ /'< 


/ .+/®£ 


f(t)e~l6*dt 


como  f(t)  — ► 0 cuando  t — » ±*  =>  f(t]e~lí01  j = 0 
Luego  7[f\t)]  - jco  J*  f(t)e  1,01  di  = j cú  F(co)  = jco 

OBSERVACIÓN.-  Mediante  la  aplicación  repetidas  de  la  propiedad  (7)  se  tiene 
n /""(OI  = (. jco)"  Fu o)  = (jn)n7\.Rt)] 

(i)  Si  7 [f(t)]  ) F(co),  co  * 0 y f(t)dt  = F( 0)  = 0 , Demostrar  que  : 


£ 


7[  I f(x)dx]  = — F(co)  = — ‘J[  fU)) 
jco  jco 


Demostración 


Sea  J f(x)dx  y 0’(t)  = f(l)  y si 

IT[<t,(t)]  = <()(oj)  =>  7{j>'U)]  = ‘F[fU)]  = jco,/>(co) 

Con  la  condición  que  lim  <p(t)  = j"  f(x)dx  = J*  f(t)dt  = F(0)  = 0 

Luego  ¿(ú>)  = — — FU»)  si  «>*0 

jco  jco 


Si  w = 0 =>  n I f(x)dx)=  l)dt 
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-L 


Cuando  F(0)  = | f(x)dx  * 0 , se  tiene  que  : J[  | f(x)dx]  = — F((o)  + 7t  F(0)S(co) 


1 


® sí  /[«o]  = f(<»)  =>  n-tjfu)] = 


dF(co) 


d(o 

Demostración 


F(ro)  = !F[  f(t)]=  j*  f(t)e  J(Mdt , de  donde 


dF(co) 

dto 


Luego  J(-/7-r  /(/)]  = 


JF{  r»>) 

dco 


© 


Ejemplo.- 

Si  F(co)  = J[f(t)].  entonces  J[f(at)el(O0í ] = — F( ) 


i a l a 


Solución 


7[f(ai)e/t0,]=  £ J(at)e^ £~“"dt  = | f(at)e  ,{a~,0l')'dt 


■V 


Sea  at  = u =>  di  — — 

tí 


= - f /<« 

« J-r 


" r/w  = ■ 


í 


M K’ 


— I /(tí)*?  ¿/tí 


Si  a>0  v -cc  <t<cc 


a a 


Si  a < 0,  entonces  J[  /* (tí/  )ew  ] = — F( ) 

-a  a 


Luego  T[f(at )em*  ] = —F(-°  C°°) 

c/  tí 


© Si  F((o)  = T[f(t)].  hallar  ‘J[f(t)sena)0t] 
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Solución 


nfu)senco0t]=nnt)(- — w =—nmem" 

2 y 2y 


2./  Ij 


© 


Luego  ;F[/(/)se/jfty  ] = ^[F(íu- ^ )- F(<w+ ü^)] 
2./ 


Hallar  la  Transformada  de  Fourier  de  f(t)=e  01 

Solución 


F[éTo1'  ] 


= £ e^e-^dt  = J ea,.e-“'“dt+  £ ea,£>Mdt 

e{a-j/o)r  0 . x 


^ ,.V“  ./«"/■  *U  t'  ' *x 

= | ai‘1-'co)'dt+  I eHa+j,a)‘dt  =- / / 

J_x  J,  a-jo)'  * a+jú)  ' o 


1 111 

= ( - 0)-(0 -)  = — — *■ 

a- ja)  a + jco  a- jco  + jco 


a + jco+a-jco  2 a 


( a - jco)(a  + jco)  a2  - (o 


2 2 • Luego  5t«  ''  i ■ 


la 


a~  - co~ 


® Hallar  la  Transformada  de  Fourier  de  f(t)  = — 

a~  +t 

Solución 


Aplicando  la  propiedad  (6)  al  resultado  del  ejemplo  (3)  esto  es,  como 


7[e 


a + co 


— = F(co)  y f(t)  = e 


-Ü[t\ 


2 a 


Entonces  T[— -]  = 2/r./(-¿y)  = 2n.e 

a ' + r 
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Entonces  — — ] = 2n.e'a<°  , de  donde  F[— — — -]  = —e~a,' 

a +r  a*  +r 

16.7.  CONVOLUCIÓN.- 

Consideremos  las  funciones  J\  (/)  y /2(0,  entonces  La  Convolución  de  /^(í)  y /2(f) 
está  definida  por  la  expresión  : 


-I 


f(t)=  I f\(x).f2{t-x)dx 


, la  cual  es  denotada  por  : f(t)  = /|(/)*/2(/) 


OBSERVACION.-  Un  caso  especial  importante  es  cuando  /,  (0  = 0 para  t < 0 y 


/2(0  = 0 para  t < 0.  Entonces  /(/)  = fx  (/)  */2(/)  = \ f\(x).j2(t -x)dx 


í 


1 6.8.  PROPIEDADES  DE  LA  CONVOLUCION.- 


O 


© 


Demostrar  que  la  convolución  es  conmutativa  /,  (t)*  f2(t)  = (/)*  f\  (/) 

Demostración 

Aplicando  la  definición  de  Convolución  se  tiene:  /, (/) * f2{t)  = J*  - x)ch 


Sea  t - x = y de  donde  dx  = - dy  además  cuando  ( 


í x — ) — oc  ■ y — ^ oo 


I V ->«  ; y 


L 


M0*fz(t)  = | ./,(x).y2(í-.v)<¿v=i£  Mt-,v).f2Lv){-dy) 

m-  / Ai 

= - J h (v).y¡ (/ - v)í/>-  = J h (».y¡ (/ - >)</v  = y2 (0  V 


(o 


Demostrar  que  la  Convolución  es  asociativa  [/j (/)  * /2  (/)]  * ,/3  (í ) = /|(f)*[/iU) */»(*)] 

Demostración 


Sea  g(t)  = J\(t)*  f2U)  y h(t)  = f2(t)*  fiV)  . entonces 


gU)*A(t)  = A(t)*hU) 


...  (a) 


854 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


...  (b) 


gU)  = MO* f20)  = j”  My)-fiU-y)dy 
gU)*Mt)=  J g(x)  fiU  - X)dx  = J"  [ £ f\(y).f2(x - y)dy]fi(t  - x)dx  ...  (c) 

y dado  que  6(í)=  J /2(r)./3(/ - z)dz 


...  (d) 


h(t  - v)  = 


LMz)- 


y-z)d: 


...  (e) 


por  consiguiente,  la  integral  se  identifica  dentro  del  paréntesis  angular  en  el  segundo 
miembro  de  (c)  como  h(t  - y),  de  donde  g(t)*  /3(r)  = J f\(y)h(t  - y)dy  = ./¡  (/)*//(/) 
por  lo  tanto:  [fx  (t)*  f2  (OJ  * /3  (0  = /i  (0  *[/2  (0  */>(0] 

© f(t)*5(t)  = f(t),  donde  5(t)  es  la  función  impulso  unitario  es  decir  que  la  Convolución  de 

una  función  f(t)  con  una  función  impulso  unitario  conduce  a la  misma  función  f(t). 

Demostración 

Aplicando  la  definición  de  Convolución  se  tiene  : f(x).S(t - x)dx 

utilizando  la  propiedad  conmutativa  se  tiene  : 

f(t)*S(t)  = S(t)*f(t)  = í S(x).f(t-x)dx  = f(t)  par  a la  función  impulso  unitario. 
f(t)*8  (t)  = f(t) 

(T)  Demostrar  que:  f(t)  * 5(t  T)  = f(t-T);  /(f-í,  )*£(/ -t2 ) = -t2) 

Demostración 


■£ 


/ (t) *S(t-T)  = 5(t-T)*  J\t)  = S(x  — T).f(t  —x)dx  = f(t  - T) 


f(t)  * 8(t  - T)  = f(t  - T) 
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fo-h  )*dXt-t2)  = S(t-t2)*f{t-t¡)=  | S(x-t2)f(t-x-tx)dx 
f(t-tl)*S(t-tx)  = f(t-tl-t2) 

16.9.  TEOREMA  DE  CONVOLUCIÓN  EN  EL  TIEMPO.- 

Si  T[f | (/)]  = F{  {co ) y TU 2 (¿)]  = F2(co) , entonces  J[f\  (t)*  f2(t)]  = F ¡ (cú)F2 {co) 

Demostración 

Aplicando  la  definición  de  la  Transformada  de  Fourier  de  /j  (t)*  f2(t) 


TU U) * h (0]  = | [ £ fx  (x)f2u  - x)dX]e-J'Mdt 

II 

W, 

■> 

l 

% 

...(1) 

pero  f f2(t-x)e~,<!Xdt=T[f2(t-x)]  = F2Uo)e-J/M 

...  (2) 

ahora  reemplazamos  (2)  en  { 1 ) se  tiene  : 

Tim*f2(U\=  £ Mx)F2(W)e-l<0,dx  = [ J Mx)e-'a'dx]F2((o) 

= £ U(t)e  ,w,ci:]F2{(o)  = Fl{co)F2(co) 

Luego  T[f  i (/)  */2  (0]  = C,  { co)F2  { co ) 

16.10.  TEOREMA  DE  CONVOLUCIÓN  EN  LA  FRECUENCIA.- 

Si  T~'[Fl(co)]  = f]{t)  y T *[F2 («)]  = /,(/) 

Entonces  : T[Ft  {co)*  F2(co)]  = 2 n.  f\ (t).f2{t) 
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TIA  (O./2W]  = — F\(<o)*F-,(co) 
2x 


j-r 

j . 


2k 


F¡(y)F2(o>- y)dy 


Demostración 


r\F{  {(O)  * F2 (o>)]  - T 1 [ j Fx  (y).F2 (to - y)dy ] 

' -s£[£ 


co  - y = x 
co  = x + v 
dco  = dx 


F]  (y).F2  {co  - y)dyy(0t  dco 


=¿í  [£  F^-F^dy]eA'"x)'dx 


=¿í  Fi(/)[í 

= ¿ í F|  (°e,w  [ £ F2  {x)e  Mfídy 

= 2*[—  f F,(<»)4‘fí/ffl][—  f F2(0j)ejMd(0]  =2x.f](t).f2{t) 
2n  J_r  2n  J_y 

Luego  J_l  [F,  (<u)  * F,  (©)]  = 2n.  fx  (t).f2  (1) 


Ejemplo.- 


Utilizar  la  convolución  para  encontrar  J 


(1  + jco)(  2 4-  ico) 


Solución 


Se  conoce  que  7[f\  (/)  */2(0]  = ^1  (co).F2(cú)  , entonces 
J[F,(ft;).F2(ft>)]  = /¡(í)*/2(í)=  f Mx).f2V-x)dx 


También  se  sabe  que 


1 


a + jco 


, donde  /'(/)  = 


í / > 0 

{ 0 , t<0 


1 

1 + jco 


} = e~'U(t) 


Entonces  J 1 [■ 


Espectros  de  Frecuencia  Directa 


857 


f [ — - — ] = r i u>.  donde  U{i) 

2 + jco 


Luego:  J 


(\  + jco)(2  + jco)] 


1 si  t > 0 
(/>  = • • 

0 si  / < 0 

= f e~xU(x)e~2i"x)U(t-x)dx 

= J e'  21 U (x)U (l - x)dx  = Je'  2ldx  = e2'  f e'dx 

= e~2'  (e‘  -1  ) = {e"  -e~2l)U(t) 

, 0,  x < 0 0 si  x > t 

donde  U(x)  * < . i{r-x)  = < 

[l,  .v  £ O []  si  x < t 

{O  si  X < O A X > t 

1 si  O < x < t 

También  podemos  hallar  f(t)  desarrollando  F(tó)  en  fracciones  parciales  es  decir 
1 1 1 


F(co)  = 


(1  + jco)(  2 + jco)  1 + jco  2 + jco 


, entonces  : 


r\FUo)}=r\— ] = e~2  -e~2'  = <*"'  ~e~2')U(t) 

1 + jco  2 + jco 


16.11.  TEOREMA  DE  PARSEVAL  Y ESPECTRO  DE  ENERGIA.- 


Si  = Fi(co)  y J[  f2 (/)]  = F2(íy),  demostrar  que  : 

J = ~ J F{(co).F2(~co)dco 

Demostración 


Se  conoce  que  : J[fx  (/) /2 (/)]  = — F{  (co)  * F2 


¿x 


J-r 


Ft{y)F2(co- y)dy 


como  y f\(t)f2(t)e  ,0*dt , entonces 
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J fiU)f2(t)e  ',01  dt=^  J Fl(y)F2(á)-y)dy 

Si  w = 0 =>  f fi(t)f2(t)dt  = -!-  f F¡(<y)F2 (~y)dy  = -í-  í F¡(eo)F2 (~a>)d co 
i-,  2*  JLx  2 7T  J_T 

f f\(t).f2(t)dt  = ~ J F^Fji-myico 


16.12.  EL  TEOREMA  PARSEVAL.- 


Si  J[f(t)]  = F(co)  entonces 


J i/(oi?  dt=E  J i r dW 


Demostración 


Si  J[f(t)]  = F(co) 


n/*U)]=  f*{i)e-JMdt 


I 

-£ 

-'£• 


f*(l)(e,0”)*clt  = [/(/)e;""]*<* 


I.1 


es  decir  J[f*(t)]  = F*(-co) 


Luego  si  hacemos  /,(/)  = fU)  y />(0  = /4<0  • entonces  como 


£ 

£ 


fi(t)f2u)dt  = 


2.T 


f. 


Fx(io)F2{-co)dco , entonces  : 


f(t)f*(i)dt 


~f 

2/r  1, 


F(ru)F*[-(-<y)]í/tt)  = 


2n 


í. 


2,t 


í. 


| |? 


I. 


F(ü))F*(io)dco 


ñor  = 


2.7 


£ 


F(w)  * i/w 
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16.13.  LA  TRANSFORMADA  DE  FOURIER  DE  UNA  FUNCION 
IMPULSO.- 


La  Transformada  de  Fourier  de  la  función  impulso 
unitario  6(t),  está  dado  por  : 

71¿<0]=  f 5{t)e~J,0‘dt 

OBSERVACIÓN.-  Analizando  la  definición  se  tiene: 


J[S(t)]=  f S(t)e-jMdt=e~i(d'\  =1 


S(t) 


OBSERVACION. - 


(7)  £(/)  = y^  f ’ e“*dt 


En  efecto  como  7 — | F(<o)eJtúté&%G ntonces 

2 K 


£ 


2 7T 


S(t)  = 4~  f 1 .eJa*da>  = j-f  ej<*d(o  = 7~\  1] 


2n 


© <>'(/)  = — i eos  a?  t dt 

J , 

En  efecto  : ó(t)  = — | e,Md(0-  — í (cos¿a+  jsencoftdt 
2 x L 2 n L 

= — P eos  (otdt+—  r sencotdt  =—  I eos  wt  dt 

2 n J_  f l7C  J r 71  Jb 

par  impar 

m=-  f « 

X J) 


eos  (Di  dt 


-►  t 


‘ F(») 

1 

• 

0 
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(S)  En  general  se  tiene  : 

<?(v)  = — P eJxydx , S(y)  = — Pcos(jcj)¿¿y 
2 7t  J_x  X Jb 

@ Tl¿(i-t0)]=  r S(t-t0)e-Jeo,dt  = e-Ja,,\  = 

J-x  í-,0 


i 

l5(t-t0) 

0 

*0 

16.14.  LA  TRANSFORMADA  DE  FOURIER  DE  UNA  CONSTANTE.- 


(7)  7[A)=  f Ae~jM dt  = 2n.A  — f e'^dt  ; S(y)  = — f em'dx 

JLx  2>T  J r 2tt  J r 


© 


haciendo  x = t e y = -03,  entonces  : 

- — P e^^dt  = 2xAS(-co)  y 

2,t  J_x 


como 


S(-to)  = 5((d)  =>  y7  [A]  = 27iA5(co) 
donde  A es  una  constante  y J[\]  = 2rc5(co) 

J[ej0>Qt  ] = 2;ztf  (¿y  - coQ ) 

En  efecto  : como  J[l]  = 2ti  5(w)  y Jr[f(t)e^(°úí]  = F(a)-ct}Q),e ntonces 
J[eJ,ú'0,]  = 2^(¿y-cy0) 

Ejemplo.-  Hallar  ^F[cosíy0í]  y !F[senco0t] 

Solución 

ylcosfflbí]  = n-(e/av  +e  jnw)}=X-nem)l}+[-T[e~'^'] 

= m~2 xS(co- (ú0)+^e7rS(co  + a>0)  = 7rS(a>-a)0 ) + ;r£(¿y  + 0%) 


Jlsen¿ü0/]  = -jjrS(co  - a>0 ) + j7t8{co  + ó)0  ) 
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16.15.  LA  TRANSFORMADA  DE  FOURIER  DEL  ESCALÓN  UNITARIO.- 


Sea  U(t)  la  función  escalón  unitario  definido  por  : UU)  = \ 


1 si  t > 0 


0 si  t < 0 
10  si  / > 0 

Sea  7[U(t)]  = F(g>)  y como  J[U(-t)]  = F(-to)  y U(-t)  = < y U(t)+  U(-t)  = 1, 

[1  si  / < 0 

excepto  para  t = 0 y J [U(t)J  + J [U(-t)]  = J [ I ] =>  F(g))  + F(-(d)  = 2 n 6(co) 

»'OT. 

Supongamos  que  F(g))  = k 5(co)  + B(co),  donde  B((o)  es  una  función  ordinaria  y k es 
una  constante  y como  5(-g>)  = 5(co)  entonces  : 

F(co)  + F(-(o)  = k 5(ío)  + B(co)  + k 5(-co)  + B(-to)  = 2k  5(co)  + B(co)  + B(-co)  = 2n  8(co) 

entonces  se  tiene  k = n y B(w)  es  impar  y podemos  hallar  B(<o)  y además 

V\t)  = = S{t)  y como  J[f(t)]  = F(co) 

dt 

y !F[U(t)]  = F{a>)  y *[í/'(0]  = j<o  F(co)  = j to[n  8(co)  + B(co)]=  J [5(t)]  = 1 
y como  o)  5(co)  = 0 y jío[7i  5(g>)  + B(co)]  = 1,  entonces 

jtt(co  5((0))  + jcoB(m)  = 1 =>  j<o  B(gj)  = 1 =>  B(eo)  = — 

j(ú 


F (co)  = 7t5(cú) y como  F(co)  = J[U(t)] 

ja> 


T[U(t)\  = ttS(ú))  + — 

M 


Ejemplos.- 

(7)  Calcular  ?[\-15(t)  + 2S'(t-2)] 

Solución 

j[i  - 3óo)+ 25'  (í  - 2)] = m - yj[sm + 2 ns* « - 2)] 

= 2n  8(cü)  - 3 + 2 jco  7 [5(t  - 2)]  = 2 k5(co)  -3  + 2 jcoe~j2{0 
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(T)  Calcular  (J[sen't] 

Solución 


o ti  I _ 

Se  conoce  que  sen  t = — sent  — senst , entonces 
4 4 


J[sen*t]  = — (f[sent]  - — !F[sen3t] 

4 4 


= 1)  + 7^(ru  + l)-(-yVz^(¿U“3))  + y;rtf(¿y+ 3))] 


= /— (S(a)-?>)-d(co-\))  + j — (£(<y+l)-¿(vc+3)) 
4 4 


16.16.  EJERCICIOS  DESARROLLADOS.» 


® Encontrar  la  serie  compleja  de  Fourier  para  la  función  f(t)  definida  por  /(/)  = sen4 1 en  el 
intervalo  <0,tc>  y f(t  + 7i)  = f(t) 

Solución 

Mediante  las  identidades  tenemos  : e±Jnf)  = eos  n0±  ysen  nO  , además  se  conoce 

«\Mt  'H  • f h " 

eJnO 

eos (n0)  = ; sen(/?<9)  = 

2 2 j 


Luego  para  el  ejercicio  dado  se  tiene  : 

€jo  e~jo 

/(/)  - sen  t - (- )‘ , desarrollando  se  tiene  : 

2 j 

/(,)  = --[c,4"  - 4t'" " + 6 - 4e~~"  + e~4i'] 

16 


(T)  Encontrar  la  serie  compleja  de  Fourier  para  la  función  f(t)  definida  por  f{t)-el  en  el 
intervalo  <Ü,2:t  \ i(l  +■  2 71)  = f(t),  mediante  integración  directa. 


Solución 
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Sea  fu ) = cnejn'í‘"  donde  cri  = — J 

r,--x 

cn  - — jT  c .e~Jn"K':dt . donde  oj0  = . T = 

c =--  f e—  • vdt  = ! «>'  '-r  /*’ 

2t  j 241-  jn]  > o 


fine'  ' di 


-ir*  -lh 


l 


2,7(1-» 


como  =1 , luego  c„  = — 

^ _ 

entonces  f(t)=  / — 

27(1  -» 


2/ril-» 

•»  . f 

c~/T  -1 


#:r 


¿I 


.tú- jn) 

eJ 


*--l  J,:  e”-l 


-I  V e ' 
2/T  1 - n 


(Í)  Reducir  el  resultado  del  ejercicio  (2)  a la  forma  trigonométrica  de  la  sene  de  Founer. 

Solución 

Sabemos  que  an  = cn  -r  c_„  de  donde 


^'7-l 

2.7(1-» 


.2*-l 

27(1  T jn) 


lu eso  se  nene  : 


^'7-l  <r*-l 


27(1-777)  27(1-»  27  1 — jn  1 + » 


_ t»2'7  -1,1  + jn  + 1 - jn . _ e~R  - 1 
27  I + 7?2  7(1 + /72) 


K = /!<*.  't 


<>2r-i 


e27-i 


27(1  - 777)  27(1  » 


] 


e -1.1+  jn  — 1 + » (*»  -1)77 

/— [ — 1 2 j = T 

27  1^/7  7(1^77') 
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Lu  eso  :‘{;j  = 


<r?-l 


* ». 


-y. 


<T  -icosnr  e~'  -1  /?  sen  Air 
Í -n‘  - 1 ~n~ 


-) 


r'[ti  ■ 


e~  — 1 r 1 cos«r  n 

= “ > 1 

>t  - I — i - n~ 

n=i 


sen/ir)j 


(T)  Hallar  los  coeficientes  complejos  de  Fourier  de  la  función  f(t)  que  se  muestra  en  la  figura 


Diferenciando  término  a término  se  tiene  : f‘U)  = t jntar,  )crel'“'‘  . graneando 


I 1 


♦ f(t) 

! 

1 t. 


1 '1 

! I 


t. 


1 •*, 

2 


o ; t 

1 2 


= X = 


n-r 


•••  -í 
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A 2 A A 

/V)  = — <?('  + 6) ¿(0+— S(t-h) 


T 

por  lo  tanto  -( na ^ )2cn  = ~ f\t)e~pu0[)tdt 

2 


A 


Ttx 


T 

f [S{t  + tx)-2S(t)  + 8{í-lx)]e-Jtt^'dt 

i 


4 2 A 

= ^[ernft*'i  - 2 + e'J,,ÚJ°t]]  =— (cos/?rVi  -1) 


4,4  2 

= sen  — — 

Ttx  2 


> 4 A i >u<\ ,4/,  sen^  2 n2 

Luego  -(m^)  cn  — ——  sen“(  7 ) =>  cw  =—  1 , — -] 

itx  ¿ 7 


(- 


) 


Demostrar  que  los  coeficientes  complejos  de  Fourier  de  una  función  periódica  par  son 
reales,  y los  de  una  función  periódica  impar  son  imaginarios  puros. 

Solución 
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ac  x 

Sabemos  que  : f(t)  = c0  + cnejnaK)t  + '^'cne,n6í°r 

/«>=£< 


aJn<W 


«»  “A 


c°  = y,c„=  2 


. _a„+jbn 


¡)  Para  f(t)  par  entonces  bM  = 0 , de  donde 


üm  = 


*„-0 

2 

a„  +0 


c =■ 


c„=y.  real 
c.„  , real 


c„  = c_„ , f es  par 

i¡)  Para  f(t)  impar  =>  a0  = an  = 0 , de  donde 


_ _ °-  A 
* 2 
_ 0 + jb„ 


cn  = -j  — - , imaginario 
c_n  = y imaginario 


(ó)  Si  f(t)  y g(t)  son  funciones  periódicas  con  periodo  T y sus  expansiones  de  Fourier  son 

f(t)  = ^S'  cnejneü°' , g(í)=  / * dnejncü0'  para  fijfc  = — , Demostrar  que  la  función 

i—*  n T 

#i»— ce  n=~<c 

T 

í f(t-r)g(r)dr  es  una  función  periódica  de  igual  periodo  T,  se  puede 

2 

ao 

expresar  como  h{t)  = ^ c„  dn  c 


,W«*  I' 


Solución 


Sea  h(t) 


-IP 

T J.I 


f(t-T)g{T)dz 


-O) 
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h(t)=^cndnejn^  ...(2) 

«=- x 

de  ( 1 )y  (2)  se  deduce  que  f(t)  = f(t  - i)g(x)  entonces  tenemos  que  demostrar  que  : 

OO 

f(t  - r)g(r)  = ^ cndneJn“K>‘  ...  (3) 


como 


c„e 


jncüQt 


n=- x 
oo 

g(?)  = d„ejn(á°T 


«')-S 

n=— oc 
x 

g(0  = X^ 

/l=— 00 

ahora  multiplicamos  ambos  miembros 

x OC  X 

/(/-r)g(r)=2\,<-~  •"*'  •Tc&d„ 


JncúQ{t-T+z) 


= ¿c'í</.c 


/(í  - r)g(r)  = y^cndneJnül01  por  lo  tanto  h(t)  = V c„í/ne" 

n=—oo  n—— oo 

(7)  Si  f(t)  y g(t)  son  funciones  periódicas  de  periodo  T y sus  expansiones  de  Fourier  son 

OC  X 

f(t)=  y^JCneJna)°t  , g(t)  dnejntúQt  , para  ~~r>  Demostrar  que  la  función 

n=-oo  n=-x 

h(t)  = f(t).g(t)  es  una  función  periódica  de  igual  periodo  T,  que  se  puede  expresar  como 

X X QC 

h(t)  - ^ aneJna°'  donde  an  = ^^c„_kdk  (sug.  demostrar  que  an  = cn_kdk  son 

w-*-x  «=— x k=-cc 

los  coeficientes  de  Fourier  de  h(t)). 

Solución 

...0) 


Sean  h(t)  = f(t).g(t) 
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como 


h(‘)  = X a„ 

n = -a o 

QO 

/w-2^ 


..  (2) 


kem(n-k)t  y 


g(p= 

«=-oo  «=— oc 

multiplicando  ambos  miembros  se  tiene  : 

00  OO  00  x 

m=-oc  n--cc 

de  donde  h(t)  = f(t).g(t) 

oo  oo 

i A<r)  = £ay*V  y = 


<»*>** 


Si 


-k^k 


k =^30 


^ r 00 1 

Luego  a„=  — P h(t)e~jnwo‘ dt , como  A(Q  = ^ c„_kdkem>m 

2 « = - oo 

/ 00 

“■  rfi'Z1'-''""'' 


2 «=-oo 


T 


-J  fr  j>  - Z‘- 

2 n = — oo  2 «=-<» 

00  X 

an=^JC„_kdk  =>  A(0  = ’ L.q.q.d 


O Hallar  la  serie  compleja,  utilizando  derivación  (Delta  de  Dirac)  de  la  función 


/«  = 


1-/  ; — 2 < / < — 1 


2t  + 4 
-3t  + 4 

2t  - 1 


-1  <í  £0 
0<f<l 
l£í<2 
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Sotución 


/M- 


f(t) 


-1  ; -2  <t  <—\ 
2 ; -\<t<¿0 

-3  ; 0 < t < 1 

2 ; \ £ t <2 


/"(/)  = 0 , cuya  gráfica  es  : 


coQ=r£  = ^,  f''(t)  = ló(t  + \)-5S(t)  + 5S(t-l)-36(t-2),  -2<t¿2 
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oc  jf  ao  f 

V 1 T «r’-f 

2 =>  f\t)  = 2^  — jnc„e  2 


" > X 

fV)=2^(--rn2c„)e  ' 2 , de  donde 

n=-oc 

-V  i r ->a 

-^-c,  = - [3<5(/  + 1)  - 5 S(t)  + 5 S(t  - 1)  - 3 S(t  - 2)]e  2 dt 

4 4 J.  ; 

7i2n2  1 f2  >"z'  f2 

— ^-c. --  ) 3¿(í  + l)e  2á-5|  5^(í)e  * + 

+5  J SU-\)e  "'2'dt-3  | S(t-2)e 

7 7,  x . n . n , n 

rr~ y\  r 1 - jn—t  . -jn  — t . -jn—t.  - jn—t  . 

-^^  = ^[3eJ  2 \[=_l-5eJ  2 \l=0  + 5e  2 |,„  -3e  2 |,.2] 

7T  AiT 

= - [3<?  2 - 5 + 5e  - 2,e~jnK  ] 

4 

= — F3(cos  — + / sen — )-5  + 5(cos /sen — ) — 3(— 1)  J 

4 2 2 2 2 

= — [8cos-^“-2/sen  — n — 5 — 3( — 1)M  ] 

Al  1 


(8  eos 


c.  - — 


— w - 2/  sen  — - 5 - 3(-l)" ) 5 + 3( - 1 )"  + 2 jsen  — - 8 eos  — : 
2 2 2 2 


;rV 


7t2n2 


_ _ . . v _ Aí/T  _ rt/t 

* 5 + 3(-l)  + 2j  sen  — — 8cos—  ,.£/ 

/w-— y 2 — ^ 2 

/T  ' A/ 


^?)  Usando  convolución,  hallar  /(/)  = ^ ![ 


1 


(l  + y¿y)  (2  + j(o) 


y 1 
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Solución 


F(eo)  = F[f(t)]  = — — — 7-~—  r » de  donde 


0 + 7®)  (2  + y¿y) 


G(tó)  = — - — y H(co)  = , por  lo  tanto  se  tiene: 

1 + jco  2 + jco 


g(t)  = F-'[-^r]  = e"M(t) 
1 + jn 


liV)  = F '(— - — ] = i'  2lfdl) 

2 + jco 


por  convolución  / (t)  = £ g(t-x)h(x)dx 
f(t)  = e‘  j"  e~xp(x)/j(t  - x)dx 


O) 


...  (2) 


-ir-' 


p(t  -x)e  2x p(x)dx 


+ t 


V(x) 

M*) 

M(x  )ju(t-x)  = 


0 si  x < C 

1 si  x > 0 

{0  si  x > t 
1 si  x < t 


0 si  X < 0 A X > t 

1 si  0 < x < t 


f(t)  = -e  2t  +e~*  de  donde  f(t)  = (e  1 ~e  2í)U(t) 

B = j*  tnf(t)dt , demostrar  que  F(co)  = J [f(t)]  se  puede  expresar  como 


10J  Si  m 
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Solución 

Por  definición  F(co)  = F[f  (0]  = / (t)e~Jü)tdt 

x2  jc3  x4 

Como  e~x  =l-x  + - — — + - — ... 

2!  3!  4! 

Si  x = Jcot,  al  reemplazar  se  tiene  : e~J(út  = 1-  — U0**)2  + •■• 

multiplicando  a ambos  miembros  por  f(t),  e integrando 

f f{t)e-JMdt=  f f(t)dt-  | f(t)(jcot)dt+  | 

J-rjC  J-X  J-X  J-X  ^ * 


r 

JU 


nt)e-JMdt  = (jcof  f f(t)dt-Uco)'  ! //(/)  + 


r< 


ÜP) 


J-cc 


r 


2!  I 


rf(t)dt~... 


r <■/(')* 


«=0 

como  F(co)=  ^ f(t)e'Jü)tdt  y además  mn  = £ tnf(t)dt 


por  lo  tanto  se  tiene  : F(co)  = / (-/)"  — L.q.q.d. 


naQ 


16.17.  EJERCICIOS  PROPUESTOS.- 


© Encontrar  los  coeficientes  complejos  de  Fourier  y dibujar  los  espectros  de  frecuencia  para 

/í  sen¿y0¿  , 0 < t < 

la  semionda  sinusoide  rectificada  f(t)  definida  por  f(t)  - y 

0 , — <t  <T 

2 

2a* 


ftt  + T)  = fXO*  donde  o)¡>  = — . 


NJ  I 
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© 

© 


© 

© 


Encontrar  los  coeficientes  complejos  de  Fourier  y dibujar  los  espectros  de  frecuencia  para 
la  función  diente  de  sierra  definida  por  /(/)  = -y  r + ^ , para  0<t<T  y f(t  + T)  = f(t). 


Aplicar  el  teorema  de  Parseval  al  resultado  del  ejercicio  (2)  para  probar  que 


7Z~ 


6 


Mediante  la  diferenciación  encontrar  la  serie  compleja  de  Fourier  para  la  función  diente 
de  sierra  de  la  figura. 


Hallar  la  serie  compleja  de  Fourier  de  F(t)=\t2  -1|,  -2  < t < 2,  graficar  F(t)  y su 
espectro  de  amplitud. 

Si  f(t)  es  una  función  periódica  con  periodo  T,  y los  coeficientes  complejos  de  Fourier  son 
cn  , demostrar  que  los  coeficientes  complejos  de  Fourier  de  la  función  portadora,  de 

amplitud  modulada  periódicamente  / ( t ) eos  mco0t  están  dados  por  (cn_n]  + cn+m ) . 

Calcular  la  Transformada  de  Fourier  de  las  siguientes  funciones 

a)  U(t  - a)  (función  escalón  unitario) 

sen  4 1 

b)  Sa (4t)*e  , donde  Sa(4t)  = — - 

.A  .A 

Sean  f(t)  = —= í^-e  2a‘  , g(/)=-¡==-e  2fc2  . Calcular  H(t)  = f(t)*g(t) 

V2  na  \¡2nb 

Usando  la  definición  de  convolución,  calcular  h(t)  =|  1 1 *e  ' U(t) 
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(10) 

© 


© 


IJ5) 

© 

@ 

3 

19 


Calcular  F[f"(t)*rU(t)] 

Usando  la  definición  de  convolución,  calcular  e~lt  * 1 1 \ U(t) 

Calcular  F[  + ^ — ] 

co“  — 2 

Calcular  F~l [ — r + (eos  co  + e™ )£(íy)] 


v;a*íbao  ’t 


(ú~  - 5jco+  6 


T T 


Si  f(t)  es  integrable  en  el  intervalo  finito  y 03  es  reaK  demostrar  que: 

lim  H T f(t)e  IMdt  = 0 


|£Ü|— J 1 


Si  F(co)  = J[f(t)],  hallar  la  transformada  de  Fourier  de  f(t)senco0t 

Calcular  J [ 1 1 1 eos  1 00  7tt  + U(t  - 4)] 

Si  J[f(t)]  = H((o),  Probar  que  : J[H(t)]  = 2n  F(-to) 

Determinar  J[cos  (at)]  = H(ca)  y gráficas  ||  H(co)  || 

(l9)  Si  J[f(t)]  = H(to),  Probarque:  F[F  (t)  qos  at]  = ~[H  (co  - a)  + H {co  + ci)] 

4 a3 


Verificar  que:  F[e  'a*  (1  + a 1 1 1)]  = — r1  . ^ 

(a*  +cú  y 

Si  H{t)  = r4  , -c  < t < c.  Halle  su  serie  compleja  de  Fourier  de  H(t)  y grafícar  su  espectro 
y amplitud. 

Por  el  método  de  impulsos  unitarios,  calcular  la  serie  compleja  de  Fourier  de  la  función: 

2 


/(O  = 


7t 

- 7t  út  < 

2 


4 ít 

— I , — < / < — 
k 2 2 

8 1 , /T 

6 . “£/<* 

7t  2 


í >/><  < //'.  ' /»•  ' ru  jtcndit  Oiu  rc/a 


Demostrar  que  si  f(t)  es  una  función  penódie. 

J 

ST  ^ 

— j /(/)[“  dt  = c{)  + 2 j \c„  \ donde  r son 
//*! 


> '■  il  con  periodo  i.  entonces 

íc  entes  complejos  de  Fourier 


de  la  función  f(l). 


Demostrar  que  si  f(t)  es  una  función  periódica  ) real  con  periodo  ’l  entonces: 
/ ( / + r)f(í)dt  - ^ J cn  \2  i ' " , donde  c„  son  los  coeficientes  complejos  de 


-:-í 


Fourier  de  f(t)  y co(]  ~ 


2n 

/ 


© 

© 

© 


H1  momento  enésimo  mtl  de  una  fttnción  f(l)  esta  definido  por  mn 


í 


j 


t*  f{t)dt  para 


n 0.1,2,...  demostrar  que  mf¡  ~ ( / ) 


tí  fjOl 

Ja/ 


dflF(  0)  dttF(to)] 


s0  y F( (o)  = ;/  [f(t>j 


do/'  dro” 

Si  f(i)  es  una  función  imaginaria  pura,  esto  es  f(t ) j 
que  las  partes  real  e imaginaria  de  F(co) 


per, i n ” 0,1.2..  donde 


g( i } donde  g(tí  es  real,  demostrar 
sor.  R(«))~  I g(/)sen  o)f  di , 


V ( o) ) - J g(t)  cas  rot  di  así  mismo,  demostrar  que  R(o>)  y X(co)  son  funciones  impar  y 
par  de  cn.  respectivamente,  esto  es  : R(-co)  -Ríen).  X(  o)  = X(co),  F(-co)  -F*(o>) 


,1  para  | / 1 < 1 

Hallar  la  integral  de  Fourier  que  representa  la  función  / (/)  = . , , 

0 para  | i > \ 


Utilizar  el  resultado  del  ejercicio  (27),  para  deducir 
(sug:  hacer  t = 0 en  el  resultado  de  (27)). 


sen  a)  . 7T 

da)  = — 

i (o  2 


Eduardo  Espinoza  Ramos 


BIBLIOGRAFIA 


Matemáticas  Superiores  para  Ingeniería  por:  C.R.  - WYLIE,  JR. 

Matemática  Avanzada  para  Ingeniería.  Volumen  I por:  ERWIN  KREYSZIG. 

Ecuaciones  Diferenciales  por:  KREIDER  - KULLER  - OSTBERG. 

Problemas  de  Ecuaciones  Diferenciales  Ordinarias  por:  A.  KISELIOV  - M.  KROSNOV 
-G.  MAKARENKO. 

Ecuaciones  Diferenciales  por:  DONALD  - L.  KREIDER. 

Ecuaciones  Diferenciales  por:  RALPH  PALMER  AGNEV. 

Ecuaciones  Diferenciales  Aplicadas  por:  M.R.  - SPIEGEL. 

Ecuaciones  Diferenciales  Elementales  por:  L.M.  KELLS. 

Ecuaciones  Diferenciales  y Problemas  con  valores  en  la  frontera  por:  WILLIAN  E. 
BOYCE  - RICHARD  C.  PRIMA. 

Matemáticas  Avanzadas  para  Ingeniería  por:  ERWIN  KREYSZIG.  Tomo  II. 

Ecuaciones  Diferenciales  por:  TAKAUCHI  - RAMIREZ  - RUIZ. 

Ecuaciones  Diferenciales  por:  KAJL  NIELSEN. 

Ecuaciones  Diferenciales  por:  SHEPLEY  L.  ROSS. 

Ecuaciones  Diferenciales  Elementales  por:  EARL  D.  RAINVILLE. 

Ecuaciones  Diferenciales  con  Aplicaciones  por:  WILLIAN  R.  DERAICA  - STANLEY  Y 
GROSSMAN. 

Ecuaciones  Diferenciales  con  Aplicaciones  por:  F.  SINMONS. 

Curso  Elemental  de  Matemática  Superior.  Tomo  V por:  J.  QUINET. 

Ecuaciones  Diferenciales  por:  FRANK  AYRES. 

Introducción  a las  Ecuaciones  Diferenciales  por:  WILLIAN  E.  BOYCE  Y RICHARD  C. 
DIPRIMA. 

Ecuaciones  Diferenciales  y Calculo  Variacional  por:  L.  EL  SGOLTS. 

Introducción  a las  Ecuaciones  Diferenciales  Ordinarias  por:  EARL  Y.  CODDINGTON. 
Problemas  y Ejercicios  de  Análisis  Matemático  por:  G.  BARANENKOV  - B. 
DEMIDOVICH. 

Ecuaciones  Diferenciales  por:  H.  B.  PHILLIPS. 

Ecuaciones  Diferenciales  por:  HARRY  W.  REDDICK  y DONALD  E.  KIBBEY. 


Bibliografía 


Introducción  al  Análisis  Lineal  por:  KREIDER  - KULLER  OSTBERG  PERKINS. 
Tomo  II. 

Ecuaciones  Diferenciales  con  Aplicaciones  por:  BETZ  BURCHAM  EWÍNG. 

Ejercicios  y Problemas  de  Matemática  Superior  por:  P.  DANKO  y A.  POPOV.  Tomo  II. 
Matemática  Superior  en  Ejercicios  y Problemas  por:  T.  y A.  KOZHE’VNIKOVA. 
Problemas  y Ejercicios  de  Análisis  Matemático  por:  G.N.  BERMAN. 

Matemática  para  Administración  y Economía  por:  JEAN  E.  DRAPER,  JANE  S. 
KLINGMAN.  JEAN  WEBER. 

Matemática  para  Economistas  por:  TARO  YAMANE. 

Ecuaciones  Diferenciales  Ordinarias  por:  CARLOS  IMOZ  - ZOENEK  VOREL. 
Matemática  Superior  para  Matemáticos,  Física  e Ingenieros.  Volumen  II  por:  R.  ROTHE. 
Análisis  Matemático  por:  PROTTER  - MORREY. 

Análisis  Matemático.  Volumen  II  por  HAASER  - LASALLE  - SULLIVAN. 

Calculus.  Volumen  II  por:  TOM  M.  APOSTOL. 

Ecuaciones  Diferenciales  por:  F.  MERCELLAN,  L.  CASASIAS,  A.  ZARZO. 

Ecuaciones  Diferenciales  con  Aplicaciones  por:  DENNIS  G.  ZILL. 

Matemáticas  Avanzadas  para  Ingeniería  por:  PETER  V.  O’NEIL. 

Ecuaciones  Diferenciales  por:  C.H.EDWARDS,  JR.  DAVID  E.  PENNEY. 

Fundamentos  de  Ecuaciones  Diferenciales  por  R.  KENT  NAGLE  y EDWARDS  B. 
SAFF. 

Ecuaciones  Diferenciales  y problemas  con  condiciones  en  la  frontera  por:  C.H. 
EDWARDS,  Jr.  y DAVID  E.  PENNEY. 

Curso  de  Matemática  Superior  Tomo  IV  por:  J.  QUINET. 

Transformada  de  Laplace  por:  MURRAY  R.  SPIEGEL. 

Introducción  to  the  Laplace  Transfor  por:  HOLL,  D.C.  MAPLE  Y B.  WINDOGRADE. 
Ecuaciones  Diferenciales  con  Problemas  de  Valor  de  Frontera  por:  STEPHEN  L. 
CAMPBELL  y RICHARD  HABERMAN. 

Introducción  al  Análisis  de  Fourier  por:  R.D.  STUART. 

Introducción  a las  Series  e Integrales  de  Fourier  por:  ROBERT  SEELEY. 

Series  de  Fourier  y Problemas  de  Contorno  por:  RUEL  V.  CHl  JRCHILL. 

Análisis  de  Fourier  por  HWEI  P.  HSU. 
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